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AVERTISSEMENT 

POUR  LA  QUINZIÈME  ÉDITION. 

J^A.  démonstration  de  la  théorie  des  parallèles, 
telle  qu'elle  avait  été  présentée  dans  la  3*  édition 
de  cet  ouvrage  et  dans  les  éditions  suivantes 
jusqu'à  la  8®  inclusivement ,  n'étant  pas  à  l'abri 
de  toute  objection,  on  s'était  déterminé  dans 
la  cf  édition  à  rétablir  cette  théorie  à  peu  près 
sur  la  même  base  qu'Euclide.  Des  réflexions 
ultérieures  faites  sur  le  ménie  objet,  dont  on 
donnera  le  développement  dans  la  note  II,  ont 
fait  découvrir  deux  nouvelles  manières  de  dé- 
montrer le  théorème  sur  les  trois  angles  du  tri- 
angle, sans  le  secours  d'aucun  postulatum.  On 
a  en  conséquence  inséré  une  de  ces  démon- 
strations dans  le  texte  de  cette  édition ,  en 
choisissant  celle  qui  s'éloigne  le  moins  des  idées 
ordinaires,  et  qui  d'ailleurs  ne  semble  pas  plus 
difficile  à  comprendre  que  celle  qui  avait  été 
donnée  dans  les  éditions  précédentes,  depuis 
la  3^  jusqu'à  la  8^. 

Un  autre  changement  qui  se  fera  remarquer 
dans  cette  édition,  est  relatif  à  la  solidité  de  la 
pyramide  triangulaire.  On  a  rétabli  cette  dé- 
monstration à  peu  près  telle  qu'elle  avait  été 
donnée  dans  la  i*^^  édition  de  ces  éléments,  mais 
en  profitant  d'une  idée  heureuse  due  à  M.  Querret, 
chef  d'institution  à  Saint-Malo  ;  elle  consiste  à 
vendre  égales  les  hauteurs  des  prismes  excédent 


et  déficient  que  l'on  ooiistruit  dans  les  deux 
pyramides  comparées.  Par  ce  moyen  la  démon- 
stration de  la  solidité  de  la  pyramide  paraît  ré- 
duite au  dernier  degré  de  simplicité  dont  elle 
est  susceptible. 

Enfin  ,  comme  les  tables  trigonométriques 
construites  suivant  la  division  décimale  du  qua- 
drant, ne  sont  pas  aussi  généralement  répandues 
que  celles  qui  se  rapportent  à  l'ancienne  divi- 
sion de  la  circonférence ,  on  a  cru  qu'il  ne  serait 
pas  inutile  de  joindre  aux  exemples  de  calcul 
donnés  dans  la  trigonométrie ,  les  résultats  que 
fournirait  l'usage  des  anciennes  tables. 


Le  lecteur  qui  voudra  se  borner ,  au  moins 
dans  une  première  lecture  ,  aux  simples  élé- 
ments ,  peut  passer  sans  inconvénient  les  notes, 
appendices  ,  et  généralement  tout  ce  qui  est 
imprimé  en  petits  caractères  ,  comme  étant 
moins  utile  ou  exigeant  une  étude  plus  appro- 
fondie. 11  reviendra  ensuite  sur  ces  objets,  s'il 
le  juge  à  propos ,  en  choisissant  ceux  qui  lui 
conviendront  le  mieux  ,  d'après  l'avis  d'un 
professeur  éclairé. 

N.  B.  Les  nombres  mis  en  marge  indiquent  les  propo- 
sitions auxquelles  on  devra  recouinr  pour  l'intelligence  des 
démonstrations.  Un  seul  nombre  ,  comme  4  -,  indique  la 
proposition  iv  du  livre  courant  :  deux  nombres  ,  20 ,  3 , 
indiquent  la  xx^  proposition  du  livre  m.  Dans  la  Trigo^- 
nométrie  on  a  dislingnc  les  article»  et  les  renvois  par  des 
cliifjrc»  romains. 
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ELEMENTS 
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DE   GÉOMÉTRIE. 


LIVRE   PREMIER. 


LES    PRINCIPES. 


DEFINITIONS. 


L  JLiA  Géométrie  est  une  science  qui  a  pour  objet 
la  mesure  de  l'étendue. 

L'étendue  a  trois  dimensions  ,  longueur,  largeur 
et  hauteur. 

II.  La  li^/ie  est  une  longueur  sans  larofeur. 

O  o  Ï3 

Les  extrémités  d'une  ligne  s'appellenfrpo/«^5 .-le  point 
n'a  donc  pas  d'étendue. 

m.  La  ligne  droite  est  le  plus  court  chemin  d'un 
point  à  un  autre. 

IV.  Toute  ligne  qui  n'est  ni  droite  ni  composée  de 
lignes  droites  est  une  ligne  courbe. 

Ainsi,  AB  est  une  ligne  droite,  AGBD  une  ligne    ^i- 
brisée  ou  composée  de  lignes  droites,  et  AEB  est  une 
ligne  courbe. 

V.  Surface  est  ce  qui  a  longueur  et  largeur,  sans 
hauteur  ou  épaisseur. 

VI.  Le  plan  est  une  surface ,   dans   laquelle   pre- 
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nant  deux  points  à  volonté,  et  joignant  ces  deux 
points  par  une  ligne  droite,  cette  ligne  est  tout  en- 
tière dans  la  surface. 

VIL  Toute  surface  qui  n'est  ni  plane  ni  composée 
de  surfaces  planes  est  une  surface  courbe. 

Vin.  Solide  ou  corps  est  ce  qui  réunit  les  trois  di- 
mensions de  l'étendue. 

%•  2.  IX.  Lorsque  deux  lignes  droites  AB,  AG,  se  ren- 
contrent, la  quantité  plus  ou  moins  grande  dont  elles 
sont  écartées  l'une  de  l'autre,  quanta  leur  position, 
s'appelle  angle;  le  point  de  rencontre  ou  à' intersec- 
tion A  est  le  sommet  de  l'angle;  les  lignes  AB,  AG. 
en  sont  les  côtés. 

L'angle  se  désigne  <{uelquefois  par  la  lettre  du 
sommet  A  seulement,  d'autres  fois  par  trois  lettres 
BAG  ou  GAB,  ayant  soin  de  mettre  la  lettre  du  sommet 
au  nùlieu. 

Les  angles  sont,  comme  toutes  les  quantités,  sus- 
ceptibles d'addition,  de  soustraction,  de  multiplica- 

fig.  ao.  tion,  et  de  division  :  ainsi  l  angle  DGE  est  la  somme 
des  deux  angles  DGB,  BGE,  et  l'angle  DGB  est  la  dif- 
férence des  deux  angles  DGE,  BGE. 

fig-  3-  X.  Lorsque  la  ligne  droite  AB  rencontre  une  autre 
droite  GD,  dételle  sorte  que  les  angles  adjacents  BAG, 
BAD  soient  égaux  entre  eux,  chacun  de  ces  angles 
s'appelle  un  angle  droit;  et  la  ligne  AB  est  dite^'er- 
pendiculaire  sur  GD. 

''K  t  XI.  Tout  angle  BAG  plus  pelit  qu  un  angle  droit 

est  un  angle  aigu  ;  tout  angle  plus  grand  DEP"  est  un 
angle  obtus. 

^P- ^-  Xll.  Deux  lignes  sont  dites  parallèles,  lorsque, 
étant  situées  dans  le  même  plan ,  elles  ne  peuvent  se 
rencontrera  quelque  distance  qu'on  les  prolonge  luin' 
et  l'autie.  Telles  sont  les  lionnes  AB,  (jl). 
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XIII.  Fi^ur^e  plane  est  un  plan  Terminé  de  tontes 
pai'ts  par  des  lignes. 

Si  les  lignes  sont  droites ,  l'espace  qu'elles  renfer- 
ment  s'appelle  figure  rectiligne   om  polygone ,  et   les     fig.  6. 
lignes  elles-mêmes  prises  ensemble  forment  le  contour 
ou /jeriwè^/'c  du  polygone. 

XIV.  Le  polygone  de  trois  côtés  est  le  plus  simple 
de  tous,  il  s'appelle  triangle;  celui  de  quatre  côtés 
s'appelle  quadrilatère;  celui  de  cinq^ pentagone  ;  celui 
de  six  ,  heooagone ,  etc. 

XV.  On  appelle  triangle  équilatéral  celui  qui  a  ses  fig.  ■^. 
trois  côtés  égaux;  triangle  isoscele,  celui  dont  deux  fi^.  8. 
côtés  seulement  sont  é^aiix;  triangle  scalene ,  celui  fig.  <». 
fjui  a  ses  trois  côtés  inégaux. 

XVI.  Le  triangle  rectangle  est  celui  qui  a  un  angle 
droit.  Le  côté  opposé  à  l'angle  droit  s'appelle  hypoté- 
nuse :  ainsi  ABC  est  un  tii^iangle  rectangle  en  A,  le  côté    fi-.  {«. 
BG  est  son  hypoténuse. 

XVII.  Parnii  les  quadrilatères  on  distingue  : 
Lequa?-ré ^  qui  a  ses  côtés  égaux  et  ses  angles  droit.    <;„    ,, 

(  Voyez  la  prop.  xx ,  liv.  i.  ) 

Le  rectangle,  qui  a  les  angles  droits  sans  avoir  les  ûe.  la 
côtés  égaux.  (Voyez  la  même  prop.) 

Le  parallélogramme  ou  rhombe,  qui  a  les  côtés  op-  ft„  ,^ 
posés  parallèles. 

Le  losange ,  dont  les  côtés  sont  égaux  sans  que  les  c^j  ,[^. 
angles  soient  droits. 

Enfin  le  trapèze,  dont  deux  côtés  seulement  soni  fty.  i5. 
parallèles. 

XVIII.  On  appelle  diagonale  la  ligne  qui  joint  les 
sommets  de  deux  angles  non  adjacents  :  telle  est  AC.   Cg.  42 

XIX.  Polygone  équilatéral  est  celui  dont  tous  les 
côtés  sont  égaux;  ^olj^one cquiangle ,  celui  dont  tous 
les  angles  sont  égaux. 

XX.  Deux   polygones  sont   équilatéraux  entre  en.t 

1. 
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lorsqu'ils  ouf  les  côtés  égaux  chacun  à  chacun,  et 
placés  dans  le  même  ordre,  c'est-à-dire,  lorsqu  en 
suivant  leurs  contours  dans  un  même  sens,  le  premier 
t-'ôté  de  l'un  est  égal  au  premier  de  l'autre,  le  second 
de  l'un  au  second  de  l'autre,  le  troisième  au  troisième, 
et  ainsi  de  suite.  On  entend  de  même  ce  que  signifient 
deux  polygones  éqiciangles  entre  eux. 

Dans  l'un  ou  l'autre  cas,  les  côtés  égaux  ou  les 
angles  égaux  s'appellent  côtés  ou  angles  homolo faites. 

A'  B,  Dans  les  quatre  premiers  livres  il  ne  sera  question  que  de 
figures  planes  ou  tracées  sur  une  surface  plane. 

Explication  des  termes  et  des  signes. 

Axiome  est  une  proposition  évidente  par  elle- 
même. 

Théorème  est  une  vérité  qui  devient  évidente  an 
moyen  d'un  raisonnement  appelé  démonstration. 

Problème  est  une  question  proposée  qui  exige  une 
solution. 

Lemme  est  une  vérité  employée  subsidiairement 
pour  la  démonstration  d'un  théorème  ou  la  solution 
d'un  problême. 

Le  nom  commun  de  proposition  s  attribue  indiffé- 
remment aux  théorèmes,  problêmes,  et  lemnies. 

CorotLaire  est  la  conséquence  qui  découle  d'une  ou 
de  plusieurs  propositions. 

Sch-olie  est  une  remarque  sur  une  ou  plusieurs  pro- 
positions précédentes,  tendant  à  faire  apercevoir  leur 
liaison,  leur  utilité,  leur  restriction,  ou  leur  exten- 
sion. 

Hypothèse  est  une  supposition  faite  soit  dans 
l'énoncé  d'une  proposition,  soit  dans  le  courant 
<rune  déuionsiration. 
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Le  signe  ■■=  est  le  signe  de  l'égalité;  ainsi  l'expres- 
sion A  =  B  signifie  que  A  égale  B. 

Pour  exprimer  que  A  est  plus  petit  que  B,  on  écrit 
A<B. 

Pour  exprimer  que  A  est  plus  grand  que  B,  on  éi^rit 
A>B. 

Le  signe  +  se  ^prononce  plus  ;  il  indique  l'addition. 

Le  signe  —  se  prononce  moins;  il  indique  la  sous- 
traction :  ainsi  A  H-  B  représente  la  somme  des  quan- 
tités A  et  B  ;  A  — ^  B  représente  leur  différence  ou  ce 
qui  reste  en  étant  B  de  A  ;  de  même  A —  B  -|-  G,  ou 
A  -(-G — B,  signifie  que  A  et  G  doivent  être  ajoutés 
ensemble,  et  que  B  doit  être  retranché  du  tout. 

Le  signe  X  indique  la  multiplication  ;  ainsi  A  X  B 
représente  le  produit  de  A  multiplié  par  B.  Au  lieu  du 
signe  X  oji  emploie  quelquefois  un  point;  ainsi  A.  B 
est  la  même  chose  que  A  X  B.  On  indique  aussi  le 
même  produit  sans  aucun  signe  intermédiaire  parAB; 
mais  il  ne  faut  employer  cette  expression  que  lors- 
qu'on n  a  pas  en  même  temps  à  employer  celle  de  la 
ligne  AB  distance  des  points  A  et  B. 

L'expression  A  x  (B  +  G  — -D)  représente  le  produit 
de  A  par  la  quantité  B  +  G  —  D.  S'il  fallait  multiplier 
A  -f-  B  par  A  —  B  -f-  G ,  on  indiquerait  le  produit  ainsi 
(A-f-B)  x  (A  —  B  +  G);  tout  ce  qui  est  renfermé 
entre  parenthèses  est  considéré  comme  une  seule 
quantité. 

Un  nombre  mis  au-devant  d'une  ligne  ou  d'une 
quantité,  sert  de  multiplicateur  à  cette  ligne  ou  à  cette 
quantité;  ainsi,  pour  exprimer  que  la  ligne  AB  est 
prise  trois  fois,  on  écrit  3  AB;  pour  désigner  la  moitié 
de  l'angle  A  ,  on  écrit  7  A. 

Le  quarré  de  la  ligne  AB  se  désigne  par  AB;^son 
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cube  par  AB.  On  expliquera  en  son  lieu  ce  que  si- 
gnifient précisément  le  quarré  et  le  cube  d'une  ligne. 
Le  signe  l/  indique  une   racine  à  extraire  ;  ainsi 

V^  2  est  la  racine  quarrée  de  2  j  i/  A  x  B  est  la  racine 
du   produit  A   X  B,  ou  la  moyenne  proportionnelle 

entre  A  et  B. 

AXIOMES. 

1.  Deux  quantités  égales  à  une  troisième  sont  égales 
entre  elles. 

2.  Le  tout  est  plus  grand  que  sa  partie. 

3.  Le  tout  est  égal  à  la  somme  des  parties  dans 
lesquelles  il  a  été  divisé. 

4  D'un  pointa  un  autre  on  ne  peut  mener  qu'une 
seule  ligne  droite. 

5.  Deux  grandeurs,  ligne,  surface  ou  solide,  sont 
égales,  lorsqu étant  placées  l'une  sur  l'autre  elles  coïn- 
cident dans  toute  leur  étendue, 

PROPOSITION   PREMIÈRE. 

THÉ  ORÈME . 

H-  ^^'      Les  finales  droits  sont  tous  égaux  entre  eujc. 

Soit  la  ligne  droite  CD  perpendiculaire  à  AB,  el 
GH  à  EF;  je  dis  que  les  angles  AGI),  EGH  seront 
égaux  entre  eux. 

Prenez  les  quatre  distances  égales  C  A,  GB,  GE, 
G  F,  la  distance  AB  sera  égale  à  la  distance  EF,  et 
on  pourra  placer  la  ligne  E  F  sur  A  B,  de  manière 
que  le  point  E  tombe  en  A,  et  le  point  F  en  B.  Ces 
deux  lignes  ainsi  posées  coïncideront  entièrement 
l'une  avec  l'autre j    car,  sans  cela,  il  y  aurait  deux 
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lignes  droites  de  A  en  B ,  ce  qui  est  impossible  *,  *ax.  4. 
donc  le  point  G,  milieu  de  EF,  tombera  sur  le  point 
G,  milieu  de  AB.  Le  côté  GE  étant  ainsi  appliqué 
sur  C  A,  je  dis  que  le  côté  G  H  tombera  sur  CD;  car 
supposons,  s'il  est  possible,  qu'il  tombe  sur  une  ligne 
CK  différente  de  CD;  puisque,  par  liypothèse*,  Méf.  10. 
l'angle  EGH  r=  HGF  ,  il  faudrait  qu'on  eût  ACK  =z 
K.CB.  Mais  l'angle  ACK  est  plus  grand  que  AGD, 
l'angle  KCB  est  plus  petit  que  BCD;  d'ailleurs,  par 
hypothèse,  AGD  =  BCD;  donc  ACK  est  plus  grand 
que  KGB  ;  donc  la  ligne  GH  ne  peut  tomber  sur  une 
Jigne  GK  différente  de  CD;  donc  elle  tombe  sur  CD^ 
et  l'angle  EGH  sur  ACD;  donc  tous  les  angles  droits 
sont  égaux  eriti'e  eux. 

PROPOSITION   U. 

THîioRÈME. 

Toute  lignf"  droite  CD,  <jui  en  rencontre  une    fig.  t:. 
autre  k^  ^  fait  avec  celle-ci  deux  angles  adja- 
cents ACD,  BCD,  dont  la  somme  est  égale   à 
deux  angles  droits. 

Au  point  C ,  élevez  sur  AB  la  perpendiculaire  CE- 
L'angle  ACD  esr,  la  somme  des  angles  AGE,  ECD; 
donc  ACD  H-  BCD  sera  la  somme  des  trois  ACE, 
ECD,'  BCD.  Le  premier  de  ceux-ci  est  droit,  les  deux 
autres  font  ensemble  l'angle  droit  BGE  ;  donc  la 
somme  des  deux  angles  AGD,  BCD  est  égale  à  deux 
angles  droits. 

Corollaùe  l.  Si  l'un  des  angles  ACD,  BCD  est  droit, 
l'autre  le  sera  pareillement. 

Corollaire  IL  Si  la  ligne  DE   est  perpendiculaire  fig.  18. 
àAB,  réciproquement  AB  sera  perpendiculaire  à  DE. 

Car,  de   ce  que  DE  est   perpendiculaire  à  AB ,  i! 
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s'ensuit  que  l'angle  AGD  est  égal  à  son  adjacent 
DCB,  et  qu'ils  sont  tous  deux  droits.  Mais  de  ce 
que  l'angle  ACD  est  un  angle  droit,  il  s'ensuit  que 
son  adjacent  ACE  est  aussi  un  angle  droit  ;  donc 
l'angleACErriACD ,  donc  AB  est  perpendiculaire  à  DE. 
%•  34.  Corollaire  III.  Tous  les  angles  consécutifs  BAC 
CAD,  DAE,  EAF,  formés  d'un  même  côté  de  la 
droite  BF  ,  pris  ensemble,  valent  deux  angles  droits; 
car  leur  somme  est  égale  à  celle  des  deux  angle? 
adjacents  BAC ,  CAF. 

PROPOSITION    III. 

THÉORÈME. 

Deux  lignes  droites  qui  ont  deux  points  com- 
muns coïncident  Vune  avec  l'autre  dans  toute 
leur  étendue,  et  7ie  forment  qu  une  seule  et  même 
ligne  droite. 

fig-  19-  Soient  les  deux  points  communs  A  et  B;  d'abord 
les  deux  lignes  n'en  doivent  faire  qu'une  entre  A  et 
B,  car  sans  cela  il  y  aurait  deux  lignes  droites  de  A 

*«.  4.  en  B,  ce  qui  est  impossible*.  Supposons  ensuite  que 
ces  lignes  étant  prolongées,  elles  commencent  à  se 
séparer  au  point  C,  l'une  devenant  CD,  l'autre  CE. 
Menons  au  point  C  la  ligne  CF  ,  qui  fasse  avec  CA 
l'angle  droit  ACF.  Puisque  la  ligne  ACD  est  droite, 
l""' '■  l'angle  FCD  sera  un  angle  droit*;  puisque  la  ligne 
ACE  est  droite,  l'angle  FCE  sera  pareillement  un 
angle  droit  Mais  la  partie  FCE  ne  peut  pas  être  égale 
au  tout  FCD  \  donc  les  lignes  droites  qui  ont  deux 
points  A  et  B  communs,  ne  peuvent  se  séparer  en 
aucun  point  de  leur  prolongement;  donc  elles  ne 
forment  qu'une  seule  et  même  ligne  droite. 


oor 
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PROPOSITION     IV. 

THÉORÈME, 

Si  deux  angles  adjacents  A.CD ,  DCB ,  valent    fi«  ^o. 
ensemble  deux  angles  droits.,  les  deux  côtés  ex- 
térieurs AC,  CB,  seront  en  ligne  droite. 

Car  si  CB  n'est  pas  le  prolongement  de  AG,  soit 
CE  ce  prolongement;  alors  la  ligne  ACE  étant  droite, 
la  somme  des  angles  ACD,  DCE,  sera  égale  à  deux 
droits*.  Mais,  par  hypothèse,  la  somme  des  angles  *pf.  a- 
ACD,  DCB,  est  aussi  égale  à  deux  droits;  donc  ACD 
+  DCB  serait  égale  à  ACD  +  DCE  ;  retranchant  de 
part  et  d'autre  l'angle  ACD,  il  resterait  la  partie  DCB 
égaie  au  tout  DCE,  ce  qui  est  impossible;  donc  CB 
vsî:  le  prolongement  de.  AC. 

PROPOSITION   V. 

THÉORÈME. 

Toutes  les  fois  que  deux  lignes  droites  AH,     Cg. 21. 
DE,  se  coupent^  les  angles  opposés  au  sommet 
sont  égaux. 

Car  puisque  la  ligne  DE  est  droite ,  la  somme  des 
angles  ACD  ,  ACE  ,  est  égale  à  deux  droits  ;  et  puis- 
que la  ligne  AB  est  droite  ,  la  somme  des  angles  ACE, 
BCE,  est  égale  aussi  à  deux  droits;  donc  la  somme 
ACD  -h  ACE  est  égale  à  la  somme  ACE  +  BCE.  Re- 
tranchant de  part  et  d'autre  le  même  angle  ACE,  il 
restera  l'angle  ACD  égal  à  son,  opposé  BCE. 

On  démontrerait  de  même  que  l'angle  ACE  est  égal 
à  son  opposé  BCD. 

Scholie.  Les  quatre  angles  formés  autour  d'un  point 
par  deux  droites  qui    se   coupent,  valent    ensemble 
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quatre  angles  droits;   car  les  angles  ACE,  BCE,  pris 

ensemble,  valent  deux  angles  droits,  et  les  deux,  autres 
AGI),  BCD,  ont  la  même  valeur. 
fi-.  11.  ^"^iî  général,  si  tant  de  droites  qu'on  voudra  GA, 
GB,  etc.,  se  rencontrent  en  un  point  G,  la  somme 
de  tous  les  angles  consécutifs  AGB,  BGD,  DGE, 
£(^F  ,  FGA,  sera  égale  à  quatre  angles  droits  :  car 
si  on  formait  au  point  G  quatre  angles  droits  au 
ujoyen  de  deux  lignes  perpendiculaires  entre  elles  ,  le 
même  espace  serait  rempli,  soit  par  les  quatre  angles 
droits ,  soit  par  les  angles  successifs  AGB  ,  BGD,  etc. 

PROPOSITION   VI. 

THÉORÈME, 

Deux  triangles  sont  égaAx,  lorsqu'ils  ont  un 
angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux 
chacun  à  chacun. 

(ig.-iS.  Soit  l'angle  A  égal  à  l'angle  D,  le  côté  AB  égal  à 
DE,  le  côté  AG  égal  à  DF;  je  dis  que  les  triangles 
AHG,  DEF,  seront  égaux. 

En  effet,  ces  triangles  peuvent  être  posés  l'un  sur 
l'autre  de  manière  qu'ils  coïncident  parfaitement.  Et 
d'abord  si  on  place  le  côté  DE  sur  son  égal  AB ,  le 
point  D  tombera  en  A  et  le  point  E  en  B  :  mais  puis- 
que l'angle  D  est  égal  à  l'angle  A,  dès  que  le  côté 
DE  sera  placé  sur  AB,  le  côté  DF  prendra  la  direc- 
tion AG.  De  plus  DF  est  égal  à  AG;  donc  le  point  F 
tombera  en  G,  et  le  troisième  côté  EF  couvrira  exac- 
tement le  troisième  côté  BG;  donc  le  triangle  DEF 

*ax.  5.    est  c"al  au  triangle  ABC*. 

Corollaire.  De  ce  que  trois  choses  sont  égales  dans 
deux  triangles,  savoir,  l'angle  Arrr  D,  le  côté  Ali  zr: 
DE,  et  le  côté    AG=:DF,  on  peut  conclure  qiie  les 


trois  autres   le   sont,  savoir,  langle   B  m  E,  l'angle 
C  =: F,  et  le  côté  BC  =  EF. 

PROPOSITION    VI  [. 

THÉORÈME. 

Deux  triangles  sont  égaux,  lorsqu'ils  ont  un 
côté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux  chacun 
à  chacun. 

Soit  le  côté  6C  égal  au  côté  EF,  l'angle  B  égal  à    fig-  23. 
l'angle  E,  et  l angle  C  égal  à  l'angle  F;  je  dis  que  le 
triansjle  DEF  sera  é^al  au  triangle  ABC. 

Car,  pour  opérer  la  superposition,  soit  placé  EF 
sur  son  égal  BC,  le  point  E  tombera  en  B,  et  le  point 
F  en  G.  Puisque  l'angle  E  est  égal  à  l'angle  B,  le  côté 
ED  prendra  la  direction  BA  ;  ainsi  le  point  D  se 
trouvera  sur  quelque  point  de  la  ligne  BA.  De  même, 
puisque  l'angle  F  est  égal  à  l'angle  C  ,  la  ligne  FD 
prendra  la  direction  CA,  et  le  point  D  se  trouvera 
sur  quelque  point  du  côté  CA;  donc  le  point  D  qui 
doit  se  trouver  a  la  fois  sur  les  deux  lignes  BA,  CA, 
tombera  sur  leur  intersection  A;  donc  les  deux  trian- 
gles ABC,  DEF,  coïncident  l'un  avec  l'autre,  et  sont 
parfaitement  égaux. 

Corollaire.  De  ce  que  trois  choses  sont  égales  dans 
deux  triangles,  savoir,  BC  =  EF,  Bz=:  E,  C=r:F,  on 
peut  conclure  que  les    trois  autres  le  sont,  savoir, 

Aii  ::;=  DE,   AC  =:  DF,   A  =  D.  - 

P  R  O  P  O  s  I  T I  O  N    V  1 1 1.       ' 

THÉORÈME. 

Dans  tout  triangle  un  côté  quelconque  est  plus 
petit  que  la  somme  des  deux  autres. 

Car  la   ligne  droite   BC,  par  exemple,  est   le  plus    (ig.  2<. 
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'cîéf.  3.  court  chemin  de  B  en  C* ,  donc  BC  est  plus  petit  que 
AB  j-AG. 

PROPOSITION    IX. 

THÉORÈME. 

fig.  24.  <^^  d'un  point  O  pris  au  -  dedans  du  triangle 
ABC,  on  mène  aux  extrémités  d'un  coté  BC  les 
droites  OB,  OC,  la  som:ne  de  ces  droites  sera 
moindre  que  celle  des  deux  autres  côtés  AB ,  AC. 

Soit  prolongé  BO  jusqu'à  la  rencontre  du  côté  AG 
en  D  ;  la  ligne  droite  OG  est  plus  courte  que  OD  -4- 
•pr.  8.  DC*  :  ajoutant  de  part  et  d'autre  BO ,  on  aura  BO  -f- 
OC  <  BO  +  OD  +  DG,  ou  BO  +  OG  <  BD  +  DG. 

On  a  pareillement  BD  <  BA-f-AD  ;  ajoutant  de 
part  et  d'autre  DG  ,  on  aura  BD  +  DG  <  BAH- AG. 
Mais  on  vient  de  trouver  BO  +  OG  <  BD+DG  ;donc 
à  plus  forte  raison  ,  BO  +  OG  <  BA  +  AG. 

PROPOSITION    X. 

THÉORÈME. 

fig.  25.  Si  les  deux  côtés  AB,  AC  ,  du  triangle  ABC 
sont  égaux  aux  deux  côtés  DE  ,  DF ,  du  triangle 
DE  F ,  chacun  à  chacun  ;  sien  même  temps  V  angle 
BAC ,  compris  par  les  premiers  ,  est  plus  grand 
que  r angle  EDF  ,  compris  par  les  sifconds  ;  je 
dis  que  le  troisième  côté  BC  du  premier  triangle 
sera  plus  grand  que  le  troisième  EF  du  second. 
Faites  l'angle  GAG=D,  prenez  AG  =:  DE  ,  et 
joignez  GG  ,  le  triangle  GAG  sera  égal  au  triangle 
DEF ,  puisquils  ont  par  construction  un  angle  égal 

*pi.  6.  compris  entre  cètés  égaux*  ;  on  aura  donc  CGmEF. 
Maintenant  il  peut  y  avoir  trois  cas,  selon  que  le  point 
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(i  tombe  hors  du  triangle  ABC,  ou  sur   le   côté  BG; 
ou  au-tledans  du  même  triangle. 

Premier  cas.  La  ligne  droite  GC  est  plus  courte  «g.  2.1. 
que  GI  +  IG ,  la  ligne  droite  AB  est  plus  courte  que 
AI4-IB;  doncGG-hAB  est  plus  petit  que  GI-I-AI  + 
IG+  IB^  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  GG  -h  AB  <  A(ï 
-l-BC.  Retranchant  d'un  côté  AB  et  de  l'autre  son  égaie 
AG ,  il  restera  GG  <  BG  :  or  GG  ■=.  EF  ;  donc  on  aura 
EF<  BG. 

Second  cas.  Si  le  point  G  tombe  sur  le  côté  BG,  il     fit;  26 
est  évident  que  GG  pu  son   égale  EF  sera  plus  petit 
que  BG. 

Troisième  cas.  Enfin  si  le  point  G  tombe  au-dedans    fig.  27. 
du  triangle  ABC,  on  aura,  suivant  le  théorème  pié- 
cédent,  AG-f-GG  <  AB+BG.  Retranchant  d'une  part 
AG,  et  de  l'autre  son  égale  AB,  il  restera  GG  <  BG,  ou 
EF  <  BG. 

Scholie.  Réciproquement,  si  les  deux  côtés  AB,  A  G, 
du  triangle  ABG  sont  égaux  aux  deux  côtés  DE,  DF, 
du  triangle  DEF;  si,  de  plus,  le  troisième  côté  GB  du 
premier  triangle  est  plus  grand  que  le  troisième  Ejh' 
du  second,  je  dis  que  l'angle  BAG  du  premier  triangle 
sera  plus  grand  que  l'angle  EDF  du  second. 

Gar  si  on  nie  cette  proposition ,  il  faudra  que  l'angle 
BAG  soit  égal  à  EDF,  ou  qu'il  soit  plus  petit  que  EDF  : 
dans  le  premier  cas ,  le  côté  GB  serait  égal  à  EF*  j  dans  '  P""  ^• 
le  second,  GB  serait  plus  petit  que  EF;  or  l'un  et  l'autre 
est  contraire  à  la  supposition  ;  donc  l'angle  BAC  est 
plus  grand  que  EDF. 

PROPOSITION  XL 

THEOREME. 

Deux  triangles  sont  éî^aux .,  lorsqu'ils  ont  le.s 
trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun. 


l4  f.  ÉOMBTRIE. 

0^.  ^^        Soit  le  côté  .\]îz=DE,  ACr=DF,  BC  =  EF,  je  dis 
qu'on  aura  l'angle  A=rrD,  BnrE,  C=:F. 

Car  si  l'angle  A  était  plus  grand  que  l'angle  D, 
comme  les  côtés  AR,  AC,  sont  égaux  aux  côtés  DE, 
DF,  chacun  à  chacun  ,  il  s'ensuivrait,  par  le  théorème 
précédent ,  que  le  côté  BG  est  plus  grand  que  EF  ; 
et  si  l'angle  A  était  plus  petit  que  l'angle  D,  il  s  en- 
suivrait que  le  côté  BC  est  plus  petit  que  EF  j  or,  BC 
est  égal  à  EF;  donc  l'angle  A  ne  peut  être  ni  plus 
grand  ni  plus  petit  que  l'angle  D;  donc  il  lui  est  égal. 
On  prouvera  de  même  que  1  angle  B=:E,  et  que 
l'angle  G  =  F. 

Scholie.  On  peut  remarquer  que  les  angles  égaux 
sont  opposés  à  des  côtés  égaux  :  ainsi  les  angles  égaux 
A  et  D  sont  opposés  aux  côtés  égaux  BG,  EF. 

PKOPOSITION    XU. 

THÉORÈME. 

Dans  un  triangle  isoscèle ,  les  angles  opposés 
aux  côtés  égaux  sont  égaux. 
fig.  aS.         Soit  le  côté  ABirr- AC,  je  dis  qu'on  aura    l'angle 
G  =  B. 

Tirez  la  ligne  AD  du  sommet  A  au  point  D ,  milieu 
delà  base  BG ,  les  deux  triangles  ABD,  ADG,  auront 
les  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun  ;  savoir  AD 
commun,  AB  =  AG  par  hypothèse,  et  BD  =  DG  par 
construction;  donc,  en  vertu  du  théorème  précédent, 
l'angle  B  est  égal  à  l'angle  G. 

Corollaire.  Un  triangle  équilaiéral  est  en  même 
îenijîs  équiangle,  c'est-à-(hre,  qu'il  a  ses  angles  égaux. 

Scholie.  L'égalité  des  triangles  ABD,  AGD  ,  {)rouve 
en  même  temps  que  l  angle  BAD  =  DAC,  et  que 
laiulc  RDA--ADr.  ;    doiu-    ces   deux    derniers  sont 
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tîroils;  dotic  la  Li^ne  menée  du  sommet  d'un  triantilt' 
isoscele  au  milieu  de  sa  base ,  est  perpendiculaire  à 
cette  base^  et  divise  Vanille  du  sommet  en  deux  parties 
égales. 

Dans  un  triangle  non  isoscele  on  prend  indifférem- 
ment pour  base  un  côté  quelconque,  et  alors  son 
sommet  est  celui  de  l'angle  opposé.  Dans  le  trian.f^le 
isoscele  on  prend  particulièrement  pour  base  le  coté 
qui  n'est  point  égal  à  l'un  des  deux  autres. 

PROPOSITION   XllJ. 

THÉORÈME. 

lleciproqut'ment ,  si  deux  angles  sont  égaux 
dans  un  triangle .,  les  côtés  opposés  seront  égaux , 
et  le  triangle  sera  isoscele. 

Soit  l'angle  ABG  =  ACB,  je  dis  que  le  côté  AC  sera  gg  2y. 
égal  au  côté  AB. 

Car  si  ces  côtés  ne  sont  pas  égaux,  soit  AB  le  plus 
grand  tles  deux.  Prenez  BD  =  AG,  et  joignez  DC. 
L'angle  DBC  est,  par  hypothèse,  égal  à  AGB  ;  les 
deux  côtés  DB,  BG  sont  égaux  aux  deux  AG,  G'3; 
donc  le  triangle  DBG  *  serait  égal  au  triangle  AGB.  «pr.  e. 
Mais  la  partie  ne  peut  pas  être  égale  au  tout;  donc  il 
n'y  a  point  d'inégalité  entre  les  côtés  AB ,  AG  ;  donc 
le  triangle  ABG  est  isoscele. 

PROPOSITION   XIV. 

THEOREME. 

De  deux  côtés  d'un  triangle.,  celui-là  est  le 
plus  grand  qui  est  opposé  à  un  plus  grand 
angle  ,  et  réciproquement,  de  deux  angles  d'un 
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triangle,  celui-là  est  le  plus  u^rand  qui  est  op- 
posé à  un  plus  grand  côté. 
fig  30.        i"  Soit  l'angle  C  >  B ,  je  dis  que  le  côté  AB  opposé 

à  l'angle  G  est  j)lus  grand   que  le  côté  AC  opposé  à 

l'angle  B. 

Soit  fait  l'angle  BCD  =  B  ;    dans  le  triangle  BDC 
*pr.  i3.   on  aura  *  BD=:DC.  Mais  la  ligne  droite  AG  est  plus 

courte  que  AD  -h  DG,  et  AD  +  DG  =  AD  +  DB  ^ 

AB;  donc  AB  est  plus  grand  que  AG. 

2"  Soit  le  côté  AB  >  AG ,  je  dis  que  l'angle  G  opposé 

au  côté  AB  sera  plus  grand  que  l'angle  B  opposé  au 

côté  AG. 

Gar  si  on  avait  G  <  B ,  il  s  ensuivrait ,  par  ce  qui 

vient  d'être  démontré,  AB<  AG,  ce  qui  est  contre  la 
*pr  i3    supposition.  Si  on  avait  G=B,  il  s'ensuivrait  *  ABrzr 

AG,  ce  qui  est  encore  contre  la  supposition  ;  donc  il 

faut  que  l'angle  G  soit  plus  grand  que  B. 

PROPOSITION    XV. 

THÉORÈME. 

fig.  3i.  D' un  point  k  donné  kors  d'une  droite  DE,  on 
ne  peut  mener  quune  seule  perpendiculaire  à 
cette  droite. 

Gar  supposons  qu'on  puisse  en  mener  deux  AB  et 
AG;  prolongeons  l'une  d'elles  AB  d'une  quantité  BF 
=  AB,  et  joignons  FG. 

Le  triangle  GBF  est  égal  au  triangle  ABG  :  car 
l'angle  GBF  est  droit  ainsi  que  GBA,  le  côté  GB  est 
commun,  et  le  côté  BF=:  AB;  donc  ces  triangles 
sont  égaux  *,  et  il  s'ensuit  que  l'angle  BGF  =3  BGA. 
L'angle  BGA  est  droit  par  hypothèse;  donc  l'angle 
BGF  l'est  aussi.  Mais  si  les  angles  adjacents  BGA,  BGF, 
valent  ensemble  deux  angles  droits,  il  faut  que  la  ligne 
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ACF  soit  droite*;   d'où  il  résulte  qu'entre  les  deux    *  pi.  4 
mêmes  points  A.  et  F,  on  pourrait  mener  deux  lignes 
droites  ABF ,  ACF;  ce   qui  est  impossible*;   donc   il    *  ax,  4 
est  pareillement  impossible  que  deux  perpendiculaires 
soient  menées  d'un  même  point  sur  la  même   ligne 
droite. 

SchoUe.  Par  un  même  point  C  donné   sur   la  ligne   fig.  17. 
AB,  il  est  également  impossible  de   mener  deux  per- 
pendiculaires à  cette  ligne  :  car  si  CD  et  CE  étaient  ces 
deux  perpendiculaires ,  l'angle  DCB  serait  droit  ainsi 
que  BCE,  et  la  partie  serait  égale  au  tout. 

PROPOSITION    XVÎ. 

THÉORÈME. 

Si  fC un  point  A  situé  hors  d'une  droite  DE  on  <;„  3^ 
mené  la  perpendiculaire'  k^  sur  cette  droite,  et 
différentes  obliques  AE ,    AC   AD ,   etc. ,  à  diffé- 
rents points  de  cette  même  droite  : 

1"  La  perpendiculaire  AB  sera  plus  courte 
que  toute  oblique. 

1°  Les  deux  obliques  AC ,  AE,  menées  de 
part  et.  d'autre  de  la  perpendiculaire  ci  des  dis- 
tances égales  BC,  BiE  ,  seront  égales. 

3"  De  deux  obliques  ki^  et  AD,  ou  AE  et  AD, 
menées  comme  on  voudra,  celle  qui  s'écarte  le 
plus  de  la  perpendiculaire  sera  la  plus  longue. 

Prolongez  la  perpendiculaire  AB  d'une  quantité 
BF .—  AB,  et  joignez  FC,  FD. 

1°  Le  triangle  BCF  est  égal  au  triangle  BCA,  car 
l'angle  droit  CBF  :=  CBA,  le  côté  CB  est  commun  ,  et 
le  côçé  BF  =ni  BA;  dont  *  le  troisième  côté  CF  est  égal  *  pr.  0. 
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au  troisième  AC  Or,  ABF  ligne  droite  est  plus  courte 
que  AGF  ligne  brisée:  donc  .™  moitié  de  ABF  est 
plus  courte  que  AC  moitié  de  ACF;  donc  i",  la  pei'- 
pendiculaire  est  plus  courte  que  toute  oblique. 

2°  Si  on  suppose  BE:=BC,  comme  on  a  en  outre  AB 
commun  et  langie  ABE=rABC,  il  s'ensuit  que  le  tri- 
angle ABE  est  égal  au  triangle  ABC*;  donc  les  côtés 

pr.  6.  j\^2^  ^Q  sont  égaux;  donc  2",  deux  obliques  qui  s'écar- 
tent également  de  la  perpendiculaire  sont  égales. 
S*"  Dans  le  triangle  DFA  la  somme  des  lignes  AC, 

pr.  9.  CF ,  est  plus  petite*  que  la  somme  des  côtés  AD,  DF; 
donc  AC,  moitié  de  la  ligne  ACF,  est  plus  courte 
que  AD  moitié  de  ADF;  donc  3°,  les  obliques  qui 
s'écartent  le  plus  de  la  perpendiculaire  sont  les  plus 
longues. 

Corollaire  I.  La  perpendiculaire  mesure  la  vraie 
distance  dun  point  à  une  ligne,  puisqu'elle  est  plus 
courte  que  toute  oblique. 

II.  D'un  même  poirit  on  ne  peut  mener  à  une  même 
ligne  trois  droites  égales  :  car  si  cela  était,  il  y  aurait 
d'un  même  côté  de  la  perpendiculaire  iS.Q\\x  oblique? 
égales,  ce  qui  est  impossible. 

PROPOSITION    XVJl. 

THÉORÈME. 

Si  par  le  point  C,  milieu  de  la  droite  AB,  on 
élève  la  perpendiculaire  EF  sur  cette  droite; 
\°  chaque  point  de  la  perpendiculaire  sera  éga- 
le inent  distant  des  deux  extié mités  de  la  ligne- 
AB;  1^  tout  point  situé  hors  de  la  perpeîidicu- 
iaire  sera  inégalement  distant  des  mêmes  extré^ 
mités  L  et\S. 

Car,  i"  puisqu'on  suppose  AC  =CB,  les  deux  obli- 
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ques  AD,  DB,  s'écartent  également  de  la  perpendi- 
culaire; donc  elles  sont  égales.  Il  en  est  de  même  des 
deux  obliques  ÂE,  EB,  des  deux  AF,  FB,  etc.  ;  donc 
I",  tout  point  de  la  perpendiculaire  est  également  dis- 
tant des  extrémités  A  et  B. 

2°  Soit  I  un  point  hors  de  la  perpendiculaire  ;  si 
on  joint  lA,  IB,  l'une  de  ces  lignes  coupera  la  per- 
pendiculaire en  D ,  d'où  tirant  DB,  oh  aura  DB::izDA. 
Mais  la  ligne  droite  IB  est  plus  petite  que  la  ligne 
brisée  ID  +  DB,  et  ID  +  DB=r:ID  +  DA=rIA  ;  donc 
IB<IA;  donc  2',  tout  point  hors  de  la  perpcndicu- 
faire  est  inéfralement  distam  des  extrémités  A  et  B. 

PROPOSITION    XVIII. 

T  n  lî  O  R  È  M  E. 

Deux  triangles  rectangles  sont  égaux  lors- 
qu'ils ont  l' hypoténuse  égale  et  un  coté  égal. 

*    Soit  l'hypoténuse  AC=DF,  et  le  côté  AB=:DE,  je   fig.  3'. 
dis  que  le  triangle  rectangle  ABC  sera  égal  au  triangle 
rectangle  DEF. 

L'égalité  serait  manifeste  si  le  troisième  côté  BC 
était  égal  au  troisième  EF  :  supposons  ,  s'il  est  pos- 
sible, que  ces  côtés  ne  soient  pas  égaux,  et  que  BC 
soit  le  plus  grand.  Prenez  BGzrrEF,  et  joignez  AG, 
Le  triangle  ABG  est  égal  au  triangle  DEF;  car  l'angle 
droit  B  est  égal  à  l'angle  droit  E ,.  le  côté  AB=DE ,  et 
le  côté  BG=:EF  ;  donc  ces  deux  triangles  sont  égaux*  *  pr.  <>. 
et  on  a  par  conséquent  AG::-— DF;  mais,  par  hypo- 
thèse, DF=AG:  donc  AG=AG.  Mais  l'oblique  AG 
ne  peut  être  égale  à  AG*,  puisqu'elle  est  plus  éloignc^e  *  pr.  1 6. 
vio  la  perpendiculaire  AH;  donc  il  est  impossible  que 

2. 
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BC  cliflère  da  EF;  donc  le  triangle  ABC  est  égal  au 
triangle  DEF. 

PROPOSITION    XIX. 

THÉO  rÈmE. 

Dans  tout  triangle^  la  somme  des  trois  angles  est 
égale  a  deiioc  qngles  droits. 

Soit  ABC    le    triangle  proposé    dans   lequel    nous 
^g-  ^^'   supposerons  (i)  que  AB  est  ie  plus  grand  côté  et  BC 
le  plus  petit ,  et  qu'ainsi  ACB  est  le  plus  grand  angle, 
V-  '*•   t^t  BAC  le  plus  petit,* 

Par  le  point  A  et  par  le  point  I  milieu  du  côté  op- 
posé BG ,  menez  la  droite  AI  que  vous  prolongerez  en 
C'  jusquà  ce  que  AC':::zrAB  ;  prolongez  de  même  AB 
en  B'  jusqu'à  ce  que  AB'  soit  double  de  AI# 

Si  on  désigne  par  A,  B  ,  C,  les  trois  angles  du  tri-' 
angle  ABC  etsemblablemenî  par  A',B',C'  les  trois  angles 
du  triangle  AB'C,  je  dis  qu'on  aura  l'angle  C'^zB-j-C, 
et  l'angle  A=:A'-}-B',  d'où  résulte  A+BH-C=:A'-i-B' 
+  C',  c'est-à-dire  que  la  somme  des  trois  angles  est  la 
même  dans  les  deux  triangles. 

Pour  le  prouver,  faites  AK  =  AI  et  joignez  C'K  , 
vous  aurez  le  triangle  C'AK  égal  au  triangle  BAI.  Car 
dans  ces  deux  triangles,  l'angle  commun  A  est  com- 
pris entre  côtés  égaux  chacun  à  chacun  ,  savoir:  AC, 
=AE,  et  AK:=:-AI.  Donc  le  troisième  côté  C'K  est  égal 
au  troisième  Bi  ;  donc  aussi  l'angle  AC'K=  ABC  ,  et 
l'angle  AKC=AIB. 

Je  dis  maintenant  que  le  triangle  B'C'K  est  égal  au 

triangle  ACI ,  cai'  la  somme  des  deux  angles  adjacens 

♦  pr;  2.    AKC'  +  C'KB'  est  égale  à  deux  angles  droits*  ainsi  que 


(i)  Cette   supposition  n'exclut  pas  le  cas  où  le  côté  moyen  AC 
itrait  égal  à  l'un  clés  extrêmes  AB  ou  BC. 
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la  somme  des  deux  angles  AlC+AIBj  retranchant  de 
part  et  d'autre  les  angles  égaux  AKC,  AIB,  il  restera 
l'an-ïle  G'RB'r=:AIG.  Ces  ansrles  és^aiix  dans  les  deux 
triangles  sont  compris  entre  côtés  égaux  chacun  à 
chacun,  savoir  C'K=1B  — Cl,  et  KB'=AK=:AI, 
puisqu'on  a  supposé  AB'tr=5iAI=:2AK.  Donc  les  deux 
triangles  B'C'K,  ACl,  sont  égaux*;  donc  le  côté  G'B'  *pr.6. 
=i=AC,  l'angle  B'C'Iv=AGB,  et  l'angle  KB'C— GAI. 

Il  suit  (le  là  1°  que  l'angle  AG'B'  désigné  par  C'  est 
composé  de  deux  angles  égaux  aux  angles  B  et  G  du 
triangle  ABC,  et  qu'ainsi  on  a  C'--z=;B-f-C;  s'^queiaugle 
A  du  triangle  ABC  est  composé  de  l'angle  A'  ou 
G'AB'  qui  appartient  au  triangle  AB'C  et  de  l'angle 
GAI  égal  à  l'angle  B'  du  même  triangle,  ce  qui  donne 
A=:A'-l-B';  donc  A  +  B  +  G  =  A'-l-B'+G'.  D'ai- 
leurs  puisqu'on  a  par  hypothèse  AG  <  AB  et  par  con- 
séquent G  B'  <  AC,  ou  voit  que  dans  le  triangle  AC'B 
l'angle  en  A,  désigné  par  A',  est  moindre  que  B', 
et  comme  la  somnie  des  deux  est  éiiale  à  l'anffle  A 
du  triangle  proposé,  il  s'ensuit  qu'on  a  l'angle  A' 
<  1  A. 

Si  on  applique  la  même  construction  au  triangle 
AB'C',  pour  former  un  troisième  triangle  AC'B" 
dont  les  angles  seront  désignés  par  A",  B",  G",  on 
aura  semblablement  les  deux  égalités  G'' rrzG'-f- B', 
A'=A"+B",  d'où  résulte  A'-+-B'+G'=rA"+B"-hG". 
Ainsi  la  somme  des  trois  angles  est  la  même  dans  ces 
trois  triangles  :  on  aura  en  même  tems  l'angle  A"  <  7A', 
et  par  conséquent  A"    <  ^A. 

Continuant  indéfinimeat  lasuite  des  triangles  AG'B, 
AG'B",  etc.  on  parviendra  à  un  triangle  abc  dans 
lequel  la  somme  des  trois  angles  sera  toujours  la  même 
que  dans  le  triangle  proposé  ABCet  qui  aura  l'angle 
a  plus  petit  que  tel  terme  qu'on  voudia  de  la  pro- 
gression décroissante  {-A,  ^A,  jA,  etc. 

Ou   peut  donc   supposer    cette   suite   de   triangles 
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prolonj^'ée  jusqu'à  ce  que  l'angle  n  soit  moindre  qus 
tout  angle  donné. 

Et  si  au  moyen  du  triangle  abc  on  construit 
le  triangle  suivant  a' h' c\  la  somme  des  angles 
n' -\-h'  de  celui-ci  sera  égale  à  l'angle  a,  et  sera  par 
conséquent  moindre  que  tout  angle  donné  ;  d'où  l'on 
voit  que  la  somme  des  trois  angles  du  triangle  a'b'c' 
se  réduit  presque  au  seul  angle  c'. 

Pour  avoir  la  mesure  précise  de  cette  somme  ,  pro- 
longeons le  côîé  a'c'  vers  d\  et  appelons  x'  l'angle 
extérieur  b'c'd';  cet  angle  x\  joint  à  l'angle  c'  du 
triaiiole  a'h'c\  fait  une  somme  égale  à  deux  angles 
pr.  2.  droits*;  ainsi  en  désignant Tangle  droit  parD,  on  aura 
€'■=.  2D  —  x' \  donc  la  somme  des  angles  du  triangle 
a'c'b'  sera 

y  D  -î-  a'  +  b' — x' . 

Mais  on  peut  concevoir  que  le  triangle  a' c' b'  varie 
dans  ses  angles  et  ses  côtés,  de  manière  à  représenter 
les  triangles  successifs  qui  naissent  ultérieurement  de 
la  même  construction  et  s'approchent  de  plus  en 
plus  delà  limite  où  lesangles«'  et^'seraient  nuls.  Dans 
cette  limite  la  droite  a'c'd'  se  confondant  avec  a'b' , 
les  trois  points  n\c\b' ^  finissent  par  être  exactement 
en  ligne  droite;  alors  les  angles-^' et  x'  deviennent 
nids  en  même  tems  que  a\  et  la  quantité  2  D+rz'4-^' 
X —  ,  qui  mesure  la  somme  des  trois  angles  du  triangle 
a'c'b'  ^  se  réduit  à  ;2  D ,  donc  dans  tout  triangle  la 
somme  des  trois  angles  est  égale  a  deux  angles  droits. 

Corollaire  V.  Deux  angles  d'un  triangle  étant  donnés 
ou  seulement  leur  somme,  on  connaîtra  le  troisième 
en  retranchant  la  somme  de  ces  angles  de  deux  angles 
droits. 

II.  Si  deux  angles  d'un  triangle  sont  égaux  à  deux 
angles  d'un  autre  triangle,  chacun  a  chacun  ,  le  troi- 
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sième   de  l'un  sera   égal   au   troisième   de    l'autre,  et 
ks  deux  triangles  seront  équiangles  entre  eux. 

m.  Dans  un  triangle  il  ne  peut  y  avoir  qu'un  seul 
angle  droit  ;  car  s'il  y  en  avait  deux  ,  le  troisième 
devrait  être  nul;  à  plus  forte  raison  un  triangle  ne 
peut-il  avoir  qu'un  seul  angle  obtus. 

IV.  Dans  un  triangle  rectangle  la  somme  des  deux 
angles  aigus  est  égale  à  un  angle  droit. 

V.  Dans  un  triangle  équilatéral  chaque  angle  est 
le  tiers  de  deux  angles  droits  ou  les  deux  tiers  d'un 
angle  droit.  Donc  si  l'angle  droit  est  exprimé  par  i, 
l'angle  du  triangle  équilatéral  le  sera  par  |. 

VI.  Dans  tout  triangle  ABC  si  on  prolonge  le  côté 
AB  vers  D,  l'angle  extérieur  CBD  sera  égal  à  la  sont- 
me  des  deux  intérieurs  opposés  A  et  C  ;  car  en  ajoutant 
de  part  et  d'autre  ABC,  les  deux  sommes  sont  égales 
à  deux  angles  droits. 

PROPOSITION    XX. 

H  ÉO  R  È  ME. 

La  somme  de  tous  les  angles  intérieurs  d'un 
polygone  est  égale  éi  autant  de  fois  deux  angles 
droits  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  nombre  des 
côtés  moins  deux. 

Soit  ABGD  etc.  le  polygone  proposé;  sidu  sommet 
d'un  même  angle  A,  on  mène  à  tous  les  sommets  des  H-  4^. 
angles  opposes  les  diagonales  AC  ,  AD  ,  AE ,  etc. , 
il  est  aisé  de  voir  que  le  polygone  sera  partagé  en 
cinq  triangles,  s'il  a  sept  côtés;  en  six  triangles,  s'il 
avait  huit  côtés;  et  en  général,  en  autant  de  triangles 
que  le  polygone  a  de  côtés  moins  deux  ;  car  ces  trian- 
gles peuvent  êtic-  considérés  comme  ayant  pour  sommet 
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commun  le  point  A,  et  pour  bases  les  différents  côtes  de» 
polygones,  excepté  les  deux  qui  forment  l'angle  A.  On 
voit  en  même  temps  que  la  somme  des  angles  de  tous 
ces  triangles  ne  diffère  point  de  la  somme  des  angles 
du  polygone;  donc  celte  dernière  somme  est  égale 
à  autant  de  fois  deux  angles  droits  qu'il  y  a  de  triangles, 
c'est-à-dire,  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  nombre  des  côtés 
du  polygone  moins  deux. 

Corollaire  I.  La  somme  des  angles  d'un  quadrilatère 
est  égale  à  deux  angles  droits  multipliés  par  4  —  2,  ce 
qui  fait  quatre  angles  droits.  Donc  si  tous  les  angles 
d'un  quadrilatère  sont  égaux,  chacun  d'eux  sera  un 
angle  droit  :  ce  qui  justifie  la  définition  xvii  où  l'on 
a  supposé  que  les  quatre  angles  d'un  quadrilatère 
sont  droits,   dans   le   cas   du  rectangle  et  du  quarré. 

II.  La  somme  des  angles  d'un  pentagone  est  égale 
a  deux  angles  droits  multipliés  par  5  —  2 ,  ce  qui 
fait  6  angles  droits.  Donc  lorsqu'un  pentagone  est 
équiangle ,  c'est-à-dire  lorsque  ses  angles  sont  égaux 
les  uns  aux  auti'es,  chacun  d'eux  est  égal  au  cin- 
quième de  six  angles  droits,  ou  aux  *  d'un  angle  droit, 

III.  La  somme  fies  angles  d'un  hexagone  est  de 
2X(  6 — 2)  ou  8  angles  droits;  donc  dans  l'hexagone 
équiangle,  chaque  angle  est  |  ou  |  d'angle  droit. 

fig.  43.  Scliolie.  Si  on  voulait  appliquer  cette  proposition 
à  un  polygone  dans  lequel  il  y  aurait  un  ou  plusieurs 
angles  rentrants ,  il  faudrait  considérer  chaque  angle 
rentrant  comme  étant  plus  grand  que  deux  angles 
droits.  Mais,  pour  éviter  tout  embarras,  nous  ne 
considérerons  ici  et  dans  la  suite  ^  que  les  polygones 
à  angles  saillants,  qu'on  peut  appeler  autrement  y?o/j- 
gones  convexes.  Tout  polygone  convexe  est  tel ,  qu  une 
ligne  droite ,  menée  comme  on  voudra ,  ne  peut  rencon- 
trer le  contour  de  ce  polygone  qu'en  deux  points. 
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PROPOSITION    KXl. 


THEOREME. 


Si  deux  lignes  droites  AB,  CD,  sont perpendi-    lig-  36. 
culaires  à  une  troisième  FG ,  ces  deux  lignes  seront 
parcdlèles ^  c'est-à-dire  qu'elles  ne  pourront  se 
rencontrer  à  quelque  distance  qu'on  les  prolonge. 

Car  si  elles  se  rencontraient  en  un  point  O,  il  y  aurait 
deux  perpendiculaires  OF,  OG,  abaissées  d'un  même 
point  Osur  une  mêmeligne  FG,  ce  qui  est  impossible.*  *pr,  i5. 

PROPOSITION    XXII. 

TH  ÉORÈmE. 

Si  deux  lignes  droites  AB ,  CZ>,  font  avec  une    'ig-  36. 
troisième EF ,  deux  angles  intéiieurs  BEF,  DFE ^ 
dont  la  somme  soit  égale  à  deux  angles  droits, 
les  lignes  AB,  CD,  seront  parallèles. 

Si  les  angles  BEF,  DFE,  étaient  égaux,  ils  seraient 
droits  l'un  et  l'autre,  et  on  tomberait  dans  le  cas  de 
la  proposition  précédente;  supposons  donc  qu'ils  sont 
inégaux  et  par  le  point  F  ,  sommet  du  plus  grand,  abais- 
sons FG  perpendiculaire  sur  AB. 

Dans  le  triangle  EFG,  la  somme  des  deux  angles 
aigus  FEG-i-EFG  est  égale  à. un  angle  droit*;  cette  *i)r.  19. 
somme  étant  retranchée  de  la  somme  BEF  +  DFE  cor,  4. 
égale  par  hypothèse  à  deux  angles  droits,  il  restera 
l'angle  DFG  égal  à  un  angle  droit.  Donc  les  deux  li- 
gnes AB,  CD,  sont  perpendiculaires  à  uue  même  ligne 
FG,  donc  elles  sont  parallèles*.  _  *^  2, 
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PPiOPOSITION    XKlil. 

TnÉOREME. 

Bg.  37.  Si  deux  lignes  droites  AB ,  CD ,  font  avec  une 
troisième  EF ^  deux  angles  intérieurs  d'un  même 
coté  ,  dont  la  somme  soit  plus  petite  ou  plus 
prande  que  deux  angles  droits^  les  lignes  A B ,  CD , 
prolongées  suffisamment ,  devront  se  rencontrer. 
Soit  i'*  La  somme  BEF-j-EFD  plus  petite  que  deux 
angles  droits  ,  menez  FG  de  manière  que  l'angle 
EFG  =  AEF,  vous  aurez  la  somme  BEF+EFG  égale 
à  la  somme  BEF+AEF  et  par  conséquent  égale  à 
deux  îingks  droits,  et  puisque  BEF-I-EFD  est  plus 
petite  que  deux  angles  droits,  la  droite  DF  sera  com. 
prise  dans  l'angle  EFG. 

Par  le  point  F  tirez  une  oblique  FM  qui  rencontre 
AB  en  M,  l'angle  AMF  sera  égal  à  GFM,  puisqu'en 
ajoutant  de  part  et  d'autre  une  même  quantité  EFM 
+FEM,  les  deux  sommes  sont  égales  chacune  à  deux 
;u!"ies  droits.  Prenez  ensuite  MN=FM  et  joignez  FN; 
r.ingle  AMF,  extérieur  au  triangle  FMN  ,  est  égal  à 
^"^•^9'    ];,  somme  des  deux  intérieurs  opposés  MFJ\  ,  MIN  F*  ; 

cor.  6.  ,  .         ,,,  , 

reux-ci  sont  égaux  entre  eux  ,  puisqu  ils  sont  opposes 
à  des  côtés  égaux  MN  ,  FM;  donc  l'angle  AMF  ou  son 
égal  MFG  est  double  de  MFN  ;  donc  ta  droite  FN 
divise  en  deux  parties  égales  l'angle  GFM  et  rencontre  la 
ligne  AB  en  un  point  N  situé  à  la  distance  MN^FM. 

i!  suit  de  la  même  déinonslration  que  si  on  prend 
NP=r=FN,  on  déterniinera  sur  la  ligne  AB  le  point  P 
ou  ;iboutit  la  droite  FP  qui  fait  l'angle  GFP  égal  à  la 
muiîié  de  l'angle  GFN,  ou  au  quart  de  l'angle  GFM, 

Ou  peut  donc  prendre  ainsi  successivement  la  moitié 
io  (|uart,  le  huitième,  etc.de  l'angle  GFM,  et  les 
ligues  qui  opèrent  ces  divisions ,  leiicontreront  la  ligne 


A  !)  en  des  points  de  plus  en  plus  éloignes  ,  mais  faciles 
;,  délcrniiner,  puisque  MN— FM,  NP=:FN,  PQ= 
PF,  etc.  On  peut  même  observer  que  chaque  distance 
d'un  de  ces  points  d  intersection  au  point  fixe  F  ,  n'est 
pas  touf  à  fait  double  de  la  distance  du  point  d  intersec- 
tion précédent,  car  FN  par  exemple  est  moindre  que 
FMh-MN  ou  2  FM;  on  a  pareillement  FP  <  2FN , 
FO<2FP,  etc. 

Mais  en  continuant  de  sous-diviser  l'angle  GFM  en 
raison  double,  on  parviendra  bientôt  à  un  angle  GYZ 
pins  petit  que  l'angle  donné  GFD  ,  et  il  sera  encore 
vrai  que  FZ  prolongée  rencontre  AB  en  un  point  dé- 
terminé :  donc  à  plus  forte  raison  la  droite  FD  corn- 
prise  dans  l'angle  KFZ,  rencontrera  AB. 

Supposons  2*^  que  la  somme  des  deux  angles  inté- 
rieurs AEF-j-CFE  est  plus  grande  que  deux  angles 
droits,  si  l'on  prolonge  AE  vers  B  et  CF  vers  D,  la 
souime  des  quatre  angles  AEF,  BEF,  GFE,  EFD  ,  sera 
égale  à  quatre  angles  droits;  donc  si  de  cette  somme 
on  retranche  AEF-f-GFE  plus  grande  que  deux 
angles  droits,  il  restera  la  somme  BEF-hEFD  plus 
petite  que  deux  angles  droits.  Donc  suivant  le  premier 
casles  lignesEB,  FD,  prolongéessuffisamment,  doivent 
se  rencontrer. 

Corollaire.  Par  un  point  donné  F  on  ne  peut  mener 
qu'une  seule  parallèle  à  la  ligne  donnée  AB;  car  ayant 
tiré  FE  à  volonté,  il  n'y  a  qu'une  ligne  FG  qui  fasse 
la  homme  des  deux  angles  BEF-+-EFG,  égale  à  deux 
angles  droits;  toute  autre  droite  FD  ferait  la  somme 
des.deux  angles  BEF-f-EFD  plus  petite  ou  plus  grande 
que  lieux,  droits;  et  rencontrerait  par  conséquent 
la  ligne  AB. 

PROPOSITION    XXIV. 

THÉO  UÈME. 

Si  deux  lignes  parallèles  AB,  Cl),  sont  ren-   fi«--58. 
contrées   par  une   sécante    lîF  ,    la   somme    des 
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ang/es  intérieurs  A  GO  ,  GOC  ,  sera  égale  à  deux 
angles  droits. 

Car  si  elle  était  plus  grande  ou  plus  petite,  les  deux 
droites  AB,  CD,  se  rencontreraient  d'un  coté  ou  de 
pi. 23.  l'autre*  et  ne  seraient  pas  parallèles. 

Corollaire  I.  Si  l'angle  GOC  est  droit,  l'angle  AGO 
sera  aussi  un  angle  droit  ;  donc  toute  ligne  perpen- 
diculaire à  l'une  des  parallèles  est  perpendiculaire  à 
l'autre. 

Corollaire  II.  Puisque  la  somme  AGO  +  GOC  est 
égale  à  deux  angles  droits,  et  que  la  somme  GOD-f- 
GOC  est  aussi  égale  à  deux  angles  droits;  si  on  re- 
tranche de  part  et  d'autre  GOC,  on  aura  l'angle  AGO 
*i.r.  5.  =GOD.  D'ailleurs  AGO  =  BGE,  et  GOD:=COF*; 
donc  les  quatre  angles  aigus  AGO,  BGE,  GOD,  COF, 
sont  égaux  entre  eux;  il  en  est  de  même  des  quatre 
angles  obtus  AGE,  BGO,  GOC,  DGF.  On  peu\  ob- 
server de  plus  qu'en  ajoutant  l'un  des  quatre  angles 
aigus  à  l'un  des  quatre  obtus ,  la  somme  sera  toujours 
éijale  à  deux  anHes  droits. 

Scholie.  Les  angles  dont  on  vient  de  parler,  com- 
parés CiQivsi  à  deux,  prennent  différents  noms.  Nous 
avons  déjà  appelé  les  angles  AGO,  GOC  ^  intérieurs 
dhui  même  côte;  les  angles  BGO,  GOD  ,  ont  le  même 
nom  ;  les  angles  AGO  ,  GOD  ,  s'appellent  alternes- 
internes ,  ou  simplenjent  alternes -^  il  en  est  de  même 
des  angles  BGO  ,  GOC.  Enfin  on  appelle  internes- 
eocternes  les  angles  EGB  ,  GOD ,  ou  EGA ,  GOC ,  et 
alternes-externes  les  angles  EGB,  COF,  ou  AGE,  DOF. 
Cela  posé  on  peut  regarder  les  propositions  suivantes 
comme  étant  déjà  démontrées. 

I"  Les  angles  intérieurs  d'un  même  côté,  pris  en- 
semble, valent  deux  angles  droits. 

'i   Les  angles  alternes-internes  sont  égaux,  ainsi  que 
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les   angles  in  ternes -ex  ternes,  et  les    angles  alternes- 
externes. 

Réciproquement  si  dans  ce  second  cas,  deux  angles 
de  même  nom  sont  égaux ,  on  peut  conclure  que  les 
lignes  auxquelles  ils  se  rapportent  sont  parallèles. 
Soit,  par  exemple,  l'angle  AGOr:=GOD;  puisque  GOC 
4-  GOD  est  égal  à  deux  droits ,  on  aura  aussi  AGO 
-r-  GOC  égal  à  deux  droits,  donc*  les  lignes  AG,  CO,  *()r.  2a. 
«ont  parallèles. 

PROPOSITIOiN    XXV. 

THÉon  Èm  E. 

Deux  lignes  AB  ,  CD ,  parallèles  à  une  troi-     f-g-  h)- 
sièmeYJ^  ^  sont  parallèles  entre  elles. 

Menez    la    sécante    PQR    perpendiculaire    à    EF. 
Puisque  AB  est  parallèle  à  EF  ,  la  sécante  PR  sera 
perpendiculaire  à  AB*;  de  même  puisque  CD  est  pa-  *cor.  i. 
rallèle  à  EF,  la  sécante  PR  sera  perpendiculaire  à    ^^'  ^'^' 
CD,  Donc  AB  et  CD  sont  perpendiculaires  à  la  même 
droite  PQ;  donc  elles  sont  parallèles*.  *l)r. 21. 

PROPOSITION    XXVI. 

THÉORÈME. 

Deux  parallèles  sont  partout  également  dis- 
tantes. 

Etant  données  les  deux  parallèles  AB ,  CD,  si  par   fig  40. 
deux  points  pris  à  volonté,  on  élève  sur  AB  les  deux 
perpendiculaires  EG,  Fil,  les  droites  EG,  FH,  seront 
en  même  temps  perpendiculaires  à  CD  *  ;  je  dis  de  plus   *pr  2/,. 
que  ces  droites  seront  égales  entre  elles. 

Car  en  tirant  GF,  les  angles  GFE,  FGH,  considéréa 
par  rapport  aux  parallèles   AB  ,   CD,   seront   égaux 
comme    alternes  -  internes  *  ;  de   même    puisque    les     ♦  s,.|,. 
droites  EG  ,  FH ,  sont  perpendiculaires  à  une  même    f""-  ^^ 
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droite  AB  ,  et  par  conséquent  parallèles  entre  elles, 
les  ani^les  EGF  ,  Ci' H,  considérés  par  rapport  aux 
parallèles  GE  ,  FH ,  seront  égaux  comme  alternes- 
internes.  Donc  les  deux  triangles  EFG ,  FGH  ,  ont  un 
côté  commun  i'G  adjacent  à  deux  angles  égaux , 
chacun  à  chacun  ;  donc  ces  deux  triangles  sont 
pr.7.  égaux*;  donc  le  côté  EG  qui  mesure  la  distance  des 
parallèles  AB  ,  CD  ,  au  point  E  ,  est  égal  au  côté  FH , 
qui  mesure  la  distance  de  ces  mêmes  parallèles  au 
point  F. 

PROPOSITION    XXVII. 


T  H  KO  RE  ME. 


%•  4i.  Si  deux  angles  BAC,  DEF  ,  ont  les  côtés  pa- 
rallèles ,  chacun  à  chacun  ,  et  dirigés  dans  It 
même  sens,  ces  deux  angles  seront  égaux. 

Prolongez,  s'il  est  nécessaire,  DE  jusqu'à  la  ren- 
contre de  AC  en  G  ;  l'angle  DEF  est  égal  à   DGC  , 

*j.r. 24.  parce  que  EF  est  parallèle  à  GC*  ;  Tangle  DGC  est 
égal  à  BAC ,  parce  que  DG  est  parallèle  à  AB  ;  donc 
l'angle  DEF  est  égal  à  BAC. 

Scholie.  On  met  dans  cette  proposition  la  restriction 
que  le  côté  EF  soit  dirigé  dans  le  même  sens  que  AC 
etED  dans  le  même  sens  que  AB;  la  raison  en  est  que 
si  on  prolonge  FE  vers  H,  l'angle  DEil  aurait  ses 
côtés  parallèles  à  ceux  de  l'angle  BAC,  mais  ne 
lui  serait  pas  égal.  Dans  ce  cas  ,  l'angle  QK  et 
l'angle  BAC  feraient  ensemble  deux  anijles  droits. 

PROPOSITION    XX  VI 11. 

T  II  E  o  11  È  M  K . 

Les  calés  opposés  d'un  parallélogranune  sont 
égaux ,  ainsL  que  les  angles  (qyposes. 

/.     ,,  Tiie/  la   diagonale   BU,  les    deux    trian^^ies  ADi>. 

iJg.  44.  ^  1  b  - 
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DBC  ,  ont  le  côté  commun  BD ;  de  plus,  à  cause  de^ 
parallèles  AD,  BG,  l'angle  ADB=DBC*,  et  à  cause  «pi.  j.,. 
des  parallèles  AB  ,  CD  ,  l'angle  ABDr=:BDG;  donc 
les  deux  triangles  ADB ,  DBG,  sont  égaux*;  donc  le  •  pr.  7. 
côté  AB  opposé  à  l'angle  ADB  est  égal  au  côté  DC 
opposé  à  l'angle  égal  DBG  ,  et  pareillement  le  troi- 
sième côté  AD  est  égal  au  troisième  BG  ;  donc  les 
côtés  opposés  d'un  parallélogramme  sont  égaux. 

En  second  lieu ,  de  l'égalité  des  mêmes  triangles  il 
s'ensuit  que  l'angle  A  est  égal  à  l'angle  G,  et  aussi  que 
l'angle  ADG,  composé  des  deux  angles  ADB,  BDG, 
est  égal  à  l'angle  ABG ,  composé  des  deux  angles 
DBG,  ABD,  donc  les  angles  opposés  d  un  parallélo- 
gramme sont  égaux. 

Corollaire.  Donc  deux  parallèles  AB ,  GD  ,  com- 
prises entre  deux  autres  parallèles  AD,  BG ,  sont 
égale?. 

P  lî  O  P  O  S  ITI  O  N     X  X  I  \. 

T  n  ÉO  RiÎME. 

Si  dans  un  quadrilatère  ABCi)  les  côtés  op-    (11^.44. 
posés  sont  égaux  y  en  sorte  qu'on  ait  AB  =  CD, 
et  AD:=BC,  les  côtés  égaux  seront  parallèles ,  et 
la  figure  sera  un  parallélogramme . 

Gar,  en  tirant  la  diagonale  BD  ,  les  deux  triangles 
ABD ,  BDG  ,  auront  les  trois  côtés  égaux  chacun  à 
chacun;  donc  ils  seront  égaux;  donc  l'angle  ADB  op- 
posé au  côté  AB ,  est  égal  à  Tangîe  DBG  opposé  au 
côté  GD  ;  donc*  le  côte  AD  est  parallèle  à  BG.  l'ar  *i"-. - 
une  semblable  roison,  AB  est  parallèle  à  CD;  donc  le 
quadrilatère  ABGD  est  un  parallélogramme. 
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PROPOSITION  XXX. 

THEOREME. 

4 

fig.  44.  S/  deux  cotes  opposés  ÂB,  CD,  <:/'«//  quadri- 
Idtcre  son/  égaux  et  parallèles ,  les  deux  autres 
côtés  seront  pareillement  égaux  et  parallèles ,  et 
la  figure  ABCD  sera  un  parallélogramme. 

Soit  tirée  la   diagonale   BD  ;   puisque    AB    est   pa- 
rallèle  à  CD,    les    angles    alternes  ABD ,  BDC,  sont 

*pr. 2/,.  égaux*  :  d'ailleurs  le  côté  AB:rr;DC,  le  côté  DB  est 
commun;  donc   le  triangle  ABD  est  égal  au    triangle 

*  pr.  (•'.  DBC  " ;  doue  le  côté  AD  =  BG ,  l'angle  ADB  =  DBG , 
et  par  conséquent  AD  est  parallèle  à  BC  ;  donc  la 
figure  ABGD  est  un  parallélogramme. 

PROPOSITION  XXXI. 

THÉORÈME. 

fig.  45.  Les  deux  diagonales  AC ,  13B,  d'un  parallé- 
logramme se  coupent  nuitucllement  en  deux 
parties  égales. 

Car,   en    comparant    le   triangle   ADO   au    triangle 

GOB,   on  trouve   le  côté    AD— GB,    l'angle   ADO= 

*pr.  24.   GBO^j  et  l'angle   DAO^OCB,   donc  ces  deux  trian- 

*pr.  27.   gles  sont  égaux  *;  donc  AO ,    côlé  opposé    à    l'angle 

ADO ,  est  égal  à  OG ,  côté  opposé  à  l'angle  OBG  ;  donc 

aussi  DO=iOB. 

Scholie.  Dans  le  cas  du  losange,  les  côtés  AB ,  BC, 
étant  égaux,  les  triangles  AOB,  OBG,  ont  les  trois 
côtés  égaux  chacun  à  chacun  ,  et  sqftt  par  conséquent 
égaux;  d'où  il  suit  que  l'angle  AOB=:rBOG,  et  qu'ainsi 
les  deux  diagonales  d'un  losange  se.  coupent  mutuelle- 
nienl  à  angles  droits. 
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LE  CERCLE  ET  LA  MESURE  DES  ANGLES. 

DÉFINITIONS. 

L  J^  A  circonférence  du  cercle  est  une  ligne  courbe,  fig.  46. 
dont  tous  les  points  sont  également  distants  d'un  point 
intérieur  qu'on  appelle  centre. 

Le  cercle  est  l'espace  tciniiné  par  cette  ligne  courbe. 

A^.  B.  Quel({uefois  clans  le  discours  on  confond  le  cercle  avec  sa 
circonférence;  mais  il  sera  toujours  facile  de  rétablir  l'exactitude 
des  expressions  ,  en  se  souvenant  que  le  cercle  est  une  surface  qui 
a  longueur  et  largeur  ,  tandis  que  la  circonférence  n'est  qu'une 
ligne. 

IL  Toute  ligne  droite  C]A,  CE,  CD,  etc.,  menée 
du  centre  à  la  circonférence  ,  s'appelle  rayon  ou  dend- 
diametre ;  toute  ligne,  comme  AB,  qui  passe  par  le 
centre,  et  qui  est  terminée  de  part  et  d'autre  à  la  cir- 
conférence, s'appelle  diamètre. 

En  vertu  de  la  définition  du  cercle,  tous  les  rayons 
sont  égaux;  tous  les  diamètres  sont  égaux  aussi,  et 
doubles  du  rayon. 

111.  On  appelle  arc  une  portion  de  circonférence 
telle  que  FHG. 

La  corde  ou  sous-tendante  de  l'arc  est  la  ligne  droite 
FG  qui  joint  ses  deux  extrémités. 

[V.  Segment  est  la  surface  ou  portion  de  cercle 
comprise  entre  l'arc  et  la  corde. 

N.  B.  A  la  même  corde  FG  répondent  toujours  deux  arcs  FHG, 
FEG,  et  par  conséquent  aussi  deux  segments;  mais  c'est  toujours 
le  plus  petit  dont  on  entend  parler,  à  moins  qu'on  n'exprime 
ïe  contraire. 
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V.  Secteur  est  la  partie  du  cercle  coit! prise  entre 
un  arc  DE  et  les  dexvx  rayons  CD,  CE,  menés  aux 
extrémités  de  cet  arc. 
<ig.  «7.  VI.  On  appelle  ligfie  inscrite  dans  le  cercle ,  celle 
dont  les  extrémités  sont  à  la  circonférence,  comme 
AB; 

Angle  inscrit  ^  un  angle  tel  que  BAC  ,  dont  le  som- 
met est  à  la  circonférence,  et  qui  est  formé  par  deux 
cordes  ; 

Triangle  inscrit,  un  triangle  tel  que  BAC,  dont  les 
trois  angles  ont  leurs  sommets  à  la  circonférence  5 

Et  en  général  figure  inscrite  ,  celle   dont  tous  les 

angles  dht  leurs  sommets  à  la  circonférence:  en  même 

temps  on  dit  que  le  cercle  est  circonscrit  à  cette  figine. 

fig.  48.        VII.  On  appelle  sécante  une  ligne  qui  rencontre  la 

circonférence  en  deux  points  :  telle  est  AB. 

VIII.  Tangente  est  U!ie  ligne  (jui  n'a  qu'un  point 
de  commun  avec  la  circonférence  :  telle  est  CD. 

Le  point  commun  M  s'appelle /;o/«^rî?e  contact. 

IX.  Pareillement  deux  ciiconférences  sont  tan- 
gentes V  wwçi  à  l'autre,  lorsqu'elles  n'ont  qu'un  point 
de  commun. 

fig.  160.  X.  Un  polygone  est  circonscrit  a  un  cercle ,  lorsque 
tous  ses  côtés  sont  des  tangentes  à  la  circonférencej 
dans  le  même  cas  on  dit  ([ue  le  cercle  est  inscrit  dan? 
le  polygone. 

PROPOSITION    PREMIÈRE. 

THÉO  H  È  M  E. 

fig  j>4.        'fout  diaiuctrc  AIî  dis'ise  le  cercle  et  sa  circon- 
j  ère  lice  en  deux  parties  égales. 

Car  si  on  applique  la  figure  AEB  sur  Ai''B  ,  eu 
conservant  lu  hase  comnunie  AB,  il  faudra  que  la 
li^ne  courue    AEJ')    tombe  exacUiiiicnl  sur   l»   liime 
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combe  AFB  ,  sans  quoi  ii  y  aurait  dans  l'une  ou  dans 
l'autre  des  points  inégalement  éloignés  du  centre,  ce 
qui  est  contre  la  définition  du  cercle. 

PROPOSITION    IL 

THÉORÈME. 

Toute  corde  est  plus  petite  que  le  diamètre. 

Car  si  aux  extrémités  de  la  corde  AD  on  mène  les   tig.  'i,,. 
rayons  AG,  CD,  on  aura  la  ligne  droite  AD  <  AG  -h 
GD,ouAD<  AB. 

Corollaire.  Donc  la  plus  lande  ligne  droite  qu'on 
puisse  inscrire  dans  un  cerc  !e  est  égale  à  sou  diaiuètre. 

PllO POSITION    III. 

THÉORÈME. 

Une  li^ne  droite  ne  f)eut  rencontrer  une  cir- 
conférence en  plus  de  deux  points. 

Gar  si  elle  la  rencontrait  en  trois,  ces  trois  points 
seraient  également  distants  du  centre  j  il  y  aurait  donc 
trois  droites  égales  menées  d'un  même  point  sur  une 
même  li^ne  droite,  ce  qui  est  imnossil>ie  *.  *pr.  i6, 

PROPOSITION    IV. 

THÉORÈME. 

Dans  un  uièine  cercle  ou  dans  des  cercles 
égaux,  les  arcs  égaux  sont  sous-tendus  par  des 
cordes  égales ,  et  réciproquement  les  cordes 
égales  sous-tendent  des  arcs  égaux. 

Le  rayon  AG  étant  égal  au  rayon  EO  ,  et  l'arc  AMD  *>«•  >" 
«•gai  à  l'arc  ENG  ,  je  dis  que  la  corde  AD  sera  égale  à 
ta  corde  KG. 

3. 
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Car  ie  diamètre  AB  étant  égal  au  diamètre  EF ,  le 
demi-cercle  AMDB  pourra  s  appliquer  exactement  sur 
le  demi-cercle  ENGF  ,  et  la  ligue  courbe  AMDB  coïn- 
cidera entièrement  avec  la  ligne  courbe  ENGF.  Mais 
on  suppose  la  portion  AMD  égale  à  la  portion  EN(i  ; 
donc  le  point  D  tombera  sur  le  point  G ,-  donc  la  corde 
AD  est  écrale  à  la  corde  EG. 

Réciproquement,  en  supposant  toujours  le  rayon 
AC=EO ,  si  la  corde  AD=:EG ,  je  dis  que  l'arc  AMD 
sera  é^al  ^  l'arc  ENG. 

Car  en  tirant  les  rayons  CD,  OG  ,  les  deux  trian- 
gles ACD  ,  EOG  ,  auront  les  trois  côtés  égaux  chacun 
à  chacun,  savoir,  AG  =  EO  ,  CD==OG  ,  et  ADrrr 
*n,  7.  EG  ;  donc  ces  triangles  sont  égaux*;  donc  Tangle 
ACDnirEOG.  Mais  en  posant  le  demi-cercle  ADB  sur 
son  égal  EGF ,  puisque  l'angle  ACD  =  EOG,  il  est 
clair  que  le  rayon  CD  tombera  sur  le  rayon  OG  ,  et 
le  point  D  sur  le  point  G;  donc  l'arc  A31D  est  égal  à 
arc  ENG. 

PROPOSITION   V. 

THÉORÈME. 

Dans  le  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux ^ 
un  plus  grand  arc  est  sous  -  tendu  par  une  plus 
grande  corde,  et  réciproquement ,  si  toutefois  les 
arcs  dont  il  s'agit  sont  moindres  qu'une  demi- 
circonjcrence . 

6g.  >o.  Car  soit  l'arc  AH  plus  grand  que  AD,  et  soient 
menées  les  cordes  AD ,  AH  ,  et  les  rayons  CD  CH  : 
les  deux  côtés  AC,  CH,  du  triangle  ACH  sont  égaux 
aux  deux  côtés  AC,  CD  ,  du  triangle  ACD  :  l'angle 

"ïo,  I.  ACH  est  plus  grand  que  ACD;  donc  *  le  troisième 
côté  AH  est  plus  grand  que  le  troisième  AD  ;  donc 
la  corde  qui  50us-tcnd  le  plus  grand  arc  est  la  plus 
grande. 
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Réciproquement,  si  la  corde  AH  est  supposée  plus 

erande  que   AD  ,   on  conclura  des  mêmes  triangles 

que  l'angle  AGH  est  plus  grand  que  ACD,  et  qu'ainsi 

l'arc  AH  est  plus  grand  que  AD. 

Scholie.  Nous  supposons  que  les  arcs  dont  il  s'agit 
sont  plus  petits  que  la  demi  -  circonférence.  S'ils 
étaient  plus  grands,  la  propriété  contraire  aurait  lieu; 
l'arc  augmentant,  la  corde  diminuerait,  et  récipro- 
quement :  ainsi  l'arc  AKBD  étant  plus  grand  que 
AKBH  ,  la  corde  AD  du  premier  est  plus  petite  que 
la  corde  AH  du  second. 

PROPOSITION   VI. 

THÉORÈME. 

Le  rayon  CG,  perpendiculaire  à  une  corde  fij^.  5r. 
AR,  divise  cette  corde  et  Tare  sous-tendu  AGB, 
chacun  en  deux  parties  égales. 

Menez  les  rayons  CA,  CB;   ces  rayons  sont,    par 
rapport  à  la  perpendiculaire  CD ,  deux  obliques  égales  ; 
donc  ils  s'écartent  également  de  la  perpendiculaire**   *  16,  i. 
donc  AD=DB. 

En  second  lieu ,  puisque  AD=:DB ,  CG  est  une  per- 
pendiculaire élevée  sur  le  milieu  de  AB  donc  *  tout  *  17,  t. 
point  de  cette  perpendiculaire  doit  être  également 
distant  des  deux  extrémités  A  et  B.  Le  point  G  est  un 
de  ces  points  ;  donc  la  distance  AG::=BG.  Mais  si  la 
corde  AG  est  égale  à  la  corde  GB,  l'arc  AG  sera  égal 
à  l'arc  GB*;  donc  le  rayon  CG  ,  perpendiculaire  à  la  *  pr.  4. 
corde  AB,  divise  l'arc  sous -tendu  par  cette  corde  en 
deux  parties  égales  au  point  G. 

Scholie.  Le  centre  C,  le  milieu  D  de  la  corde  AB, 
et  le  milieu  G  de  l'arc  sous- tendu  par  cette  corde, 
sont  trois  points  situés  sur  une  même  ligne  perpen- 
diculaire à  la  corde.   Or  il  suffit  de  deux  points  pour 


38  GÉOMÉTRIE. 

f^éteiiiiinei  la  position  d'une  lii>ne  droite;  donc  touît 
ligne  droite  qui  passe  par  deux  des  points  mention- 
nes, passera  nécessairement  par  le  troisième,  et  sera 
perpendiculaire  à  la  corde. 

Il  s'ensuit  aussi  que  la  perpendiculaire  élevée  sur 
le  milieu  d'une  corde  passe  par  le  centre  et  par  le 
milieu  de  l'arc  sous-tendu  par  cette  corde. 

Car  cette  perpendiculaire  n  est  autre  que  celle  qui 
serait  abaissée  du  centre  sur  la  même  corde  ,  puis- 
<|u'ciles  passent  toutes  C\e\\.x  par  le  milieu  de  ia  corde. 

PROPOSITION    V[l. 

T  U  É  O  R  K  rd  E. 

fig. 5a.  l'ar  trois  points  donnés,  A,  IJ,  C,  non  en 
ligne  droite,  on  peut  toujours  faire  passer  une 
circonférence ,  mais  on  n'en  peut  faire  passer 
qu'une. 

Joignez  AB,  13C,  et  divisez  ces  deux  droites  en  deux 
parties  égales  par  les  perpendiculaires  DE,  FG;  je  dis 
d'abord  que  ces  perpendiculaires  se  rencontreront  en 
un  point  O. 

Car  les  lignes  DE,  FG  ,  se  couperont  nécessai- 
rement si  elles  ne  sont  pas  parallèles.  Or  supposons 
qu'elles  fussent  parallèles,-  la  ligne  AB,  perpendicu- 
'24,1.  iaire  à  DE,  serait  perpendiculaire  à  P'G*,  et  l'angle 
K  serait  droit;  mais  BK,  prolongement  de  BD,  est 
('ifférente  de  13F,  puisque  les  trois  points  A,  B,  G, 
ne  sont  pas  en  ligne  droite;  donc  il  y  aurait  deux 
perpendiculaires  BF  ,  BK  ,  abaissée*»  d'un  mêmepoinj 
i5, 1.  sur  la  même  ligne,  pe  qui  est  impossible*;  donc  les 
perpendiculaires  DE,  FG,  se  couperont  toujours  en 
un  point  O. 

Maintenant  le  point  0,  comme  appartenant  à  ia 
perpendiculaire  DE,  est  à  égale  distance  des  deux 
*i7>  I-    points  A  et  B*;  le  même  point  O,  connne  jppartenan 
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à  la  perpendiculaire  FG,  est  à  égale  distance  des 
deux  points  B,  C;  donc  les  trois  distances  OA,  OB, 
OC,  sont  égales;  donc  la  circonférence  décrite  du 
centre  O  et  du  rayon  OC  passera  par  les  trois  points 
donnés  A,  B,  G. 

Il  est  prouvé  par-là  qu'on  peut  toujours  faire  passer 
une  circonférence  par  trois  points  donnés ,  non  en 
ligne  droite;  je  dis  de  plus  qu'on  n'en  peut  faire  pas- 
ser qu'une. 

Car  s'il  y  av;iit  une  seconde  cii'conférence  qid  pas-  ^ 
sàt  par  les  trois  points  donnés  A,  B,  G,  son  centre 
ne  pourrait  être  hors  de  la  ligne  DE*,  puisqu'alors  il  *»7>i. 
serait  inégalement  éloigné  de  A  et  de  B;  il  ne  pour- 
rait être  non  plus  hors  de  la  ligne  FG  par  une  raison 
semblahle  ;  donc  il  serait  à-la-fois  sur  les  deux  lignes 
DE,  FG.  Or  deux  lignes  droites  ne  peuvent  se  couper 
en  plus  d'un  point  ;  donc  il  n'y  a  qu'une  circonférence 
qui  puisse  passer  par  trois  points  donnés. 

Corollaire.  Deux  circonférences  ne  peuvent  se 
rencontrer  en  plus  de  deux  points;  car  si  elles 
avaient  trois  points  communs,  elles  auraient  le  même 
centie^pct  ne  feraient  qu'une  seule  et  même  circon- 
férence. 

PROPOSITION    VIII. 

T  H  É  o  R  £  IVI  B. 

Deux  cordes  égales  sont  également  éloignées 
du  centre;  et  de  deux  cordes  inégales.,  la  plus 
petite  est  la  plus  éloignée  du  centre. 

v  Soit  la  corde  AB=:DE  ;  divisez  ces  cordes   en    fig.  â3> 
deux  également  par  les  perpendiculaires  CF,  GG,  et 
tirez  les  rayons  GA,  GD. 

Les  triangles  rectangles  GAF,  DGG,  ont  les  hy- 
poténuses   CA ,  GD,    égales;     de   plus    le   côté    AI*' 
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moitié  de  AB,  est  égal  au  côté  DG,  moitié  de  DE,' 

*  i8,  I.  donc  ces  triangles  sont  égaux*,  et  le  troisième  côté 

CP'  est  égal  au  troisième  CG;  donc,  i°  les  deux 
cordes  égales  AB,  DE,  sont  également  éloignées  du 
centre. 

2°  Soit  la  corde  AH   plus   grande  que  DE,    l'arc 

*  pr.  S.  AKH  sera  plus  grand   que   l'arc    DME  *  :    sur   l'arc 

AKH  prenez  la  partie  ANB^rDME,  tirez  la  corde 
AB,  et  abaissez  CF,  perpendiculaire  sur  cette  corde, 
et  CI,   perpendiculaire  sur  AH;  il  est  clair  que  GF 

*  i6,  I.  est  plus  grand  que  GO,  et  GO  plus  grand  que  GI*; 

donc  à  plus  forte  raison  CF>GI.  Mais  GF.rr:GG, 
puisque  les  cordes  AB,  DE,  sont  égales;  donc  on  a 
CG>GI;  donc  de  deux  cordes  inégales  la  plus  petite 
est  la  plus  éloignée  du  centre. 

PROPOSITION    IX. 

1  II  É  O  R  Ê  M  E. 

g^  5  La  perpendiculaire  BD,  menée  à  l'extrémité 
du  rayon  CA ,  est  une  tangente  à  la  circonfé- 
rence. 

Car  toute  oblique  GE  est  plus  longue  que  la  per- 

*i6,  X.  pendiculaire  CA*;  donc  le  point  E  est  hors  du  cercle; 
donc  la  ligne  BD  n'a  que  le  point  A  commun  avec  la 

*  déf.  8.  circonférence;  donc  BD  est  une  tangente*. 

Scholie.  On  ne  peut  mener  par  un  point  donné  A 
qu'une  seule  tangente  AD  à  la  circonférence  ;  car  si 
on  en  pouvait  mener  une  autre,  celle-ci  ne  serait  plus 
perpeiidiculaiie  au  rayon  CA  ;  donc,  par  rapporta 
cette  nouvelle  tangente ,  le  rayon  CA  serait  une  oblique, 
et  la  perpendiculaire,  abaissée  du  centre  sur  cette 
tangente,  serait  plus  courte  que  CA;  donc  cette  pré- 
tendue tangente  entrerait  dans  le  cercle,  et  serait  une 
sécante. 
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PROPOSITION   X. 

THEOREME. 

Deux  parallèles  kV» ,  DE,  interceptent  sur  la  fig.  s»). 
circonférence  des  arcs  égaux  MN,  PQ. 

Il  peut  arriver  trois  cas. 

1°  Si  les  deux  parallèles  sont  sécantes,  menez  le 
rayon  CH  perpendiculaire  à  la  corde  MP,  il  sera  en 
même  temps  perpendiculaire  à  sa  parallèle  NQ*;  donc  '  24,  t. 
le  point  H  sera  à-la-fois  le  milieu  de  l'arc  MHP  et 
celui  de  l'arc  NHQ*;  on  aura  donc  l'arc  MHr=:HP  *^- 
et  l'arc  NHr=HQ:  de  là  résulte  MH— NH==HP 
— HQ,  c'est-à-dire  MN=PQ. 

2°  Si  des  deux  parallèles  AB,  DE,  l'une  est  se-  fig,  56. 
cante,  l'autre  tangente;  au  point  de  contact  H  menez 
le  rayon  CH  ;  ce  rayon  sera  perpendiculaire  à  la  tan- 
gente DE*,  et  aussi  à  sa  parallèle  MP.  Mais  puisque  *  9« 
CH  est  perpendiculaire  à  la  corde  MP,  le  point  H  est 
le  milieu  de  l'arc  MHP;  donc  les  arcs  MH,  HP,  com- 
pris entre  les  parallèles  AB,  DE,  sont  égaux. 

3°  Enfin  si  les  deux  parallèles  DE,  IL,  sont  tan- 
gentes, l'une  en  H,  l'autre  en  K,  menez  la  sécante 
parallèle  AB,  vous  aurez,  par  ce  qui  vient  d'être  dé- 
montré, MH=rHP  et  MKrrzKP;  donc  Taie  entier 
HMK=HPK  ,  et  de  plus  on  voit  que  chacun  de  ces 
arcs  est  une  demi -circonférence. 

PROPOSITION   XI. 

THÉORÈME. 

Si  deux  circonférences  se  coupent  en  deux 
points  y  la  ligne  qui  passe  par  leurs  centres  sera 
perpendiculaire  à  la  corde  qui  joint  les  points 
d'intersection ,  et  la  divisera  en  deux  parties 
égales. 
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Car  la  ligne  AB,  (jui  joint  les  points  d'intersection 
fig.  37  es^  iine  corde  commune  aux  deux  cercles.  Or,  si  sur  le 
îiîilieu  de  cette  corde  on  élevé  une  perpendiculaire, 
*  6-  elle  doit  passer  par  chacun  des  deux  centres  G  et  D*. 
]\îais  par  deux  points  donnés  on  ne  peut  mener  qu'une 
seule  li(:[ne  droite;  donc'la  ligne  droite,  qui  passe  par 
les  centres,  sera  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la 
corde  comnuine. 

PROPOSITION    Xll. 

THÉORÈME. 

Si  la  distance  des  deux  centres  est  plus  courte 
que  la  somme  des  rayons,  et  si  en  même  temps 
le  plus  grand  rayon  est  moindre  que  la  somme 
du  plus  petit  et  de  la  distance  des  centres,  les 
deux  cercles  se  couperont. 
^^'^"^  Car  pour  quil  y  ait  lieu  à  intersection,  il  faut  que 
le  triangle  CAD  soit  possible:  il  faut  donc  non  seu- 
lement que  CD  soit  <AG4-AD,  mais  aussi  que  le 
plus  grand  rayon  AD  soit  <AGh-CD.  Or,  toutes  les 
t'ois  que  le  triangle  CAD  pourra  être  construit,  il  est 
clair  que  les  circonférences  décrites  des  centres  C  et 
1),  se  couperont  en  A  et  B. 

PROPOSITION    Xili. 

T  U  É  O  II  È  M  E. 

Si  la  distance  CD  des  centres  de  deux  cercle^, 
est  égale  à  la  somme  de  leurs  rayons  CA  ,  AD  , 
ces  deux  cercles  se  toucheront  extérieurement. 

1!  est  clair  qu'ils  auront  le  point  A  comnuinj  mais 
ils  n'auront  que  ce  point;  car,  pour  qu'ils  eussent  deux 
points  communs,  il  faudrait  que  la  distance  des  centres 
tilt  plus  petite  que  la  somme  des  rayons. 


fig.  58 
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PUOPOSlTIOiN    XIV. 


rUli  O  RUME. 


^V  /a  distance  CD  des  centres  de  deux  cercles 
est  égale  à  la  diffèrence^de  leurs  rayons  C  A ,  AD^ 
ces  deux  cercles  se  toucheront  intérieurement . 

D'abord  il  est  clair  qu'ils  ont  le  point  A  commun: 
ils  n'en  peuvent  avoir  d autre  j  car  pour  cela  il  fau- 
tlrait  que  le  plus  grand  rayon  AD  fût  plus  petit  que  la 
somme  faite  du  rayon  AG  et  de  la  distance  à^?.  centres 
(^n*,  ce  qui  n'a  pas  lieu.  •  ,3. 

Corollaire.  Donc,  si  deux  cercles  se  touchent ,  soit 
intérieurement,  soit  extérieurement,  les  centres  et  le 
point  de  contact  sont  sur  la  même  ligne  droite. 

Scholie.  Tous  les  cercles  qui  ont  leurs  centres  sur  fig.  59 
la  droite  CD,  et  qui  passent  par  le  point  A,  sont  tan-     *    **' 
{j'ci:ts  les  uns  aux  autres  j  ils  n'ont  entre  eux  que  le 
seul  point  A  de  commun.  Et  si  par  le  point  A  on  mène 
AE  perpendiculaire  à  CD,  la  droite  AE  sera  une  tan- 
gente commune  à  tous  ces  cercles. 

PROPOSITION   XV. 

THÉORÈME. 

Dans  le  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux ,   g...  «,. 
les  angles  égaux  ACP, ,  DCE,  dont  le  sommet  est 
au  centre ,  interceptent  sur  la  circonférence  des 
arcs  égaux  AB,  DE.    . 

Réciproquement  y  si  les  arcs  AU,  DE,  sont 
égaux,  les  angles  ACB,  DCE,  se/ont  aussi  égaux. 

Car,  i"  si  l'angle  ACB  est  égal  à  langle  DCE,  ces 
deux  angles  pourront  se  placer  fuii  sur  l'autre;  et 
comme  leurs  côtés  sont  égaux,  il  est  clair  que  le 
point  A  tombera  en  0,  et  le  point  B  en  E.  Mais  alors 
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l'arc  A.B  doit  aussi  tomber  sur  l'arc  DE  ;  car  si  les 
deux  arcs  n'étaient  pas  confondus  en  un  seul ,  il  y 
aurait  dans  l'un  ou  dans  l'autre  des  points  inégale- 
ment  éloignés  du  centre,  ce  qui  est  impossible;  donc 
l'arc  AB=:DE. 

2°  Si  on  suppose  AB,:r=DE,  je  dis  que  l'angle 
ACB  sera  égal  à  DCE;  car  si  ces  angles  ne  sont  pas 
égaux,  soit  ACB  le  plus  grand,  et  soit  pris  ACI= 
DCE;  on  aura,  par  ce  qui  vient  d'être  démontré,  AI 
r=DE  :  mais,  par  hypothèse,  l'arc  AB=DE;  donc 
on  aurait  AI=AB,  ou  la  partie  égale  au  tout ,  ce  qui 
est  impossible;  donc  l'angle  ACB^=DGE. 

PROPOSITION  XVI. 

THÉORÈME. 

62.  Dans  le  même  cerele  ou  dans  des  cercles  égaux, 
si  deux  angles  au  centre  ACB,  DCE,  sont  entre 
eux  comme  deux  nombres  entiers,  les  arcs  inter- 
ceptés AB ,  DE ,  seront  entre  eux  comme  les 
mêmes  nombres,  et  on  aura  cette  proportion- 
Ande  ACBiançle  DCE:  :arc  AB:arc  DE. 

Supposons,  par  exemple,  que  les  angles  ACB, 
DCE,  soient  entre  eux  comme  7  esta  4;  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  supposons  que  l'angle  M,  qui  ser- 
vira de  commune  mesure,  soit  contenu  sept  fois  dans 
l'angle  ACB,  et  quatre  dans  l'angle  DCE.  Les  angles 
partiels  ACw,  mCn,  nCp,  etc.  DCx,  xC)",  eto 
étant   égaux   entre   eux,  les   arcs  partiels  A /w,  mn, 

i5.  np,  etc.,  D^,  xj-,  etc.,  seront  aussi  égaux  entre  eux*; 
donc  l'arc  entier  AB  sera  à  l'arc  entier  DE  comme 
y  est  à  4*  Or  il  est  évident  que  le  même  raisonne- 
ment aurait  toujours  lieu,  quand  à  la  place  de  7  et  4 
on  aurait  d'auters  nombres  quelconques;  donc,  si  le 
rapport  des    angles   ACB,    DCE,   pcnit   être  exprimé 
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fn   nombres  entiers,  les  arcs   AB  ,  DE,  seront  entre 
eux  comme  les  angles  ACB  ,  DCE, 

Scholie.  Héciproquement ,  si  les  arcs  AB ,  DE , 
étaient  entre  eux  comme  deux  nombres  entiers,  les 
angles  ACB ,  DCE  ,  seraient  entre  eux  comme  le 
mêmes  nombres,  et  on  aurait  toujours  ACB:DCE 
::AB:DE;  car  les  arcs  partiels  A/zz,  mn^  etc.,  Dj:*, 
xf  ^  etc.,  étant  égaux,  les  angles  partiels  AC/n, 
mCn^  etc.,  DCr,  xCy^  etc. ,  sont  aussi  égaux. 

PROPOSITIOIN    XVîI. 

THÉORÈME. 

Quel  que  soit  le  rapport  des  deux  angles  ACB,    fig- 3* 
A  CD ,  ces  deux  angles  seront  toujours  entre  eux 
comme  les  arcs  AI>,  AD,  interceptés  entre  leurs 
côtés  et  décrits  de  leurs  sommets  comme  centres 
avec  des  rayons  égaux.  ' 

Supposons  le  plus  petit  angle  placé  dans  le  plus  grand: 
si  la  proposition  énoncée  n'a  pas  lieu,  l'angle  ACB  sera 
à  l'angle  ACD  comnie  l'arc  AB  est  à  un  arc  plus  grand 
ou  plus  petit  que  AD.  Supposons  cet  arc  plus  grand, 
et  représentons-le  par  AO  ,  nous  aurons  ainsi  : 

Angle  ACB: angle  ACD  ::  arc  AB:  arc  AO. 

Imaginons  maintenant  que  lare  AB  soit  divisé  en 
parties  égales  dont  chacune  soit  plus  petite  que  00, 
il  y  aura  au  moins  un  point  de  division  entre  D  et  O  : 
soit  I  ce  point,  et  joignons  Cl;  les  arcs  AB,  AI,  seiont 
entre  eux  comme  deux  nombres  entiers,  et  on  aura  en 
vertu  du  théorème  précédent  : 

Angle  ACB: angle  ACl  ::  arc  AB:arc  AI. 

llapprochant  ces  deux  proportions  l'une  de  l'autre 
et  observant  que  les  antécédents  sont  les  mêmes,  on 
en  conclura  que  les  conséquents  sont  proportionnels, 
et  qu'amsi 
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Angle  Ai:D:an-lo  AGI  ::  arc  AO:arc  Al. 
M:i'is  Tare  AO  est  plus  grand  que  l'arc  Al  :  il  fau- 
drait donc,  j^oiir  ({ue  la  proportion  subsistât,  f[u« 
Tanglu  AC.D  tïit  j'ius  grand  que  l'angle  AGI;  or  au 
contraire  il  est  plus  petit;  donc  il  est  impossible  que 
i  angle  ACI3  soit  à  1  angle  AGD  comme  l'arc  AP»  est  à 
un  arc  plus  grand  que  AD. 

On  démontrerait  par  un  raisonnement  entièrement 
senîblable  que  le  quatrième  terme  de  la  proportion 
ne  peut  être  plus  petit  que  AD  ;  donc  il  est  exactement 
AD;  donc  on  a  la  proportion  : 

Ande  AGB:  angle  AGD  ::  arc  AB:arc  AD. 
Corollaire.  Puisque  l'angle  au  centre  du  cercle  et 
l'arc  intercepté  entre  ses  côtés  ont  une  telle  liaison 
que  quand  l'un  augmente  ou  diminue  dans  un  rap- 
port quelconque ,  l'autre  augmente  ou  diminue  dans 
le  même  rapport  ,  on  est  en  droit  d'établir  l'une  de 
ces  grandeurs  pour  la  mesure  de  l'autre  :  ainsi  nous 
prendrons  désormais  l'arc  AB  pour  la  mesure  de 
l'angle  AGB.  Il  faut  seulement  observer,  dans  la  com- 
paraison des  angles  entre  eux,  que  les  arcs  qui  leur 
Servent  de  mesure  doivent  être  décrits  avec  des  rayons 
égaux;  car  c'est  ce  que  supposent  toutes  les  proposi- 
tions précédentes. 

Scholiii  1.  Il  paraît  plus  naturel  de  mesurer  une 
quantité  par  une  quantité  de  la  même  espèce,  et 
sur  ce  principe  il  conviendrait  de  rapporter  tous 
les  angles  à  l'angle  droit  :  ainsi  l'angle  droit  étant 
l'unité  de  mesure  ,  un  angle  aigu  serait  exprimé  par 
un  nombre  compris  entre  o  et  i  ,  et  un  angle  obtus 
par  un  nombre  entre  i  et  2.  Mais  cette  manière 
d'exprimer  les  angles  ne  serait  pas  la  plus  commode 
A'd.\\i>  l'usage  ;  on  a  trouvé  beaucoup  plus  simple  de 
les  mesurer  par  des  arcs  de  cercle,  à  cause  de  la  laci- 
lité  de  l'aire  des  arcs  égaux  à  des  arcs  donnés  ,  et  poui' 
beaiii.oup  d'autres  raisuii>..  .vu  reslc,  si  ja  mesure  dts 
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angles  par  ies  arcs  de  cercle  est  en  quelque  son 
indirecte  ,  il  n'en  est  pas  moins  facile  d'obtenir  par 
leur  moyen  la  mesure  directe  et  absolue;  cÂ'  si  vous 
comparez  Tare  qui  sert  de  mesure  à  un  angle  avec  le 
quart  de  la  circonférence  ,  vous  aurez  le  rapport  de 
Tangle  donné  à  l'angle  droit,  ce  qui  est  la  mesure 
absolue. 

Scholie  II.  Tout  ce  qvii  a  été  démontré  dans  les 
trois  propositions  précédentes  pour  la  comparaison 
des  angles  avec  les  arcs,  a  lieu  également  pour  la  com- 
paraison des  secteurs  avec  les  arcs  :  car  les  secteurs 
Sont  égaux  lorsque  les  angles  le  sont,  et  en  général  ils 
sont  proportionnels  aux  angles;  donc  deux  secteurs 
ACB  ,  AGD,  pris  dans  le  inème  cercle  ou  dans  des 
cercles  égaux  ,  sont  entre  eux  comme  les  arcs  AB  , 
AD  ,  bases  de  ces  mêmes  secteurs. 

On  voit  par-là  que  les  arcs  de  cercle  qui  servent 
dç  mesure  aux  angles  peuvent  aussi  servir  de  mesure 
aux  différents  secteurs  d'un  même  cercle  ou  de  cercles 
égaux. 

PHOPOSITION    XVHÎ. 

T  H  li  O  U  È  M  E. 

LUiiigle  inscrit  BAI)  a  pour  mesure  la  moitif    's;.'''.. 
de  Varc  lU)  compris  entre  ses  côtés. 

Supposons  d'abord  que  le  centre  du  cercle  soii 
situé  dans  l'angle  BAD,  on  mènera  le  diamètre  AK  f,,,  .v. 
et  les  rayons  Ci3  ,  CD.  L'angle  BCE  ,  extérieur  au 
triangle  ABC,  est  égal  à  la  somme  des  deux  intérieurs 
CAB,  Ai3C*  :  mais  le  triangle  BAC  étant  isoscèle ,  *i9»  i. 
l'angle  CAB— .ABC  ;  donc  l'angle  BCE  est  double 
de  BAC.  L'angle  lîCE  ,  comme  angle  au  centre,  a 
pour  mesure  l'i'.rc  BE  ;  donc  l'angle  BAC  aura  pour 
mesuit'   la  moitié  de  BE.  Par  une  raison  semblahi.'. 
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l'aiif^le  CAD  aiiia  potir  mesure  la  moitié  de  ED;  donc 
BAC-t-CAD  ou  BAD  aura  pour  mesure  la  moitié  de 
BE+ED  ou  la  moitié  de  BD. 

fig.  65,  Supposons  en  second  lieu  que  le  centre  G  soit  situé 
hors  de  l'angle  BAD  ,  alors  menant  le  diamètre  AE, 
l'angle  BAE  aura  pour  mesure  la  moitié  de  BE,  l'ange 
DAE  la  moitié  de  DE;  donc  leur  différence  BAD  aura 
pour  mesure  la  moitié  de  BE  moins  la  moitié  de  ED  , 
ou  la  moitié  de  BD. 

Donc  tout  angle  inscrit  a  pour  mesure  la  moitié  de 
l'arc  compris  entre  ses  côtés. 

fig.fi''.  Corollaire  I.  Tous  les  angles  BAC,  BDC,  etc. ,  ins- 
crits dans  le  même  segment  sont  égaux;  car  ils  ont 
pour  mesure  la  moitié  du  même  arc  BOC. 

fig.  67.  II.  Tout  angle  BAD  inscrit  dans  le  demi -cercle 
est  un  angle  droit  ;  car  il  a  pour  mesure  la  moitié 
de  la  demi-circonférence  BOD  ,  ou  le  quart  de  la 
circonférence. 

Pour  démontrer  la  même  chose^ d'une  autre  ma- 
nière ,  tirez  le  rayon  AG  ;  le  triangle  BAC  est  iso- 
scèle  ,  ainsi  l'angle  BAC  =:ABC;  le  triangle  CAD  est 
pareillement  isoscèle  ;  donc  l'angle  CADr=ADG; 
donc    BAC  +  CAD    ou    BAD  =  ABD  + ADB.    Mais 

si  les  deux  anf^les  B  et  D  du  trianole  ABD  valent  en- 

o  o 

semble  le  troisième  BAD,  les  trois  angles  du  triangle 
vaudiont  deux  lois  l'angle  BAD;  ils  valent  d'ailleurs 
deux  angles  droits  ;  donc  l'angle  BAD  est  un  angle 
droit, 
fig.  6fi,  ni.  Tout  angle  BAC  inscrit  dans  un  segment  plus 
grand  que  le  demi-cercle  ,  est  un  angle  aigu;  car  il  a 
pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  BOC  moindre  qu'une 
demi-circonférence. 

Et  tout  angle  BOC,  inscrit  dans  un  segment  plus 
petit  que  le  demi-cercle,  est  un  angle  obtus  ;  car  il  a 
pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  BAC  plus  graridc  qu  une 
demi-circonférence. 
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£V.  Les  angles  opposés  A  et  C  (l'un  quadrilatère  Cg  68. 
inscrit  ABCD,  valent  ensemble  deux  angles  droits; 
car  l'angle  BAD  a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  BCD; 
l'angle  BCD  a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  BAD, 
donc  les  deux  angles  BAD,  BCD,  pris  ensemble,  ont 
pour  mesure  la  moitié  de  la  circonférence  ;  donc  leur 
somme  équivaut  à  deux  angles  droits. 

PROPOSITION    XIX, 

THÉORÈME. 

L'angle  hkC  ^  foîmé par  une  tangente  et  une    %.  %. 
corde,  a  pour  mesure  la  nioitlé  de  /'arcAMûC 
compris  entre  ses  côtés. 

Au  point  de  contact  A  menez  le  diamètre  AD; 
l'angle  BAD  est  droit  *,  il  a  pour  mesure  la  moitié  de  *  9- 
la  demi-circonférence  AMD,  l'angle DAG  a  pour  me- 
sure la  moitié  de  DG;  donc  Bx\D  +  DAG  ou  BAG  a 
pour  mesure  la  moitié  de  AMD,  plus  la  moitié  de  DG, 
ou  la  moitié  de  l'arc  entier  AMDG. 

On  démontrerait  de  même  que  l'angle  GAE  a 
pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  AG  compris  entre  ses 
côtés. 


Problèmes  relatifs  aux  deux  premiers  livres. 

PROBLÊME     PREMIER. 

Diviser  la  droite  donnée  k^  en  deux  parties    fig.  70, 
égales. 

Des  points  A  et  B,  comme  centres,  avec  un  rayon 
plus  grand  que  la  moitié  de  AB,  décrivez  deux  arcs 
qui  se  coupent  en  D  ;  le  point  D  sera  également  éloi- 
gné des  points  A  et  B  :  marquez  de  môme  au-dessus 

4 


5o  C  H  O  M  É  T  R  I  li. 

oi!  au-dessous  de  la  ligne  AB  un  second  point  E  éga- 
lement éloigné  des  points  A  et  B,  par  les  deux  points 
D,  E,  tirez  la  ligne  DE;  je  dis  que  DE  coupera  la 
ligne  AB  en  deux  parties  égales  au  point  C.       * 

Car  les  deux  points  D  et  E  étant  chacun  également 
éloi'jnés  des  extrémités  A  et  B,  ils  doivent  se  trouver 
tous  deux  dans  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu 
de  AB.  Mais  par  deux  points  donnés  il  ne  peut  passer 
qu'une  seule  ligne  droite;  donc  la  ligne  DE  sera  cette 
perpendicidaire  elle-même  qui  coupe  la  ligne  AB  en 
lieux  parties  égales  au  point  C. 


PROBLEME     II. 


fig.  71.  J^ar  un  point  A  ,  donné  sur  la  ligne  BC^,  éle- 
ver une  perpendiculaire  à  cette  ligne. 

Prenez  les  points  B  et  C  à  égale  distance  de  A,  en- 
suite des,  points  B  el  G ,  comme  centres ,  et  d  un  rayon 
plus  grand  que  BA,  décrivez  deux  arcs  qui  se  cou- 
pent en  D;  tirez  AD  qui  sera  la  perpendiculaire  de- 
mandée. 

Car  le  point  D  étant  également  éloigné  de  B  et  de 
C,  appartient  à  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu 
de  BC;  donc  AD  est  cette  perpendiculaire. 

Sc/iolie.  ha.  même  construction  sert  à  laire  un  aniîle 
droit  BAD  en  un  point  donné  A  sur  une  ligne  don- 
née BC. 

PROB  LÈai  li      III. 

g^  ^2  JJ'un  point  A  ,   donné  hors  de  la  droite  BD , 

abaisser  une  perpendiculaire  sur  cette  droite. 

Du  point  A,  comme  centre,  et  d'un  rayon  suffi- 
samment grand,  décrivez  un  aie  qui  coupe  la  ligne 
BD  aux  deux  points  B  et  D;  marquez  ensuite  un  point 
E  également  distant  des  points  B  et  D,  et  tirez  AE  qui 
sera  la  perpendiculaire  demandée. 

Car  les  deux  points  A  et  E  sont  chacun  également 
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(listants  des  points  B  et  D;  donc  la  ligne  AE  est  per- 
pendiculaire sur  le  milieu  de  BD. 

PROBIiÈME     IV. 

Au  point  A  de  la  ligne  KB^  faire  un  angle  H  "A- 
égal  à  V angle  donné  R. 

Du  sommet  K,  comme  centre,  et  d  un  rayon  à 
volonté,  décrivez  l'arc  IL  terminé  aux  deux  côtés 
de  l'angle  ;  du  point  A ,  comme  centre  ,  et  d'un  rayon 
AB  égal  à  Kl,  décrivez  l'arc  indéfini  BO;  prenez  en- 
suite un  rayon  égal  à  la  corde  LI;  du  point  B,  comme 
centre,  et  de  ce  layon,  décrivez  un  arc  qui  coupe  en 
D  l'arc  indéfini  BO  ;  tirez  AD,  et  l'angle  DAB  sera 
égal  à  l'angle  donné  K. 

Car  les  deux  arcs  B,D,  Ll,  ont  des  rayons  égaux  et 
des  cordes  égales  j  donc  ils  sont  égaux*;  donc  l'angle     *4,  2. 

BAD^rrlKL. 

PROIiLHME      V. 

Diviser-  nn  angle  ou   un  arc  donné  en  deux     '•«  M 
parties  égales. 

1"  S'il  faut  diviser  l'arc  AB  en  àe\\\  parties  égales, 
des  points  A  et  B ,  comme  centras,  et  avec  un  même 
rayon ,  décrivt^z  deux  arcs  qui  se  coupent  en  D  ;  par  le 
point  D  ei  par  le  centre  C  tirez  CD  qui  coupera  l'arc 
AB  en  deux  parties  égales  au  point  E. 

Car  les  d^ux  points  C  et  D  sont  chacun  également 
distants  des  extrémités  A  et  B  de  la  corde  AB  ;  donc 
la  ligne  CD  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  cette 
corde;  donc  elle  divise  Tare  AB  en  deux  parties  égales 
au  point  E  *.  *  6, î 

2  '  S'il  laat  diviser  en  deux  parties  égaies  l'angle 
ACB,  on  coninienctiiH  par  décrire  du  sommet  C, 
conime  centre,  l'arc  AB,  et  le  reste  comme  il  vieni 
d'être  dit.  11  est  clair  que  la  ligne  CD  divisera  en  d(Hi\ 
parties  égales  l'angle  ACI>. 

4. 
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SchoHc.  On  peut,  par  la  même  construction  ,  diviser 
chacune  des  moitiés  AE,  EB,  en  deux  parties  égales; 
ainsi,  par  des  sous-divisions  successives,  on  divisera 
un  angle  on  un  arc  donné  en  quatre  parties  égales ,  en 
huit ,  en  seize  ,  etc. 

PROBLÈME     VI. 

-g-  75-        Par  un  point  donné  A  ,  mener  une  parallèle 
à  la  ligne  donnée  BC. 

Du  point  A,  comme  centre,  et  d'un  rayon  suffi- 
samment grand,  décrivez  l'arc  indéfini  EO;  du  point 
E ,  comme  centre ,  et  du  même  rayon ,  décrivez  l'arc 
AF,  prenez  ED  =:  AF,  et  tirez  AD  qui  sera  la  parallèle 
demandée. 

Car  en  joignant  AE,  on  voit  que  les  angles  alternes 
AEF,  EAD,  sont  égaux;  donc  les  lignes  AD,  EF,  soril 

24.  ï.     parallèles  *. 

PROBLÈME     VII. 

cg.  7fi.       Deux  angles  A  et  W  d'un  triangle  étant  don- 
nés ,  trouver  le  troisième. 

Tirez  la  ligne  indéfinie  DEF,  faites  au  point  E  l'an- 
gle DEC=A,  et  l'angle  GEH=:B  :  l'angle  restant 
HEF  sera  le  troisième  angle  requis  ;  car  ces  trois  angles 
pris  ensemble  valent  deux  angles  droits. 

PROBLÈME     VIII. 

j.  77.  Étant  donnés  deux  cotés  B  et  C  d'un  triangle  et 
r  angle  k  qu'  ils  comprennent  ^  décrire  le  triangle. 
Ayant  tiré  la  ligne  indéfinie  DE,  faites  au  point  D 
i'angle  EDF  égal  à  l'angle  donné  A  ;  prenez  ensuite 
DG  =  B,DH  =  C,  ettirezGlI;  DGH  sera  le  triangle 
demandé. 
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PROBLÈME     IX. 

Étanl  donnés  un  coté  et   deux  angles  d'un 
triangle  ^  décrire  le  triangle. 

Les  deux  angles  donnés  seront  ou  tous  deux  adja- 
cents au  côté  donné,  ou  l'un  adjacent,  l'autre  oppo- 
sé :  dans  ce  dernier  cas,  cherchez  le  troisième*,  vous   «prob.^. 
aurez  ainsi  les  deux  angles  adjacents.  Cela  posé, tirez 
la  droite  DE  égale  au  côté  donné ,  faites  au  point  D     «g.  ^r. 
l'angle  EDF  égal  à  l'un  des  angles  adjacents ,  et   au 
point  E  l'angle  DEG  égal  à  l'autre  ;  les  deux  lignes     • 
DF,  EG,  se  couperont  en  H,  et  DEII  sera  le  triangle 
requis. 

PROBLÈME     X. 

Les  trois  côtés  A,  B,  C,  d'un  triangle  étant    r.g.  ,g, 
donnés,  décrire  le  triangle. 

Tirez  DE  égal  au  côté  A;  du  point  E,  coinnic 
centre,  et  d'un  rayon  égal  au  second  côté  B,  décri- 
vez un  arc;  du  point  D,  comme  centre  ,  et  d'un  rayon 
égal  au  troisième  côté  C,  décrivez  un  autre  arc  qui 
coupera  le  premier  en  F;  tirez  DF,  EF,  et  DEF  sera 
le  triangle  requis. 

Scholie.  Si  l'un  des  côtés  était  plus  grand  que  la 
somme  des  deux  autres,  les  arcs  ne  se  couperaient 
pas  ;  mais  la  solution  sera  toujours  possible  ,  si  la 
somme  de  deux  côtés ,  pris  comme  on  voudra,  est  plus 
grande  que  le  troisième. 

PROBLÈME     XI. 

Etant  donnés  deux  cotés  Ket^  d'un  triangle  ^ 
avec  rangleQ  opposé  aucotéB,  décrire  le  triangle. 

Il  y  a  deux  cas  :  i°  si  l'angle  G  est  droit  ou  obtus,    fig.  80. 
laites  l'angle  EDF  égal  à  l'angle  G;  prenez  DE=:A, 
du  point  E,   connue  centre,  et  d'un  rayon  égal  au 
côté  donné   B,  décrivez  un   arc  qui  coupe  en  F  la 
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ligne  DF;    tirez  EF,  et  DE  F'    sera   le  triangle    de- 
mandé. 

Il  faut,  dans  ce  premier  cas,  que  le  côté  B  soit  plus 
grand  que  A ,  car  l'angle  C  étant  droit  ou  obtus,  est 
le  plus  grand  des  angles  du  triangle;  donc  le  côté  op- 
posé doit  être  aussi  le  plus  grand. 

2"  Si  l'angle  C  est  aigu,  et  que  B  soit  plus  grand  que 

fif,  K,.  A,  la  même  construction  a  toujours  lieu,  et  DEF  est 
le  triangle  requis. 

gg.  Sâ  Mais  si,  l'angle  G  étant  aigu,  le  côté  B  est  moindre 
que  A,  alors  l'arc  décrit  du  centre  E  avec  le  rayon 
EFrzrB,  coupera  le  côté  DF  en  deux  points  F  et  G, 
situés  du  même  côté  de  D  ;  donc  il  y  aura  deux  trian- 
gles DEF,  DEG,  cpii  satisferont  également  au  pro- 
blême. 

Scholie.  Le  problême  serait  impossible  dans  tous 
les  cas,  si  le  côté  B  était  plus  petit  que  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  E  sur  la  ligne  DF. 

FROBLÈHE     XII. 

fig.  83.  Les  cotés  adjacents  A  et  ^  d'un  parallélo- 
gramme étant  donnés  avec  l'angle  C  quils  com- 
prennent ^  décrire  le  parallélogramme . 

Tirez  la  ligne  DEzrrA,  faites  au  point  D  l'angle 
FDE=C,  prenez  DF  =  B;  décrivez  deux  arcs,  l'un 
du  point  F  comme  centre,  et  d'un  rayon  rG  =  DE, 
l'autre  du  point  E  comme  centre,  et  d'un  rayon 
EG  =  DF  :  au  point  G,  où  ces  deux  arcS  se  coupent, 
tirez  FG,  EG  ;  et  DEGP"  sera  le  parallélogramme  de- 
mandé. 

Car ,  par  construction ,  les  côtés  opposés  sont  égaux , 
'  3o  1.  donc  la  figure  décrite  est  un  parallélogramme',  et  ce 
parallélogramme  est  formé  avec  les  côtés  donnés  et 
l'angle  donné. 

Corollaire,  Si  1  angle  donné  est  droit,  la  figure  sert 
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un  rectangle^  si,  de  plus ,  les  cotés  sont  égaux,  ce  sera 
lin  quarré. 

PROIÎLKME      XIII. 

Trouver  le  centre  d'un  cercle  ou  d'un  arc  donné. 

Prenez  à  volonté  dans  la  circonférence  ou  dans 
l'arc  trois  points  A,  B,  G;  joignez  ou  imaginez  qu'on 
j oigne  AB  et  BG,  divisez  ces  deux  lignes  en  deux  par- 
ties égales  par  les  perpendiculaires  DE,  FG;  le  point 
O,  où  ces  perpeiuliculaires  se  rencontrent,  sera  le 
centre  cherché. 

Scholie.  La  même  construction  sert  à  faire  passer 
une  circonférence  par  les  trois  points  donnés  A,  B,  C, 
«T  aussi  à  décrire  une  circonférence  d;ins  laquelle  le 
trianfjle  donné  ABG  soit  inscrit. 

P  R  o  B  I.  R  M  E     X  I  V. 

Par  un  point  donné  mener  unt:  tengente  à 
un  cercle  donné. 

Si  le  point  donné  A  est  sur  la  circonférence,  tirez 
le  rayon  GA,  et  menez  AD  perpendiculaire  à  GA  J 
AD  sera  la  tangente  demandée*.  *9'  =•  ^: 

Si  le  point  A  est  hors  du  cercle,  joignez  le  point  ^8-  S''- 
A  et  le  centre  par  la  ligne  droite  GA;  divisez  GA  en 
deux  également  au  point  O5  du  point  O ,  comme  cen- 
tie,  et  du  rayon  OG,  décrivez  une  circonférence  qui 
coupera  la  circonférence  donnée  au  point  B;  tirez 
AB,  et  AB  sera  la  tangente  demandée. 

Gar  en  menant   GB,   l'angle  GBA,  inscrit  dans  le 
demi-cercle,  est  un  angle  droit*;  donc  AB  est  pei-     •18,2. 
pendiculaire  à  l'extrémité  du  rayon  GB ,  donc  elle  est 
tan<ifente. 

Scholie.  Le  point  A  étant  hors  du  cercle,  on  voit  i 

qu'il  y  a   toujours   deux  tangentes  égales  AB,  AD,  \ 

qui  passent  par  le  point  A  :  elles  sont  égales,  car  les 
triangles  rectangles  GBA  ,  GDA  ont  Pliypoténuse  GA 


85. 
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commune,  et  le  coté  CB  =  CD  j  donc  ils  son? 
égaux*;  donc  AD  rr:AB,  et  en  même  temps  l'angle 
G  AD = CAD; 

PROBLÈME     XV. 

""     Inscrire  un  cercle  dans  un  triangle  donné  ABC. 

Divisez  les  angles  A  et  B  en  deux  également  par 
les  lignes  AO  et  BO  qui  se  rencontreront  en  O  ;  du 
point  O  abaissez  les  perpendiculaires  OD,  OE,  OF, 
sur  les  trois  côtés  du  triangle;  je  dis  que  ces  perpen- 
diculaires seront  égales  entre  elles;  car,  par  construc- 
tion ,  l'angle  DAOi=OAF,  l'angle  droit  ADO i^AÎ'O; 
donc  le  troisième  angle  AOD  est  égal  au  troisième 
AOF.  D'ailleurs  le  côté  AO  est  commun  aux  deux 
triangles  AOD,  AOF,  et  les  angles  adjacents  au  côté 
égal  sont  égaux;  donc  ces  deux  triangles  sont  égaux; 
donc  DO=OF.  On  prouvera  de  même  que  les  deux 
triangles  BOD,  BOE,  sont  égaux;  donc  OD=OE, 
donc  les  trois  perpendiculaires  OD,  OE,  OF,  sont 
égales  entre  elles. 

Maintenant  si  du  point  O,  comme  centre,  et  dxi 
rayon  OD,  on  décrit  une  circonférence,  il  est  clair 
que  cette  circonférence  sera  inscrite  dans  le  triangle 
ABC;  car  le  côté  AB,  perpendiculaire  à  l'extrémité 
du  rayon  OD,  est  une  tangente  :  il  en  est  de  même  des 
côtés  BC ,  AG. 

Scholie.  Les  trois  lignes  qui  divisent  en  deux  égale- 
ment les  trois  angles  d'un  triangle,  concourent  en  un 
même  point. 

PROBLÈME    XVI. 

88         Sur  une  droite  donnée  AB ,  décrire  un  segment 
^'    capable  de  l'angle  donné  C ,  c'est-à-dire ,  un  seg- 
ment tel  que  tous  les  angles  qui  y  sont  inscrits 
soient  égaux  à  V angle  donné  C. 

Prolongez  AB  vers  D,  faites  au  point  B  l'angle 
DBKn^G,  tirez  BO  perpendiculaire  à  BE,  et  GO  pey- 


'< 
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pendiculaire  sur  le  milieu  de  ABj  du  point  de  ren- 
contre O,  comme  centre,  et  du  rayon  OB,  décrivez 
lin  cercle,  le  segment  demandé  sera  AMB. 

Car  puisque  BF  est  perpendiculaire  à  l'extrémité 
du  rayon  OB,  BF  est  une  tangente,  et  l'angle  ABF  a 
pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  AKB*;  d'ailleurs  l'an-  *  "9.2 
gle  AMB,  comme  angle  inscrit,  a  aussi  pour  mesure 
la  moitié  de  l'arc  AKB,  donc  l'angle  AMB=:  ABF=: 
EBD=i=C;  donc  tous  les  angles  inscrits  dans  le  seg- 
ment AMB  sont  égaux  à  l'angle  donné  C. 

Scholie.  Si  l'angle  donné  était  droit,  le  segment  cher- 
ché serait  le  demi-cercle  décrit  sur  le  diamètre  AB. 

PROBLÊME     XVII. 

Trouver  le  rapport  numérique  de  deux  ligues  fig.  90. 
droites  données  AB ,  CD ,  si  toutefois  ces  deux 
^  ♦  **  lignes  ont  entre  elles  une  mesure  commune.  "^ 

Portez  la  plus  petite  CD  sur  la  plus  grande  AB  au- 
tant de  fois  qu'elle  peut  y  être  contenue  ;  par  exemple, 
deux  fois,  avec  le  reste  BE. 

Portez  le  reste  BE  sur  la  figne  CD,  autant  de  fois 
qu'il  peut  y  être  contenu  ,  une  fois,  par  exemple,  avec 
le  reste  DF. 

Portez  le  second  reste  DF  sur  le  premier  BE,  au- 
tant de  fois  qu'il  peut  y  être  contenu,  une  fois,  par 
exemple,  avec  le  reste  BG. 

Portez  le  troisième  reste  BG  sur  le  second  DF,  au- 
tant de  lois  qu'il  peut  y  être  contenu. 

Continuez  ainsi  jusqu'à  ce  que  vous  ayez  un  reste 
qui  soit  contenu  un  nombre  de  fois  juste  dans  le  pré- 
cédent. 

Alors  ce  dernier  reste  sera  la  commune  mesure  des 
lignes  proposées,  et,  en  le  regardant  comn^e  l'unité, 
on  trouvera  aisément  les  valeurs  des  restes  précédents 
et  enfin  celles  des  deux  lignes  proposées,  d'où  l'on 
conclura  leur  rapport  en  nombres. 
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Par  exemple,  si  l'on  trouve  que  GB  est  contenu 
(ieux  fois  juste  dans  FD ,  BG  sera  la  commune  mesure 
<U'S  deux  lignes  proposées.  Soit  BG=  i  ,  on  aura  FD 
=  2;  mais  EB  contient  une  fois  FD  plus  GB;  donc 
r,B=:3;  CD  contient  une  fois  EB  plus  FD;  donc 
(iD:rrr5;  enfin  AB  contient  deux  fois  CD  pins  EB; 
dnnc  AB:=ri3;  donc  le  rapport  des  deux  lignes  AB, 
CD,  est  celui  de  i3  à  5.  Si  la  ligne  CD  était  prise  pour 
unité,  la  ligne  AB  serait  -5-,  etsi  la  ligne  AB  était  prise 
]iour  unité,  la  ligne  CD  serait-^. 

Scholie.  La  méthode  qu'on  vient  d'expliquer  est  la 
même  que  prescrit  l'aritlimétique  pour  trouver  le  com- 
mun diviseur  de  deux  nombres  ;  ainsi  elle  n'a  pas 
besoin  d'une  autre  démonstration. 

Il  est  possible  que,  quelque  loin  qu'on  continue 
l'opération,  on  ne  trouve  jamais  un  reste  qui  soit 
contenu  lui  nombre  de  fois  juste  dans  le  précédent. 
Alors  les  deux  lignes  n'ont  point  de  commune  mesure, 
et  sont  ce  qu'on  appelle  inconvnensurahles  :  on  en 
verra  ci-après  un  exemple  dans  le  rapport  de  la  dia- 
gonale au  coté  An  quarré.  On  ne  peut  donc  alors 
trouver  le  rapport  exact  en  nombres  :  mais  en  négli- 
geant le  dernier  reste,  on  trouvera  un  rapport  plus 
ou  moins  approché,  selon  que  l'opération  aura  été 
poussée  plus  ou  moins  loin. 


PROBLKME     XVIII. 


'•f^  y'  Deux  angles  A  et  V»  étant  donnés  ^  trouver  leur 

commune  mesure ,  s'ils  en  ont  une  ,  et  de  là  leur 
rapport  en  nombres. 

Décrivez  avec  des  layons  égaux  les  arcs  CD,  EF, 
qui  servent  de  mesure  à  ces  angles;  procédez  ensuite 
pour  la  compaiaison  des  arcs  CD  ,  EF,  comme xlans  le 
problême  précédent;  car  un  arc  peut  être  porté  sur 
un  arc  de  même  rayon,  comme  une  ligne  droite  sur 
une  ligne  droite.  Vous   parvienthez  ainsi    à  la  com- 
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mujie  mesure  îles  arcs  CD,  EF,  s'ils  en  ont  une,  et  à 


leur  rapport  en  nombres.  Ce  rapport  sera  le  même  que 
celui  des  angles  donnés*;  et  si  DO  est  la  commune 
mesure  des  arcs  ,  DAO  sera  celle  des  angles. 

Scholie.  On  peut  ainsi  trouver  la  valeur  absolue  d'un 
angle  en  comparant  l'arc  qui  lui  sert  de  mesure  à  toute 
la  circonférence  :  par  exemple,  si  l'arc  CD  est  à  la  cir- 
conférence comme  3  est  à  aS,  l'angle  A  sera  les  ~  de 
quatre  angles  droits,  ou  ^-^  d'un  angle  droit. 

11  pourra  arriver  aussi  que  les  arcs  comparés  n'aient 
pas  de  commune  mesure;  alors  on  n'aura  pour  les 
angles  que  des  rapports  en  nombres  plus  ou  moins 
approchés ,  selon  que  l'opération  aura  été  poussée  plus 
ou  moins  loin. 


17,3. 
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LES   PROPORTIONS  DES  FIGURES. 

DÉFINITIONS. 

I.  J  'a  p  PE  T.  L  E  R  A  \  figures  équivalentes  celles  dont  les 
surfaces  sont  égales. 

Deux  figures  peuvent  être  équivalentes,  quoique 
très -dissemblables  :  par  exemple,  un  cercle  peut 
être  équivalent  à  un  quarré ,  un  triangle  à  un  rec- 
tangle, etc. 

La  dénomination  de  figures  égales  sera  conservée  à 
celles  qui  étant  appliquées  l'une  sur  Tautre,  coïncident 
dans  tous  leurs  points  :  tels  sont  deux  cercles  dont 
les  rayons  sont  égaux,  deux  triangles  dont  les  trois 
côtés  sont  égaux  chacun  à  chacun ,  etc. 

IL  Deux  figures  sont  semblables,  lorsqu'elles  ont 
les  angles  égaux  chacun  à  chacun  et  les  côtés  homo- 
logues proportionnels.  Par  côtés  homologues  on  en- 
tend ceux  qui  ont  la  même  position  dans  les  deux 
figures,  ou  qui  sont  adjacents  à  des  angles  égaux.  Ces 
angles  eux-mêmes  s'appellent  angles  homologues. 

Deux  figures  égales  sont  toujours  semblables;  mais 
deux  figures  semblables  peuvent  être  fort  inégales. 

III.  Dans  deux  ceix'les  différents,  on  appelle  arcs 
semhlahles ,  secteurs  semblables ,  segf/ienls  sembla- 
bles,  ceux  qui    répondent    à    des   angles   au  centre 

Cg.  92.  Ainsi  l'angle  A  étant  égal  à  l'angle  O,  l'arc  bC 
est  semblable  à  l'arc  DE,  le  secteur  ABC  au  secteur 
ODE,  etc. 

IV.  La  hauteur  d'un   parallclograuMue   est  la  per- 
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pendiculâire  EF  qui  mesure  la  distance  des  deux  cotés   c^.  ,,^ 
opposés  AB,CD,  pris  pour  bases. 

V.  La  hauteur  d'un  triangle  est  la  perpendiculaire 

AD  abaissée  du  sommet  d'un  angle  A  sur  le  côté  op-  Cg.  ,,', 
posé  BG  pris  pour  base.  (;,.     , 

VI.  La  hauteur  du  trapèze  est  la  perpendiculaire 
EF  menée  entre  ses  deux  côtés  parallèles  AB,  CD. 

VIL  h'aire  ou  la  surface  d'une  figure  sont  des  ter- 
mes à-peu-près  synonymes.  L'aire  désigne  plus  parti- 
culièrement la  quantité  superficielle  de  la  figure  en 
tant  qu'elle  est  mesurée  ou  comparée  à  d'autres  sur- 
faces. 

N.  B.  Pour  l'intelligence  de  ce  livre  et  des  suivants,  il 
faut  avoir  présente  la  théorie  des  proportions,  pour  laquelle 
nous  renvoyons  aux  traités  ordinaires  d'arithmétique  et 
d'algèbre.  Nous  ferons  seulement  une  observation,  qui  est 
très-importante  pour  fixer  le  vrai  sens  des  propositions,  et 
dissiper  toute  obscurité,  soit  dans  l'énoncé,  soit  dans  les 
démonstrations. 

Si  on  a  la  proportion  A  :  B  :  :  C  :  D ,  on  sait  que  le  produit 
des  extrêmes  AxD  est  égal  au  produit  des  moyens  BxC. 

Cette  vérité  est  incontestable  pour  les  nombres;  elle  l'esi 
aussi  pour  des  grandeurs  quelconques ,  pourvu  qu'elles  s'ex. 
priment  ou  qu'on  les  imagine  exprimées  en  nombres  ;  et  c'est 
ce  qu'on  peut  toujours  supposer  :  par  exemple,  si  A,  B,  C,D, 
sont  des  lignes,  on  peut  imaginer  qu'une  de  ces  quatre  lignes, 
ou  une  cinquième  ,  si  l'on  veut ,  serve  à  tou  tes  de  commime 
mesure  et  soit  prise  pour  unité;  alors  A,  B,  C  ,  D,  représentent 
chacune  un  certain  nombre  d'unités ,  entier  ou  rompu ,  com- 
mensurable  ou  incommensurable  ,  et  la  proportion  entre  les 
lignes  A,  B  ,  C,  D,  devient  une  proportion  de  nombres. 

Le  produit  des  lignes  A  et  D ,  qu'on  appelle  aussi  leur 
rectangle ,  n'est  donc  autre  chose  que  le  nombre  d'unités 
linéaires  contenues  dans  A ,  multiplié  par  le  nombre  d'uni- 
lés  linéaires  contenues  dans  B  ;  et  on  conçoit  facilement  (jue 
ce  produit  peut  et  doit  être  égal  à  celui  qui  résulte  sembla - 
iilcment  des  lignes  B  et  C. 
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Les  grandeurs  A  et  B  peuvent  être  d'une  espèce,  par 
exemple,  des  lignes,  et  les  grandeurs  C  et  D  d'une  autre 
espèce,  par  exemple  ,  des  surfaces  ;  alors  il  faut  toujours  re- 
garder ces  grandeurs  comme  des  nombres  :  A  et  B  s'expri- 
meront en  unités  linéaires,  C  et  D  en  unités  superficielles, 
et  le  produit  A  X  1^>  sera  un  nombre  comme  le  produit  B  X  C. 

En  général ,  dans  toutes  les  opérations  qu'on  fera  sur  les 
proportions  ,  il  faut  toujours  regarder  les  termes  de  ces  pro- 
portions comme  autant  dénombres,  chacun  de  l'espèce  qui 
lui  convient,  et  on  n'aura  aucune  peine  à  concevoir  ces  opé- 
ratio'ns  et  les  conséquences  qui  en  résultent. 

Nous  devons  avertir  aussi  que  plusieurs  de  nos  démons- 
trations sont  fondées  sur  quelques-unes  des  règles  les  plus 
simples  de  l'algèbre,  lesquelles  s'appuient  elles-mêmes  sur 
les  axiomes  connus  :  ainsi  sil'on  a  A=r  B-f-C,  et  qu'on  mul- 
tiplie chaque  membre  par  une  même  quantité  M,  on  en 
conclut  AXM  =  BxM-f-CxM;  pareillement  si  l'on  a  A  = 
B4-C  etDz:i.E  —  C,  et  qu'on  ajoute  les  quantités  égales, 
en  effaçant -j- C  et  —  C  qui  se  détruisent,  on  en  conclura 
A-f-DirzB-l-E,  et  ainsi  des  autres.  Tout  cela  est  assez 
évident  par  soi-même;  mais,  en  cas  de  difficulté,  il  sera 
bon  de  consulter  les  livres  d'algèbre,  et  d'entre-mèier  ainsi 
'"étude  des  deux  sciences. 

PROPOSITION    PREMIÈRE. 

T  II  ]•;  O  R  È  M  E. 

Les  par  allèlo  grammes  qui  ont  des  bases  égales 
et  des  hauteurs  égales,  sont  équivalents. 
(ij:.  y6.  Soit  AB  la  base  commune  des  deux  paralléioi^ram- 
mes  ABCD,  ABEF,  puisqu'ils  sont  supposés  avoir  la 
même  hauteur,  les  bases  supérieures  DC,  FE,  seront 
situées  sur  une  même  ligne  parallèle  à  AB.  Or  on  a 
par  la  nature  dis  parallélogrammes  ADrzrBG,  et  AF 
=z  BE;  par  la  même  raison  on  a  DC=  AB,  et  FE  r= 
ABj  donc  DCr=:  FE;  donc,  retranchant  DC  et  FE  de 
ia  même  ligne  DF,  les  restes  CE  et  DF  set  ont  égaux- 
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Il  suit  (le  là  que  les  triangles  DAF,  GBE,  sont  équi- 
latéraux  entre  eux,  et  par  conséquent  égaux. 

Mais  si  du  quadrilatère  ABED  on  retranche  le  tri-  Cg.  96. 
angle  ADF,  il  reste  le  parallélogramme  ABEF;  et  si 
du  même  quadrilatère  ABED  on  retranche  le  triangle 
CBE ,  il  reste  le  paiallélogramme  ABCD  ;  donc  les 
deux  parallélogrammes  ABCD,  ABEF,  qui  ont  même 
base  et  même  hauteur,  sont  équivalents. 

■  Corollaire.  Tout  parallélogramme  ABCD  est  équi- 
valent au  rectangle  ABEF  de  même  base  et  de  même   f'S-  y? 
hauteur. 

PROPOSITION    li. 

THÉORÈME. 

Tout  triangle  ABC  est  la  moitié  du  par  allé  lo-    '■-•  9<- 
gramme  ABCD  qui  a  même  base  et  même  hauteur. 

Car  les  triangles  ABC ,  ACD ,  sont  égaux  *.  *  ^-s ,  1 . 

Corollaire  1.  Donc  un  triangle  ABC  est  la  moitié  du 
rectangle  BCEF  qui  a  même  base  BC  et  même  hau- 
teur AO;  car  le  rectangle  BCEF  est  équivalent  au  pa- 
rallélogramme ABCD, 

Corollaire  W..  Tous  les  triangles  qui  ont  des  bases 
égales  et  des  hauteurs  égales,  soîit  équivalents. 

PROPOSITION    111. 

THÉORÈME. 

Deux  rectangles  de  même  hauteur  sont  entre 
eux  comme  leurs  bases. 

Soient  ABCD,  AEFD ,  deux  rectangles  qui  ont  pour    fi;  •  > . 
hauteur  commune  AD;  je  dis  qu'ils  sont  entre  eux 
comme  leurs  bases  AB,  AR. 

Supposons  d'abord  que  les    bases   AB,   AE,  solcuî 
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conimensurables  entre  elles,  et  quelles  soient,  par 
exemple,  roninie  les  nombres  y  et  4  :  si  on  divise  Alî 
en  ^  parties  égales,  AE  contiendra  4  ^^^  ^^^  par- 
ties, élevez  à  chaque  point  de  division  une  perpen- 
diculaire à  la  base,  vous  formerez  ainsi  sept  rectan- 
gles partiels,  qui  seront  égaux  entre  eux,  puisqu'ils 
auront  même  base  et  même  hauteur.  Le  rectanirle 
ABCD  contiendra  sept  rectangles  partiels,  tandis  que 
AEFD  en  contiendra  quatre  ;  donc  le  rectangle  ABCD 
est  au  rectangle  AEFD  comme  y  est  à  4  ^  ou  comme 
AB  est  à  AE.  Le  même  raisonnement  peut  être  appli- 
qué à  tout  autre  rapport  que  celui  de  y  à  45  donc, 
quel  que  soit  ce  rapport,  pourvu  qu'il  soit  commen- 
surable ,  on  aura , 

ABGD:AEFD;:AB:AE. 
fig.  loo.        Supposons,  en  second  lieu,  que  les  bases  AB,  AE, 
soient  incommensurables  entre  elles;  je  dis  qu'on  n'en 
aura  pas  moins, 

ABCD  :  AEFD  ::AB:AE. 
Car  si  cette  proportion  n'est  pas  vraie,  les  trois  pre- 
miers termes  demeurant  les  mêmes,  le  quatrième  sera 
plus  grand  ou  plus  petit  que  AE.  Supposons  qu'il  soit 
plus  grand  et  qu'on  ait , 

ABGD:AEFD::  AB:AO. 
Divisez  la  ligne  AB  en  parties  égales  plus  petites  que 
EO,  il  y  aura  au  moins  un  point  de  division  1  entre  E 
et  O  :  par  ce  point  élevez  sur  Al  la  perpendiculaire  IK  ; 
les  bases  AB,  AI,  seront  commensurables  entre  elles, 
et  ainsi  on  aura  ,  par  ce  qui  vient  d'êtie  démontré, 

ABCD:A1KD::AB:A1. 
Mais  on  a,  par  hypothèse  , 

ABGD:AEFD::AB:AO. 
Dans  ces  deux  proportions  les  antécédents  sont  égaux; 
donc  les  conséquents  sont  proportionnels ,  et  il  en 
résulte, 

A1KD:AEFD     AlrAO. 
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Mais  AO  est  plus  grand  que  AI;  donc,  pour  que 
cette  proportion  subsistât,  il  faudrait  que  le  rectangle 
AEFD  fût  plus  grand  que  AJKD;  or,  au  contraire,  il 
est  plus  petit;  donc  la  proportion  est  impossible;  donc 
ABCD  ne  peut  être  à  AEFD  comme  AB  est  à  une  ligne 
plus  grande  que  AE. 

Par  un  raisonnement  entièrement  semblable,  on 
prouverait  que  le  quatrième  terme  de  la  proportion 
ne  peut  être  plus  petit  que  AE;  donc  il  est  égal 
à  AE. 

Donc,  quel  que  soit  le  rapport  des  bases,  deux 
rectangles  de  même  hauteur  ABCD,  AEFD,  sont 
entre  eux  comme  leurs  bases  AB  ,  AE. 

PROPOSITION  IV. 

THÉORÈME. 

Deux  rectangles  quelconques  hYiOï)  ^  AEGF,    «g.  i-i. 
sont  entre  eux  comme  les  produits  des  bases  mul- 
tipliées par   les    hauteurs^    de  sorte    qu'on    a 
ABCD  :  AEGF  :  :  AB  x  AD  :  AE  x  AF. 

Ayant  disposé  les  deux  rectangles  de  manière  que 
les  angles  en  A  soient  opposés  au  sommet,  prolongez 
les  côtés  GE,  CD,  jusqu'à  leur  rencontre  en  H;  les 
deux  rectangles  ABCD,  AEHD,  oni  même  hauteur 
AD  ;  ils  sont  donc  entre  eux  comme  leurs  bases 
AB,  AE  ;  de  même  les  deux  rectangles  AEHD, 
AEGF,  ont  même  hauteur  AE,  ils  sont  donc  entre 
eux  comme  leurs  bases  AD ,  AF ,  ainsi  on  aura  les 
deux  proportions, 

ABCD:  AEHD  ::AB:AE. 
AEHD  :  AEGF::  AD  :AF. 
Multipliant  ces  proportions   par  ordre,  et  obser- 
v?îni   que   le   moyen    terme    AEHD    pertt    être   omis 
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comme  multiplicateur  commun  à  l'antécédent  et   au 
conséquent,  on  aura, 

ABCD  :  AEGF  :  :  AB  x  AD  :  AE  x  AF. 

Scholie.  Donc  on  peut  prendre  pour  mesure  d'un 
rectangle  le  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur,  pourvu 
qu'on  entende  par  ce  produit  celui  de  deux  nombres, 
qui  sont  le  nombre  d'unités  linéaires  contenues  dans 
la  base,  et  le  nombre  d'unités  linéaires  contenues  dans 
la  hauteur. 

Cette  mesure,  d'ailleurs,  n'est  pas  absolue,  mais 
seulement  relative;  elle  suppose  qu'on  évalue  sem- 
blablement  un  autre  rectangle  en  mesurant  ses  côtés 
par  la  même  unité  linéaire  ;  on  obtient  ainsi  un  second 
produit,  et  le  rapport  des  deux  produits  est  égal  à 
celui  des  rectangles,  conformément  à  la  proposition 
qu'on  vient  de  démontier. 

Par  exemple,  si  la  base  àa  rectangle  A  est  de  trois 
unités  et  sa  hauteur  de  dix ,  le  rectangle  sera  représenté 
par  le  nombre  3  X  lo,  ou  3o,  nombre  qui  ainsi  isolé 
ne  signifie  rien  ;  mais  si  on  a  un  second  rectangle  B 
dont  la  base  soit  de  douze  unités  et  la  hauteur  de  sept, 
le  second  rectangle  sera  représenté  par  le  nombre  7 
X  12,  ou  84  -  de -là  on  conclura  que  les  deux  rec- 
tangles A  et  B  sont  entre  eux  comme  3o  est  à  84  ; 
donc,  si  on  convenait  de  prendre  le  rectangle  A  pour 
l'unité  de  mesure  dans  les  surfaces,  le  rectangle  B  au- 
rait alors  pour  mesure  absolue  **,  c'est-à-dire  qu'il 
serait  égal  à  y-  d'unités  superCcielles. 

11  est  plus  ordinaire  et  plus  simple  de  prendre  le 
quarré  pour  l'unité  de  surface,  et  on  choisit  le  quarre 
iiont  le  côté  est  l'unité  de  longueur  ;  alors  la  mesure 
que  nous  avons  regardée  simplement  comme  relative 
devient  absolue  :  par  exemple  le  nombre  3o,  par  le- 
quel nous  avons  mesuré  le  rectangle  A,  représente  3o 
fij.  102.  unités  superlicielles,  ou  3o  de  ces  quarrés  dont  le  côté 
est  égal  à  l'unité  :  c'est  ce  que  la  fig.  102  rend  sensible. 


LIVRE    III.  6y 

On  confond  assez  souvent  en  géométrie  le  produit 
de  deux  lignes  avec  leur  rectangle,  et  cette  expres- 
sion a  même  passé  en  arithmétique  pour  désigner  le 
produit  de  deux  nombres  inégaux,  comme  on  emploie 
celle  de  quarré  ^our  exprimer  le  produit  d'un  nombre 
multiplié  par  lui-même. 

Les  quarrés  des  nombres  i ,  2,3,  etc.     sont  i  ,  4, 
9,  etc.  Aussi  voit- on  que  le  quarré  fait  sur  une  ligne 
double  est  quadruple;  sur  une  ligne  triple  ,  il  est  neuf  fig.  io3. 
fois  plus  grand ,  et  ainsi  de  suite. 

PROPOSITION  V. 

THÉORÈME. 

L'aire  d'un  parallélogramme  quelconque  est 
égale  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Car  le  parallélogramme   ABCD   est  équivalent  au   fig.  97. 
rectangle  ABEF  ,  qui  a  môme  base  AB  et  même  hau- 
teur BE*;  or   celui-ci  a  pour   mesure  ABxBE**,    *i**4. 
donc  AB  X  BE  est  égal  à  l'aire  du   parallélogramme 
ABCD. 

Corollaire.  Les  parallélogrammes  de  même  base 
sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs ,  et  les  parallé- 
logrammes de  même  hauteur  sont  entre  eux  comme 
leurs  bases;  car  A,  B,  C,  étant  trois  grandeurs  quel- 
conques ,  on  a  généralement  AxC:BxC::A:B. 

PROPOSITION  VL 

THÉORÈME. 

L'aire  d'un  triangle  est  égale  au  produit  de 
sa  base  par  la  moitié  de  sa  hauteur. 

Car  le   triangle  ABC   est  la  moitié  du   parallélo-   fig,  104. 
gramme    ABGE ,    qui   a   même    base    BG   et    même 
hauteur    AD^  :    or ,   la   surface  du   parallélogramme  *  o^ 

5. 
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*  5,       —  BC  X  AU*;   donc   celle  du  triangle=  ^B(^  X  AU, 
ou  BG  X  7  AU. 

Corollaire.  Ueux  triangles  de  même  hauteur  sont 
entre  eux  comme  leurs  bases,  et  deux  triangles  de 
même  base  sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs. 

PROPOSITION  VIL 

TH  ÉORÊME. 

'fig.  io5.  L'aire  du  trapèze  ABCD  est  égale  à  sa  hau- 
teur EF,  multipliée  par  la  demi  -  somme  des 
bases  parallèles ,  AB,  CD. 

Par  le  point  I ,  milieu  du  côté  CB ,  menez  KL  pa- 
rallèle au  côté  opposé  AD,  et  prolongez  DG  jusqu'à 
la  rencontre  de  KL. 

Dans  les  triangles  IBI;,  IGK,  on  a  le  côté  IBr=:IG 

par   construction ,    l'angle    LIB  =  GIK ,    et    l'angle 

*  a4. 1.   1BL  =  ICK,  puisque    CK    et    BL   sont    parallèles*; 

♦-,1.    donc    ces    triangles  sont    égaux*;  donc    le   trapèze 

ABGD  est  équivalent  au  parallélogramme  ADKL ,  et 

il  a  pour  mesure  EF  x  AL. 

Mais  on  a  AL  =  DK,  et  puisque  le  triangle  IBL 
est  égal  au  triangle  KGI,  le  côté  BLr:=GK;  donc 
AB-l-GD=AL4-DK  =  2  AL,  et  ainsi  AL  est  la 
demi-somme  des  bases  AB,  CD;  donc  enfin  l'aire 
du  trapèze  ABGD  est  égale  à  la  hauteur  EF  multi- 
pliée par  la    demi -somme  des  bases  AB,  GU,  ce  qui 

•           .^/-T^        T>.^       /AB  +  CDN 
s  exprime  ainsi  :  ABGU  :=::  El^    x(  J. 

Scholie.  Si  par  le  point  I,  milieu  de  BG,  on  mène 
IH,  parallèle  à  la  base  AB,  le  point  H  sera  aussi  le 
milieu  de  AD,  car  la  figure  AHIL  est  un  parallélo- 
gramme, ainsi  que  DHIK,  puisque  les  côtés  opposés 
sont  parallèles  :  on  a  donc  AHmIL  et  DH  =  iK;  or, 
1L=IK,  puisque  les  triangles  BIL,  GIK>  sontégaux^ 
donc  AH=DH. 
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On    peut    remarquer    que    la    ligne     Hl:::z:AL=r: 

' ;  donc  1  r.ire  du  trapèze  peut  s  exprimer  aussi 

par  EF  X  HI  :  elle  est  donc  égale  à  la  hauteur  du 
trapèze  multipliée  par  la  ligne  qui  joint  les  milieux 
des  côtés  non  parallèles. 

PROPOSITION   VIII. 

tuéorème. 

Si  une  ligne  AG  est  divisée  en  deux  parties  AB,   fig.  ro6, 
liC  ,  le  quarré  fait  sur  la  ligne  entière  AG  con- 
tiendra le  quarré  Jait  sur  une  partie  AB  ,  plus  le 
quarré  fait  sur  Vautre  partie  BG ,  plus  deux 
fois  le  rectangle  compris  sous  les  deux  parties  AB, 

BG,  ce  qu'on  exprime  ainsi,  kQ  ou  (AB-f-BG)* 

=ÂbV^V  'i  AB  X  BG. 

Construisez  le  quarré  ACDE ,  prenez  AFnzAJB, 
meney  FG  parallèle  à  AG ,  et  BH  parallèle  à  AE. 

Le  quarré  ABGD  est  divisé  en  quatre  parties  :  la 
première  ABIF  est  le  quarré  fait  sur  AB ,  puisqu'on 
a  pris  AF=r:AB:  la  seconde  IGDH  est  le  quarré  fait 
sur  BG;  car  puisqu'on  a  AG=:AE,  et  ABrrrAF,  la 
différence  AG  —  AB  est  égale  à  la  différence  AE  — 
AF,  ce  qui  donne  BGr=:EF;  mais  à  cause  des  paral- 
lèles IG=:BC,  et  DG  =  EF'  donc  HIGD  est  égal  au 
quarré  fait  sur  BG.  Ges  deux  parties  étant  retran- 
ciiées  du  quarré  total ,  il  reste  les  deux  rectangles 
BCGI,  EFIH  ,  qui  ont  chacun  pour  mesure  AB  X  BG  , 
don<:  le  quarré  fait  sur  AG ,  etc. 

Hcholie.  Gette  proposition  revient  à  celle  qu'on 
démontre  en  algèbre  pour  la  formation  au  quarré 
d'un  binôme,  et  qui  est  ainsi  exprimée: 
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PROPOSITION    IX. 

THÉORÈME. 

fig.  107.  ^f  /^  ligne  AC  est  la  différence  des  deux  lignes 
AB ,  BC  ,  le  quarré  fait  sur  AC  contiendra  le 
quarré  de  AB^plus  le  quarré  de  BC ,  moins  deux 
fois  le  rectangle  fait  sur  AB  et  BC  ;  c'est-à-dire 

quon  aura  AC  ou  (AB  —  BC)  =r  AB  4-  BC  — 
aABxBC. 

Construisez  le  quarré  ABIF  ,  prenez  AE  ==  AC , 
menez  CG  parallèle  à  Bl,  HK  parallèle  à  AB,  et  ache- 
vez le  quarré  EFLK. 

Les  deux  rectangles  GBIG,  GLKD ,  ont  chacun  pour 
mesure  AB  X  BG  :  si  on  les  retranche  de  la  figure  en- 
tière ABILKEA,  qui  a  pour  valeur  AB  +  BC,  il  est 
clair  qu'il  restera  le  quarré  ACDE,  donc,  etc. 

Scholic.  Cette  proposition  revient  à  la  formule  d'al- 
gèbre («  —  b^  zi^L  a"^ -\- h'^ • — lah. 

PROPOSITION    X. 

THÉORÈME. 

fig.  108  Le  rectangle  fait  sur  la  somme  et  la  différence 
de  deux  lignes  ^  est  égal  à  la  différence  da 
quarrés  de' ces  lignes:  ainsi  on  a  (AB  +  BC)  X 

(.AB— BC)=ÂB  — BC't 

Construisez  sur  AB  et  AC  les  quarrés  ABIF , 
ACDE  ;  prolongez  AB  d'une  quantité  BK  =  BC ,  et 
achevez  le  rectangle  AKLE. 

La  base  AK  du  rectangle  est  la  somme  des  deux 
lignes  AB  ,  BC  ,  sa  hauteur  AE  est  la  différence 
de  ces  mêmes  lignes  ;  donc  le  rectangle  AKLE=: 
(AB-I-BC)  X  (AJ5  —  BC).  Mais  ce  même  rectangle 
est  composé  des  deux   parties    ABHE  H-  BHLK  ;  et 
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la  partie  BHLK   est  égale  au  rectangle    EDGF ,  car 
BH=DE  et  BK=:EF;  donc  AKLE— ABHE+EDGF. 

Or,  ces  Jeux  parties  forment  le  quarré  ABÏF  moins 
le  quarré  DliiG,  qui  est  le  quarré  fait  sur  BCj  donc 

enfin  (AB-hBC)  X  (AB— BG)==ÂB— Bc! 

Scholie.  Cette  proposition  revient  à  la  formule 
d'algèbre    {^a-\-b^  (a  —  b)-=.a'' — b". 

PROPOSITION    XI. 

THÉOUEME. 

Le  quarré  fait  sur  V hypoténuse  d'un  triangle 
rectangle  est  égal  à  la  somme  des  quarrés  faits 
sur  les  deux  autres  côtés. 

Soit  ABG  un  triangle  rectangle  en  A  :  ayant  formé  ng.  109. 
des  quarrés   sur  les  trois  côtés,  abaissez  de  l'anple 
droit  sur  l'hypoténuse  la  perpendiculaire    AD   que 
vous  prolongerez  jusqu'en  E  ;  tirez  ensuite  les  diago- 
nales AF,  GH. 

L'angle  ABF  est  composé  de  l'angle  ABG  plus  l'an- 
gle droit  GBF  :  l'angle  GBH  est  composé  du  même 
angle  ABG  plus  l'angle  droit  ABH;  donc  l'angle  ABF 
=  HBG.  Mais  ABi=BH  comme  côtés  d'un  même 
quarré,  et  BF=:BG  par  la  même  raison;  donc  les 
triangles  ABF ,  HBG,  ont  un  angle  égal  compris  entre 
côtés  égaux  ;  donc  ils  sont  égaux*.  *  6,  i. 

Le  triangle  ABF  est  la  moitié  du  rectangle  BDEF,, 
(ou  pour  abréger  BE)  qui  a  même  base  BF  et  même 
hauteur  BD  *.  Le  triangle  HBG  est  pareillement  la  *pr.  2. 
moitié  du  quarré  AH  j  car  l'angle  BAG  étant  droit 
ainsi  que  BAL  ,  AG  et  AL  ne  font  qu'une  même 
ligne  droite  parallèle  à  HB;  donc  le  triangle  HBG  et 
le  quarré  AH,  qui  ont  la  base  commune  BK,  ont  « 
aussi  la  hauteur  commune  AB  ;  donc  le  triangle  est 
la  moitié  du  quarré.  '' 
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On  a  tlëja  prouvé  que  le  triangle  ABF  est  égal  au 
triangle  HBG;  donc  le  rectangle  BDEF,  double  du 
triangle  ABF,  est  équivalent  au  quarré  AH,  double 
du  triangle  HBG.  On  démontrera  de  même  que  le  rec- 
tangle CDEG  est  équivalent  au  quarré  AI;  mais  les 
deux  rectangles  BDEF,  GDEG,  pris  ensemble,  font  le 
quarré  BGGF;  donc  le  quarré  BGGF  ,  fait  sur  l'hypo- 
ténuse ,  est  égal  à  la  somme  des  quarrés  ABHL ,  AGIK , 
faits  sur  les  deux  autres  côtés;  ou,  en  d'autres  termes 

BgL=:XB4-Âg" 

Corollaire  T.  Donc  le  quarré  d'un  des  côtés  de 
l'angle  droit  est  égal  au  quarré  de  l'hypoténuse  moins 
le  quarré  de  l'autre  côté,  ce  qu'on  exprime  ainsi: 

ÂB  — BG— ÂG. 
ii8.        Corollaire  H.  Soit  ABGD  un    quarré,  AG  sa  dia- 
gonale ;  le  triangle  ABG  étant  rectangle  et  isoscèle , 

on  auia  AG  =  AB-t-BG=  2AB  ;  donc  le  quarré 
jait  sur  la  diagonale  AG  est  double  du  quarré  fait 
sur  le  côté  AB. 

On  peut  rendre  sensible  cette  propriété  en  menanS 
par  les  points  A  et  C  des  parallèles  à  BD,  et  par  les 
points  B  et  D  des  parallèles  à  AG  :  on  formera  ainsi 
un  nouveau  quarré  EFGH  qui  sera  le  quarré  de  AG. 
Or,  on  voit  que  EFGH  contient  huit  triangles  égaux 
à  ABE,  et  que  ABGD  en  contient  quatre;  donc  le 
quarré  EFGH  est  double  de  ABGD. 

Puisque  AG  :  AB  :  :  2  :  i ,  on  a  ,  en  extrayant  la  ra- 
cine quarrée,  AG  :  AB  :  :  \/ 1  :  i  ;  donc  la  diagonale 
d'un  quarré  est  incommensurable  avec  son  côté. 

G'estce  qu'on  développera  davantage  dans  une  autre 
occasion. 

109.  Corollaire  HI.  On  a  démontré  que  le  quarré  AH 
est  équivalent  au  rectangle  BDEF  ;  or ,  à  cause  de  la 
hauteur  commune  BF,  le  quarré  BGGF  est  au  rec~ 
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angle  BDEF  coninie  la  base  BC   est  à  la  base  BD  ; 
donc , 

BC/:  Âb'::  BG  :  BD. 
Donc  le  quarré  de  rhjpoténuse  est  au  quarré  cVun 
des  côtés  de  Vangle  droit  comme  rhjpoténuse  est  au 
segment  adjacent  a  ce  coté.  On  appelle  ici  segment  la 
partie  de  l'hypoténuse  déterminée  par  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  l'angle  droit;  ainsi  BD  est  le  segment 
adjacent  au  côté  AB,  et  DG  est  le  segment  adjacent  au 
côté  AG.  On  aurait  semblablement, 

Bg':  Âg'::  BG  :  GD. 
Corollaire  IV.  Les  rectangles  BDEF ,  DCGE,  ayant 
aussi  la  même  hauteur,  sont  entre  eux  comme  leurs 
bases  BD,  GD.  Or,  ces  rectangles  sont  équivalents  aux 

quarrés  AB  ,  AG  ;  donc  , 

ÂB^ÂG^:  BD  :  DG. 

Donc  les  quarrés  des  deux  côtés  de  Vangle  droit  sont 
entre  eux  comme  les  segments  de  V hypoténuse  adja- 
cents k  ces  côtés. 

PROPOSITION    XII. 

T  U  É  O  U  È  M  E. 

Dans  un  triangle  ABC,  si  Vangle  C  est  aigu  y  lij 
le  quarré  du  coté  opposé  sera  plus  petit  que  la 
somme  des  quarrés  des  côtés  qui  comprennent 
V  angle  Q'.,  et  si  Von  abaisse  Kï)  perpendiculaire 
sur  RC  ,  la  différence  sera  égale  au  double  du 
rectangle  BG  x  CD;  de  sorte  qu'on  aura, 

Âb1=:ÂC  V  BG  —  2  BG  X  GD. 
Il  y  a  deux  cas.  i°  Si  la  perpendiculaire  tombe  au- 
dedans  du  triangle  ABG  ,   on  aura  BD=BG— GD, 

et    par    conséquent  *  îîD  —  BG V  GD—  2  BGxGD.     • 
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*  Ajoutant  de  part  et   d'autre  AD ,  et   observant   que 

les  triangles  rectangles  ABD,  ADG,  donnent  AD-j- 

bB^Âb"  et   ÂD+DG=ÂG,  on  aura  ÂB=iBgV 

ÂG  —  2  BG  X  CD. 

2°  Si  la  perpendiculaire  AD  tombe  hors  du  triangle 

*  i)      ABG  ,  on  aura  BD  =  GD  —  BG  ,  et  par  conséquent* 

BD  =  CD  +  BG  — aGDxBG.  Ajoutant  de   part  et 
d'autre  AD,  on  en  conclura  de  mêrqe  , 
ÂB  =  BG VÂC  —  2  BG  X  GD. 

PROPOSITION    XIII. 

THÉORÈME. 

f,;,  m.  Dans  un  triangle  ABC,  si  V angle  C  est  obtus, 
le  quarré  du  côté  opposé  AB  seia  plus  grand 
que  la  somme  des  quarrés  des  côtés  qui  com- 
prennent V angle  C  ,  et  si  on  abaisse  Al)  perpefi- 
diculaire  sur  BC ,  la  différence  sera  égale  au 
double  du  lectangleBC  x  CD,  de.  sorte  qu  on  aura, 

ÂB  LrÂG  VbgV  2  BG  X  GD. 

La  perpendiculaire  ne  peut  pas  tomber  au-dedans 

(lu  triangle;  car  si  elle  tombait,  par  exemple,  en  E, 

le  triangle  AGE   aurait  à  la  fois   l'anole  droit  E  et 

''y  '     l'angle  obtus  G,  ce   qui   est  impossible*;  donc  elle 

tombe  au   dehors ,   et    on  a   BD  =  BG  +  GD.   De   là 

♦  3      résulte  *  BD  =  BG  +  GD  H-  2  BG  X  GD.  Ajoutant  de 

part  et  d'autre  P^  et  faisant  les  réductions  comme 

dans  le  théorème   précédent  ,   on    en   conclura  AB 

—  BG  +  ÂG+  2  BG  X  GD. 

Scholie.  Le  triangle  rectangle  est  le  seul  dans  le- 
quel la  somme  des  quarrés  de  deux  côtés  soit  égale 
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au  quarré  chi  troisième  ;  car  si  l'angle  compris  par  ces 
côtés  est  aigu ,  la  somme  de  leurs  quarrés  sera  plus 
grande  que  le  quarré  du  côté  opposé;  s'il  est  obtus, 
elle  sera  moindre. 

PROPOSITION    XIV. 

THÉORÈME. 

Dans  un  triangle  quelconque  ABC ,  si  on  mène  %•  ^a. 
du  sommet  au  milieu  de  la  base  la  ligne  AE ,  je 

dis  qu'on  aura  AB  +  AC=2  AE  + 1 BE. 

Abaissez  la  perpendiculaire  AD  sur  la  base  BC,  le 
triangle  AEC  donnera  par  le  théorème  xii, 

ÂC\=ÂÊ+ËC— 2  EG  X  ED. 
Le  triangle  ABE  donnera  par  le  théorème  xiii , 

ÂbLzÂËVËbV  2  EB  X  ED. 
Donc,  en  ajoutant  et  observant  que  EB=:EC,  on  aura, 

âbVâc = 2  ÂË'-h  2  m 

Corollaire.  Donc,  dans  tout  parallélogramme ,  la 
somme  des  quarrés  des  côtés  est  égale  a  la  somme  des 
quarrés  des  diagonales. 

Car  les  diagonales  AC,  BD,  se  coupent  mutuelle-  Cgii3. 
ment  en  deux  parties  égales  au  point  E*;  ainsi  le  "31,1. 
triangle  ABC  donne  , 

ÂB  +  BC  =  2  ÂË  +  2  ÎBË! 
Le  triangle  ADC  donne  pareillement, 

ÂD -h  Dc'i=  2  ÂË  +  2  DE'. 
Ajoutant  membre  à  membre,  en  observant  que  BE=r: 
DE ,  on  aura  , 

ÂB  +  AD + DG  H- Bc'=r=  4  ÂÊ  +  4  DE'. 

Mais  4AE  est  le  quarré  de  2AE  ou  de  AC;  4  DE 
est  le  quarré  de  BD;  donc  la  somme  des  quarrés  des 
côtés  est  égale  à  la  somme  des  quarrés  des  diagonales. 
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PROPOSITION    XV. 


THEOREME. 


i:g.  i!/i  /^«  ligne  DE,  menée  parallèlement  à  la  base 
d'un  triangle  ABC  ,  divise  les  côtés  AB  ,  AC, 
jjroportionnellement ;  de  sorte  qu'on  a  AD  :  DB 
:  :  AE  :  EG. 

Joignez  BE  et  DC;  les  deux  triangles  BDE,  DEC, 
ont  même  base   DE  ;  ils   ont  aussi  même  hauteur, 
puisque  les  sommets  B  et  C  sont  situés  sur  ime  paral- 
■*  V.      lèle  à  la  base;  donc  ces  triangles  sont  équivalents*. 

Les  triangles  ADE,  BDE,  dont  le  sommet  commun 
est  E,  ont  même  hauteur  et  sont  entre  eux  comme 
*  0.      leurs  bases  AD ,  DB  '*'  \  ainsi  on  a  , 

ADE  :  BDE  :  :  AD  :  DB. 

Les  triangles  ADE,  DEC,  dont  le  sommet  commun 
est  D,  ont  aussi  même  hauteur,  et  sont  entre  eux 
comme  leurs  bases  AE ,  EG  ;  donc, 

ADE  :  DEC  :  :  AE  :  EG. 

Mais  le  triangle  BDE=rDEG;  donc,  à  cause  du 
rapport  commun  dans  ces  deux  proportions,  on  en 
conclura  AD  :  DB  :  :  AE  :  EG. 

Corollaire  L  De  là  résulte  componendo  AD-f-DB: 
AD  :  :  AE  +  EG  :  AE ,  ou  AB  :  AD  :  :  AC  :  AE ,  et  aussi 
AB  :  BD  :  :  AG  :  GE. 
fjg.  ii5.  Corollaire  IL  Si  entre  deux  droites  AB,  QXi ,  on 
mené  tant  de  parallèles  qiCon  voudra  AG,  EF,  GH, 
BD ,  etc. ,  ces  droites  seront  coupées  proportionnelle- 
ment, et  on  «ttra'AE  :  GF  :  :  EG  :  FH  :  :  GB  :  HD. 

r.ar  soit  O  le  point  de  concours  des  droites  AB  ^ 
GD  ;  dans  le  triangle  OEF ,  où  la  ligne  AG  est  menée 
parallèlement  à  la  base  EF,  on  aura  OE  :  AE  :  :  OF  : 
GF ,  ou  OE  :  OF  :  :  AE  :  GF.  Dans  le  triangle  OGII,  on 
aura  semblablement  OE  :  EG  :  :  OF  :  FH,  ou  OE  :  OF 
::EG:FH;   donc,   à  cause  du  rapport   commun  : 
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(^E:OF,  ces  deux  proportions  donnent  AE  :  CF  :  : 
EG  :  FH.  On  démontrera  de  la  même  manière  que  EG  : 
FH  ::GB:HD,  et  ainsi  de  suite;  donc  les  lignes  AB, 
CD,  sont  coupées  proportionnellement  par  les  paral- 
lèles EF,  GH,  etc. 

PROPOSITION  XVI. 

THÉORÈME. 

Réciproquement  si  les  côtés  AB ,  AG  ,  sont  cou-  H-  ^  ''■ 
pés  proportionnellement  par  la    ligne  DE ,  en 
sorte  qu'on  ait  AD  :  DB  :  :  AE  :  EG ,  je  dis  que  la 
ligne  DE  sera  parallèle  à  la  base  BC. 

Car  si  DE  n'est  pas  parallèle  à  BG ,  supposons  que 
DO  en  soit  une;  alors,  suivant  le  théorème  précé- 
dent, on  aura  AD:BD:  :  AO:OG.  Mais,  par  hypo- 
thèse, AD:DB::  AE:  EG;  donc  on  aurait  AO:OG:: 
AE:EC;  proportion  impossible,  puisque  d'une  part 
l'antécédent  AE  est  plus  grand  que  AO ,  et  que  de 
l'autre  le  conséquent  EG  est  plus  petit  que  OC  ;  donc 
la  parallèle  à  BG  menée  par  le  point  D  ne  peut  diffé- 
rer de  DE  ;  donc  DE  est  cette  parallèle. 

Scholie.  La  même  conclusion  aurait  lieu  si  on  sup- 
posait la  proportion  AB: AD:: AG:AE.  Car  cette  pro- 
portion donnerait  AB — AD:AD::AG — AE:AE,  ou 
BD:AD::GE:AE. 

PROPOSITION  XVII. 

THÉORÈME. 

La  ligne  kl) ,  qui  divise  en  deux  parties  égales  6g.  117. 
l'angle  BAC  d'un  triangle  ^  divisera  la  base  BG 
en  deux  segments  BD  ,  DC ,  proportionnels  aux 
côtés  adjacents  AB,  AC;  de  sorte  qu'on   aura 
BD:DC::  AB:AG. 
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Par  le  point  G  menez  CE  parallèle  à  AD  jusqu'à  la 
rencontre  de  BA  prolongé. 

Dans  le  triangle  BGE,  la  ligne  AD  est  parallèle  à  la 
*i5.     base  CE;  ainsi  on  a  îa  proportion  *, 
BD:DG::AB:AE. 
Mais  le  triangle  AGE  est  isoscèle;  car,  à   cause   des 
parallèles  AD ,  GE ,  l'angle  AGE=r:DAG,  et   l'angle 
*24,i.  AEG=rBAD  *  :    or,    par    hypothèse,   DAG=BAD; 
'  i3, 1.   donc   l'angle    AGE;=AEG,  et  par  suite  AE=:AG  *; 
substituant  donc  AG  à  la  place  de  AE  dans  la  propor- 
tion précédente,  on  aura, 

BD:DG::AB:AG. 

PROPOSITION  XVIII. 

THÉORÈME. 

Deux  triangles  équiangîes  ont  les  côtés  homo- 
logues proportionnels  et  sont  semblables. 
%•  "9-  Soient  ABG,  GDE,  deux  triangles  qui  ont  les  an- 
gles égaux  chacun  à  chacun ,  savoir  BAG^irCDE, 
ABG=:DGE,  et  AGB=DEG;je  dis  que  les  côtés 
homologues  ou  adjacents  aux  angles  égaux,  seront 
proportionnels,  de  sorte  qu'on  aura  BG:GE::AB: 
GD::AG:DE. 

Placez  les  côtés  homologues  BG,  GE,  dans  la  même 
direction,  et  prolongez  les  côtés  BA,  ED ,  jusqu'à  ce 
qu'ils  se  rencontrent  en  F. 

Puisque  BGE  est  une  ligne  droite,  et  que   l'angle 
*24,i.  BGA=CED,  il  s'ensuit  que  AG  est  parallèle  à  DE  *. 
Pareillement,  puisque  l'angle  ABGrzrDGE,  la  ligne 
AB  est  parallèle  à  DG  ;  donc  la    figure  AGDF  est  un 
parallélogramme. 
*  i5.  Dans  le  triangle  BFE  la  ligne  AG  est  parallèle  à  la 

base  FE,  ainsi  on  a  BG:GE::BA:  AF*.  A  la  place  de 
AF  mettant  son  égale  GD,  on  aura, 
BG:GE::BA:GD. 
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Dans   le    même   triangle  BFE,  si   on   regarde   I3F 
comme  la  base,  CD  est  une  parallèle  à  cette  base,  et 
on  a  la  proportion  BG  :CE::  FD:DE.  A   la   place  de 
FD  mettant  son  égale  AG,  on  aura, 
BG:GE::AG:DE. 

Enfin  de  ces  deux  proportions  qui  contiennent  le 
même  rapport,  BG:GE,  on  peut  conclure  aussi, 
AG:DE::BA:GD. 

Donc  les  triangles  équiangles  BAC ,  GDE  ,  ont  les 
côtés  homologues  proportionnels  :  mais,  suivant  la 
définition  II,  deux  figures  sont  semblables,  lorsque 
elles  ont  à, la  fois  les  angles  égaux  chacun  à  chacun, 
et  les  côtés  homologues  proportionnels  ;  donc  les 
triangles  équiangles  BAG,  GDE,  sont  deux  figures 
semblables. 

Corel/aire.  Pour  que  deux  triangles  soient  sembla- 
bles, il  suffit  qu'ils  aient  deux  angles  égaux  clia.cnn  à 
chacun,  car  alors  le  troisième  sera  égal  de  part  et 
d'autre,  et  les  deux  triangles  seront  équiangles. 

Scholie.  Piemarquez  que,  dans  les  triangles  sem- 
blables ,  les  côtés  homologues  sont  opposés  à  des 
angles  égaux;  ainsi  l'angle  AGB  étant  égal  à  DEG  ,  le 
côté  AB  est  homologue  à  DG  ;  de  même  AG  et  DE  sont 
homologues  comme  étant  opposés  aux  angles  égaux 
ABG,  DGE  :  les  côtés  homologues  étant  reconnus,  on 
forme  aussitôt  les  proportions  : 

AB:UG::AG:DE::BG:GE. 

PROPOSITION  XIX. 

THÉORÈME. 

Deux  triangles  qui  ont  les  côtés  homologues 
proportionnels^  sont  équiangles  et  semblables. 

Supposons   qu'on   ait  BG:EF:  :  AB:DE:  :AG:DF,    fig.  120. 
je  dis  que  les  triangles  ABG,  DEF,  auront  les  angles 
égaux,  savoir,  A=:D,  Bir^E,  G=:F. 
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Faites  au  point  E  l'angle  FEG=B  et  au  point  F 
l'angle  EFGr=:G,  lo.  troisième  G  sera  égal  au  troi- 
sième A ,  et  les  deux  triangles  ABC  ,  EFG  ,  seront 
équiangles  ;  donc  on  aura  par  le  théorème  précédent 
BG:EF::AB:EG  :  mais,  par  hypothèse,  BC:EF:: 
AB:  DE  5  donc  EG=:DE.  On  aura  encore,  par  le 
même  théorème,  BG:EF:  :AG:FG;  or  on  a,  par  hy- 
pothèse ,  BG  :  EF  ::  AG  :  DF ,  donc  FGrr^DF;  donc 
les  triangles  EGF,   DEF,   ont   les  trois   côtés  égaux 

*  II.  ^-  chacun  à  chacun;  donc  ils  sont  égaux*.  Mais,  par 
construction ,  le  triangle  EGF  est  équiangle  au  trian- 
gle ABC;  donc  aussi  les  triangles  DEF,  ABC,  sont 
équiangles  et  semhlables. 

Scholie  I.  On  voit  par  ces  deux  dernières  proposi- 
tions, que  dans  les  triangles,  l'égalité  des  angles  est 
une  suite  de  la  proportionnalité  des  côtés,  et  ré- 
ciproquement ,  de  sorte  qu'une  de  ces  conditions 
suffit  pour  assurer  la  similitude  des  triangles.  Il  n'en 
est  pas  de  même  dans  les  figures  de  plus  de  trois 
côtés;  car,  dès  qu'il  s'agit  seulement  des  quadrila- 
tères, on  peut,  sans  changer  les  angles,  altérer  la 
proportion  des  côtés ,  ou ,  sans  altérer  les  côtés , 
changer  les  angles  ;  ainsi  la  proportionnalité  des 
côtés  ne  peut  être  une  suite  de  l  égalité  des  angles,  ni 

Cg.  121.  'vice  ^ersâ.  On  voit,  par  exemple,  qu'en  menant  EF 
parallèle  à  BC,  les  angles  du  quadrilatère  AEFD 
sont  égaux  à  ceux  du  quadrilatère  ABGD  ;  mais  la 
proportion  des  côtés  est  différente  :  de  même ,  sans 
changer  les  quatre  côtés  AB,  BG,  GD,  AD,  on  peut 
rapprocher  ou  éloigner  le  point  B  du  point  D  ,  ce  qui 
altérera  les  angles. 

Scholie  II.  Les  deux  propositions  précédentes  qui 
n'en  font  proprement  qu'une,  jointes  à  celle  du 
quarré  de  l'hypoténuse ,  sont  les  propositions  les  plus 
importantes  et  les  plus  fécondes  de  la  géométrie; 
elles  suffisent  presque  se\xles  à  toutes  les  applications 
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et  à  la  résolution  de  tous  les  problèmes  :  la  raison  en 
est  que  toutes  les  figures  peuvent  se  partager  en 
triangles,  et  un  triangle  quelconque  en  deux  trian- 
gles rectangles.  Ainsi  les  propriétés  générales  des 
triangles  renferment  implicitement  celles  de  toutes  les 
figures. 

PROPOSITION   XX. 

THÉORÈME. 

Deux  triangles  qui  ont  un  angle  égal  compris 
entre  cotés  proportionnels  ^  sont  semblables. 

Soit  l'angle  A  =  D,  et  supposons   qu'on  a  AB  :   fig.  12 
DE  :  :  AC  :  DF  ;  je  dis  que  le  triangle  ABC  est  sem- 
blable à  DEF. 

Prenez  AG  :=:  UE  et  menez  GH  parallèle  à  BG, 
l'angle  AGH  sera  égal  à  l'angle  ABC*;  et  le  triangle  «a^.i. 
AGH  sera  équiangle  au  triangle  ABC  ;  on  aura  donc 
AB:AG  ::  AC:AH:  mais,  par  hypothèse  ,  AB:DE:; 
AC  :  DF ,  et  par  construction  AG  :=  DE  ;  donc  AH  = 
DF.  Les  deux  triangles  AGH  ,  DEF  ,  ont  donc  un 
angle  égal  compris  entre  côtés  égaux;  donc  ils  sont  ^ 
égaux.  Or  le  triangle  AGH  est  semblable  à  ABC;  donc 
DEF  est  aussi  semblable  à  ABC. 

PKOPOSITIOJN    XXL 

T  H  ÉOR  KM  E. 

Deux  triangles  qui  ont  les  côtés  homologues 
par^alleles,  ou  qui  les  ont  perpendiculaires  cha- 
cun à  chacun ,  sont  semblables. 

Car,  1°  si  le  côté  AB  est  parallèle  à  DE  ,  et  BC  à   t^_  ,,? 
EF ,  l'angle  ABC  sera  égal  à  DEF*  ;  si  de  plus  /VC  est 
(varallèle  à  DF,  l'angle  ACB  sera  égal  à  DFE  ,  et  aussi 
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BAC  à  EUF  :  donc  les  triangles  ABC,  DEF ,  soni 
équiangles  ;  donc  ils  sont  semblables. 
fig.a4.  2°  Soit  le  côté  DE  perpendiculaire  à  AB,  et  le 
côté  DF  à  AC  ;  dans  le  quadrilatère  AIDII  les  deux 
angles  1  et  H  seront  droits;  les  quatre  angles  valent 
*2o,  I.  ensemble  quatre  angles  droits  *;  donc  les  deux  res- 
tants lAH  ,  IDH,  valent  deux  angles  droits.  Mais  les 
deux  angles  EDF ,  IDH ,  valent  aussi  deux  angles 
droits  ;  donc  l'angle  EDF  est  égal  à  lAH  ou  BAC  : 
pareillement  si  le  troisième  coté  EF  est  perpendi- 
culaire au  troisième  BC,  on  démontrera  que  i'angle 
DFE  =  G,  et  DEF==B  5  donc  les  deux  triangles  ABC, 
DEF,  qui  ont  les  côtés  perpendiculaires  chacun  à 
chacun  ,  sont  équiangles  et  semblables. 

Scholie.  Dans  le  cas  des  côtés  parallèles ,  les  côtés 
homologues  sont  les  côtés  parallèles,  et,  dans  celui 
des  côtés  perpendiculaires  ,  ce  sont  les  côtés  perpen- 
diculaires. Ainsi,  dans  ce  dernier  cas,  DE  est  houio- 
logue  à  AJ3,  m^  a  AC,  et  EF  à  BC. 

Le  cas  des  côtés  perpendiculaires  pourrait  offrir 
une  situation  relative  des  deux  triangles ,  dii'férenie 
de  celle  qui  est  supposée  dans  la  fig.  124;  mais  l'éga- 
/  lité  des  angles  respectifs  se  démontrerait  toujours  , 
soit  par  des  quadrilatères  tels  que  AIDH,  dont  deux, 
angles  sont  droits,  soit  par  la  comparaison  de  deux 
triangles  qui ,  avec  des  angles  opposés  au  sommet , 
auraient  chacun  un  angle  droit  :  d ailleurs,  on  pour- 
rait toujours  supposer  quon  a  construit  au-dedans 
du  triangle  ABC  un  triangle  DEF,  dont  les  côtés 
seraient  parallèles  à  ceux  du  triangle  comparé  à  ABC, 
et  alors  la  déuionstration  rentrerait  dans  le  cas  de  b 
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PROPOSITION   XXI L 

THEOREME. 

Les  lignes  AF,  AG,  etc.,  menées  comme  on  vou-  fig.  ns. 
dra  par  le  sommet  d'un  triangle,  divisent  propor- 
tionnellement la  hase  BC  et  sa  parallèle  DE ,  de 
sorte  qu'on  a  DI  :  BF  :  :  IK  :  FG  :  :  KL  :  GH  ,  etc. 
Car,  puisque  DI  est  parallèle  .à  BF,  le  triangle 
ADI  est  équiangle  à  ABF,  et  on  a  la  proportion 
DI:BF::  AI:AF  ;  de  même  IK  étant  parallèle  à  FG, 
on  a  AI:AF  ::  IK:FG  ;  donc,  à  cause  du  rapport 
commun  AI:AF,  on  aura  DI:BF  ::  IK:FG.  On  trou- 
vera semblablement  IKrFG  ::  KL.GH,  etc.;  donc  la 
ligne  DE  est  divisée  aux  points  I,  K,  L,  comme  la 
base  BG  l'est  aux  points  F,  G,  H. 

Corollaire.  Donc ,  si  BG  était  divisée  en  parties 
égales  aux  points  F,  G,  H,  la  parallèle  DE  serait  di- 
visée de  même  en  parties  égales  aux  points  I,  K,  L. 

PROPOSITION    XXIII. 

THÉORÈME. 

Si  de  r angle  droit  A  d'un  triangle  rectangle  on  gg.  i,fi. 
abaisse  la  perpendiculaire  kY)  sur  V  lijpotènuse  ^ 

lo  Les  deux  triangles  partiels  ABD,  ADC, 
seront  semblables  entre  eux  et  au  triangle  total 
ABC; 

2"  Chaque  côté  AB  ou  AG  sera  moyen  pro- 
portionnel entre  V hypoténuse  BC  et  le  segment 
adjacent  BD  o«  DC  ; 

!3«  La  perpendiculaire  kTi  sera  moyenne  pro- 
portionnelle entre  les  deux  segments  BD,  DC. 

Car,  1"  le  triangle  BAD  et  le  triangle  BAC  ont 
l'angle  commun  B  ;  de  plus  l'angle  droit  BDA  est 
égal  à  l'angle  droit  BAC  ;  donc  le  troisième  angle 
CAL)  de  l'un  est  égal  au  troisième  C  de  l'autre'  j  donc 

6. 
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ces  (IcMix  triangles  sont  équiaiigles  et  st^iiihlaMes.  Ou 
démontrera  de  même  que  le  triangle  DAC  est  sem- 
blable au  triangle  BAC;  donc  les  trois  triangles  sont 
équiangles  et  semblables  entre  eux. 

2°  Puisque  le  triangle  BAD  est  semblable  au  trian- 
gle BAC,  leurs  côtés  bomologues  sont  proportionnels. 
Or,  le  côté  BD  dans  le  petit  triangle  est  homologue 
à  BA  dans  le  grand  ,  parce  qu'ils  sont  opposés  à  des 
angles  égaux ,  BAD,  BCA  ;  l'hypoténuse  BA  du  petit 
est  homologue  à  l'hypoténuse  BG  du  grand  ;  donc  on 
peut  former  la  proportion  BD  :  BA  ::  BA  :  BG.  On 
aurait  de  la  même  manière  DG:  AC  ::  AG;BG;  donc, 
2"  chacun  des  côtés  AB  ,  AG,  est  moyen  propor- 
tionnel entre  l'hypoténuse  et  le  segment  adjacent  à 
ce  côté. 

.^"  Enfin,  la  similitude  des  triangles  ABD,  A  OC, 
/ionne  ,  en  comparant  les  côtés  homologues  ,  BD: 
AD::AD:DG;  donc,  3'^'  la  perpendiculaire  AD  est 
moyenne  proportionnelle  entre  les  segments  BD,  DC 
de  l'hypoténuse. 

ScJiolie.  La  proportion  BD  :  AB  ::  7\.B:BG  donne, 
en  égalant  le  produit  des  extrêmes  à  celui  des  moyens, 

Âb'=:  BD  X  BG.   On   a    de    même    AG=:  DG  x  BC  , 

donc  ÂnVÂG^BD  X  BG-+-  DG  x  BG  ;  le  second 
membre  est  la    même  chose  que   (BD+DG)  x  BC, 

et  il  se  réduit  à   BG  x  BG  ou    BG  ;   donc  on   a   Ali 

-f-AG  =  BG;  donc  le  quarré  lait  sur  1  hypoténuse 
BC  est  égal  à  la  somme  des  quarrés  faits  sur  les  deux 
autres  côtés  AB  ,  AG.  Nous  retombons  ainsi  sur  la 
proposition  du  quarré  de  l'hypoténuse  par  une  voie 
très-différente  de  celle  que  nous  avions  suivie  ;  d'où 
l'on  voit  qu'à  proprement  parler  ,  la  proposition  du 
quarré  de  Ihypoténuse  est  une  suite  de  la  propor- 
tionnalité  i\es   côtés    dans   les    triangles    équiangles. 
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Ainsi  les  propositions  fondamentales  île  la  géométrie 
se  réduisent,  pour  ainsi  dire,  à  celle-ci  seule,  que 
les  triangles  équiangles  ont  leurs  côtés  homologues 
proportionnels. 

Il  arrive  souvent ,  comme  on  vient  d'en  voir  un 
exemple,  qu'en  tirant  des  conséquences  d'une  ou  de 
plusieurs  propositions,  on  retombe  sur  des  proposi- 
tions déjà  démontrées.  En  général, 'ce  qui  caractérise 
particulièrement  les  théorèmes  de  géométrie,  et  ce 
qui  est  ime  preuve  invincible  de  leur  certitude ,  c'est 
qu'en  les  combinant  ensemble  d'une  manière  quel- 
conque, pourvu  qu'on  raisonne  juste,  on  tombe 
toujours  sur  des  résultats  exacts.  Il  n'en  serait  pas  de 
même  si  quelc{ue  proposition  était  fausse,  ou  n était 
vraie  qu'à-peu-près  ;  il  arriverait  souvent  que  ,  par 
la  combinaison  des  propositions  entre  elles,  l'erreur 
s'accroîtrait  et  deviendrait  sensible.  C'est  ce  dont  on 
voit  des  exemples  dans  toutes  les  démonstrations  où 
nous  nous  servons  de  la  réduction  a  l'absurde.  Ces 
démonstrations  ,  où  l'on  a  pour  but  de  prouver  que 
deux  quantités  sont  égales,  consistent  à  faire  voir  que, 
s'il  y  avait  entre  elles  la  moindre  inégalité,  on  serait 
conduit  par  la  suite  des  raisonnements  à  une  absur- 
dité manifeste  et  palpable  ;  d'où  l'on  est  obligé  de 
conclure  que  ces  deux  quantités  sont  égales. 

Corollaire,  Si  d'un  point  A  de  la  circonférence  on  %.  la: 
mène  les  deux  cordes  AB  ,  AC  ,   aux  extrémités  du 
diamètre  iiC  ,  le  triangle  BAC  sera  rectangle  en  A  *  ;   *  i8,  j 
donc,  i^  la  perpendiculaire  AD  est  niojenne  pro9br- 
tionnelle  entre  les  deux  segments  BD ,    DC,    du  dia- 
mètre, ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  quarré  AD 
est  égal  au  rectangle  BD  X  DC. 

a**  La  corde  AB  est   moyenne  proportionnelle  entre 
le  diamètre  BC   et  le  segment  adjacent  BD  ,  ou,   ce 

qui    revient    au    tnème  ,   AB::-^BD  x  BC,    On   a  ^em- 
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bablemein    Àg'=CD  x  BG  y  donc   ÂB  :ÂC  ::  BD  :  DG  ; 

et  si  on  compare  AB  à  BG,  on  aura  AB  :  BG  *:  BD  :  BG  ; 

on  aurait  de  même  AG:BG  ::  DG:BG.  Ges  rapports 
des  quarrés  des  côtés ,  soit  entre  eux  ,  soit  avec  le 
quarré  de  l'hypoténuse,  ont  été  déjà  donnés  dans  les 
Gorol.  m  et  iv  de  la  prop.  xi. 

PROPOSITION    XXIV. 

théouême. 

.  Deux  triangles  qui  ont   un  angle  égal  sont 

entre  eux   comme    les  rectangles   des  côtés  qui 

ras.  comprennent  V angle  égal.  Ainsi  le  triangle  ABC 

est  au  tiiangle  ADE  comme  le  rectangle  k^x  AC 

est  au  rectangle  AD  x  AE. 

Tirez  BE  ;  les  deux  triangles  ABE,  ADE,  dent  le 
sommet  commun  est  E,    ont  même  hauteur,  et  sont 
*'^.    entre  eux  comme  leurs  bases  AB,  AD*;  donc, 
ABE:ADE::AB:AD. 
On  a  de  même, 

ABG:ABE::  AG:AE. 
Mnltipliant  ces  deux  proportions  par  ordre,  et  omet- 
tant le  commun  terme  ABE,  on  aura, 

ABC  :  ADE  :  :  AB  X  AG  :  AD  X  AE. 
Corollaire.   Donc  les  deux  triangles  seraient  équi- 
valents ,  si  le  rectangle  AB  X  AG  était  ésral  au  rectan- 
gle  ADxAE,    ou  si  on  avait  AB:  AD  ::  AE:AG,  ce 
qui  aurait  lieu  si  la  ligne  D(]  était  parallèle  à  BE. 

PROPOSITION    XXV. 

THÉORÈME. 

Deux    triangles    semblables  sont   entre    euj& 
eonime  les  quarrés  des  cotés  homologues . 
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Soit  l'angle  A=D  et  l'angle  B=E  ;  d'abord  à  cause  %.  12». 
des  angles  égaux  A  et  D,   on   aura  ,    par   la  proposi- 
tion précédente, 

ABGrDEF  ::  AB  X  AG:  DEx  DF. 
On  a  d'ailleurs,  à  cause  delà  similitude  des  triangles, 

AB:DE::AG:DF. 
Et  si  on  multiplie  cette  proportion  terme  à  terme  par 
la  proportion  identique, 

AC:Dr::AG:DF, 
il  en  résidtera  , 

A  B  X  AG .  DE  X  DF  :  :  Âc':  Df' 
Donc  , 

ABGiDEF.:  AG:DF' 
Donc  deux   triangles  semblables   ABG ,  DEF,  sont 
entre  eux  comme  les  quarrés  des  côtés  homologues 
AG,  DF,  ou  comme  les  quarrés  de  deux  autres  cotés 
homologues  quelconques. 

PROPOSITION    XXVI. 

théorÈmb. 

Deux  polygones  semblables  sont  composés 
d'un  même  nombre  de  triangles  semblables  cha- 
cun à  chacun  et  semblable  ment  disposés. 

Dans  le  polygone  ABGDE,  menez  d'un  même  angle  fig.  129. 
A  les  diagonales  AG,  AD  aux  autres  angles.    Dans 
l'autre  polygone  FGHIK ,  menez  semblabiement  de 
l'angle  F  homologue  à  A,  les  diagonales  FH,  FI  aux 
autres  angles. 

Puisque  les  polygones  sont  semblables,  l'angle  ABG 
est  égal  à  son  homologue  FGH  *,  et  de  plus  les  côtés  *déf.  ?.. 
AB,  BG ,  sont  proportionnels  aux  côtés  FG,  GH  ;  de 
sorte  qu'on  a  AB:FG::  BG:GH.  Il  suit  de  là  que  les 
triangles  ABC ,  FGH  ,  ont  un  angle  égal  compris 
entre  côtés    proportionnels;    donc  ils    sont  sembla- 
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*  ao.  bles  *  ;  donc  l'angle  BC.\  est  e'gal  à  GHF.  Ces  angles 
égaux  étant  retranchés  des  angles  égaux  BCD,  GHI, 
les  restes  ACD,  FHl  seront  égaux  :  mais  puisque  les 
triangles  ABC,  FGH  sont  semblables,  on  a  AG: 
FH  ::  BC:GH;  d'ailleurs,  à  cause  de  la  similitude  des 
*déf.  2.  polygones  *  ,  BC  :  GH  ::  CD  :  HI  ;  donc  AC  :  FH  :  : 
CDrHI  :  mais  on  a  déjà  vu  que  l'angle  ACD=:FHI  ; 
donc  les  triangles  ACD,  FHl,  ont  un  angle  égal  com- 
pris entre  côtés  proportionnels,  donc  ils  sont  sem- 
blables. On  continuerait  de  même  à  démontrer  la 
similitude  des  triangles  suivants,  quel  que  fût  le  nom- 
bre des  côtés  des  polygones  proposés  ;  donc  deux 
polygones  semblables  sont  composés  d'un  même 
nombre  de  triangles  semblables  et  semblablemeni 
disposés. 

Schcîie.  La  proposition  inverse  est  également  vraie  : 
Si  deux  polygones  sont  composés  d'un  même  nombre 
de  triangles  semblables  et  semblablenient  disposés ,  ces 
deux  polygones  seront  semblables. 

Car  la  similitude  des  triangles  respectifs  donnera 
l'angle  ABC  =  FGH,  BGA  =  GHF,  ACDr^FHl;  donc 
BCD  1=  GHI,  de  même  C4)E  =  HIK,  etc.  De  plus,  on 
aura  AB  :  FG  :  :  BC  :  GH  :  :  AC  :  FH  :  :  CD  :  HT,  etc.  ;  donc 
les  deux  polygones  ont  les  angles  égaux  et  les  côtés 
proportionnels;  donc  ils  sont  semblables. 

PROPOSITION    XXVll. 

THÉORÈME. 

Les  contours  ou  périmètres  des  polygones  sem- 
hlables sont  comme  les  côtés  homologues^  et  leurs 
surfaces  sont  comme  les  quarrés  de  ces  méme.s 
côtés. 
Sç.  129.  Car,  1"  puisquon  a,  par  la  nature  des  iigurea 
semblables  ,  AB  :  FG  ::  BC  :  GH  ::  CD  :  Hi,  etc.  ,  u» 
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peut  conciiire  de  celle  suite  de  rapports  égaux  :  La 
somme  des  antécédents  AB  +  BG  +  CD,  etc.,  péri- 
mètre de  la  première  figure,  est  à  la  somme  des  consé- 
quents FG-f-GH+HI,  Ole. ,  périmètre  de  la  seconde 
figure ,  comme  un  antécédent  est  à  son  conséquent , 
ou  comme  le  côté  AB  est  à  son  homologue  FG. 

a''  Puisque  les  triangles  ABC,  FGH  sont  sembla- 
bles ,  on  a  *  ABC  :  FGH  ::  ÂC  :  FH';  de  même  les   *  ^5. 
triangles  semblables  ACD,  FHl,  donnent  ACD  :  FHl 
::   AC  :  FH  ;    donc  ,    à    cause  du  rapport   commun 
AC  ;  FH,  on  a, 

ABC:  FGH  ::  ACD  :  FfH. 
Pa»   un  raisonnement  semblable  on  trouverait, 

ACD.FHI  ::  ADEiFHC; 
et  ainsi  de  suite,  s'il  y  avait  un  plus  grand  nombre 
de  triangles.  De  cette  suite  de  rapports  égaux  on  con- 
clura :  La  somme  des  antécédents  ABC+ACD+ADE, 
ou  le  polygone  ABGDE  ,  est  à  la  somme  des  consé- 
quents FGH-hFHI+FlK,  ou  au  polygone  FGHIK, 
comme  un  antécédent  ABC  est  à  son  conséquent 
FGH,  ou  comme  AB  est  à  FG  ;  donc  les  surfaces  des 
polygones  semblables  soitt  entre  elles  comme  les  quar- 
rés  des  côtés  homologues. 

Corollaire.  Si  on  construit  trois  figures  semblables 
dont  les  côtés  homologues  soient  égaux  aux  trois 
côtés  d  un  triangle  rectangle ,  la  figure  faite  sur  le 
grand  côté  sera  égale  à  la  somme  des  deux  autres  : 
car  ces  trois  figures  sont  proportionnelles  aux  quarrés 
de  leurs  côtés  homologues;  or,  le  quarré  de  l'hypo- 
ténuse est  égal  à  la  somme  des  quarrés  des  deux  autres 
côtés  ;  donc  ,  etc. 


go  GEO  MET  II  lE. 

PROPOSITION  XXVUI. 


TII  EOREME, 


fîg.  i3o.        i^e  parties  de  deux  cordes  AB,    CD,    qui  se 
coupent    dans    un   cercle,   sont    réciproquement 
proportionnelles^    c  est-a-dire  quoii  a   AO  :  DO 
:  :  c:0  :  OB. 

Joignez  AG  et  BD  :  dans  les  triangles  ACO,  BOD  , 
les  angles  en  O  sont  égaux  comme  opposés  au  som- 
met ;  l'angle  A  est  égal  à   l'angle  D,  parce    qu'ils  sont 

*i'^,-x.  inscrits  dans  le  même  segment*;  parla  m^me  raison 
l'angle  G=B;  donc  ces  triangles  sont  semblables,  et 
les  côtés  homologues  donnent  la  proportion  AO  :  DO 
::  CO:OB. 

Corollaire.  On  tire  de  là  AO  X  OBr=:DO  X  GO  :  donc 
le  rectangle  df  s  deux  parties  de  l'une  des  cordes  est 
égal  au  rectangle  des  deux  parties  de  l'autre. 

PROPOSITION  XXIX. 


THEOREME. 


H-  '3i.  Si  d' un  même  point  O,  j)ris  hors  du  cercle.,  on 
mène  les  sécantes  OB,  OC,  terminées  à  C  arc  con- 
cave BC,  les  sécantes  entières  seront  réciproque- 
ment proportionnelles  (i  leurs  parties  exuérieures  , 
c  est-à-dire  quon  aura  OB  :  OC  :  :  OD  :  OA. 

Gar,  enjoignant   AC,  BD,  les  triangles  OAG,  OBD, 
'^>2.   ,)„t  l'angle  O  commun;  de  plus  l'angle  BzrrG*;    donc 
ces  triangles  sont  semblables;  et  les  côtés  homologues 
donnent  la  proportion, 

OB:OG:.OD  :  OA. 
Corollaire.  Donc  le  rectangle  OAxOB,  est  égal  au 
rectangle  OGxOD. 

Scholie.  On  peut    remarquer  que  cette  proposition 
a  beaucoup   d'analogie  avec  la  précédente,  et  qu'elle 


n'en  diltère  qu'en  ce  que  les  deux  cordes  AB,  CD, 
au  lieu  de  se  couper  dans  le  cercle ,  se  coupent 
au  dehors.  La  proposition  suivante  peut  encore  être 
regardée  comme  un  cas  particulier  de  celle-ci. 

PROPOSITION    XXX. 

THÉORÈME. 

M  (Vun  même  point  O  pris  hors  du  cercle  on  fig.  iSa. 
mené  une  tangente  O  A  et  une  sécante  OC ,   la 
tangente  sera  moyenne  proportionnelle  entre  la 
sécante  et  sa  partie  extérieure  ;    de  sorte  quon 
aura  OC  :  OA  :  :  OA  :  OD  ;  ou ,  ce  qui  revient  au 

même,  ÔA=rOCxOD. 

Car,  en  joignant  AD  et  AC  ,  les  triangles  OAD, 
OAC,  ont  l'angle  O  commun  ;  de  plus  l'angle  OAD, 
formé  par  une  tangente  et  une  corde  *,  a  pour  mesure  ^9«  3. 
la  moitié  de  l'arc  AD,  et  l'angle  C  a  la  même  mesure; 
donc  l'angle  OAD=G  ;  donc  les  deux  triangles  sont 
send)lal)les  et  on  a  la  proportion, 
OC:OA::OA:OD, 

qui  donne  OA--=rOCxOD. 

PROPOSITION     XXX. 

T  H  É  O  R  È  M  E. 

Dans  un  triangle  ABC ,  si  on  divise  V angle  A  en  deux  ^g-  ^•^^■ 
parties  ('gales  par  la  ligne  AD  ,  h  rectangle  des  côtés  AB , 
AC,  sera  égal  au  rectangle  des  segments  BI),  DC,  plus  au 
quarré  de  la  sécante  AD. 

Faites  passer  une  circonférence  par  les  trois  points  A,  B, 
C,  prolongez  AD  jusqu'à  la  circonférence,  et  joignez  CE. 

Le  triangle  BAD  est  semblable  au  triangle  EAC  ;  car,  par 
hypothèse,  l'angle  BAD:z=EAC  ;  de  plus  l'angle  B=z:E, 
puisqu'ils  ont  tous  deux  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  AC , 
donc  ces  triangles  sont  semblables ,  et  les  côlés  homologues 
donnent  la  proportion  B  A  :  AE  :  :  AD  :  AC  :  de  là  lésulte 
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BAXAC^^AEXAD;    mais  AE=::  AD-f-DE,    et  en  multi- 
pliant de  part  et  d'autre   par  AT),  ou  a  AExAl)  =  AD-|- 
*23.    VDxDE;  d'ailleurs  AD xDEi=:BDxDC  *;  donc  enfin 

BA  X  AC  =  AD+BD  X  DC. 
PROPOSITION    XXXIl. 

THÉORÈME. 

fig.  i34.  Dans  tout  triangle  ABC,  le  rectangle  des  (leur  côtés  AB, 
AC,  est  égal  au  rectangle  compris  par  le  diamètre  CE  du 
cercle  circonscrit  et  la  perpendiculaire  AD  abaissée  sur  le 
troisième  côté  BC. 

Car,  en  joignant  AE,  les  triangles  ABD,  AEC,  sont  rec- 
tangles, l'un  en  D,  l'autre  en  A;  de  plus  l'angle  B=E;  donc 
ces  triangles  sont  semblables  ,  et  ils  donnent  la  proportion 
AB:CE::AD:AC;    d'où  résulte  ABXAC  =  CE X AD. 

Corollaire.  Si  on  multiplie  ces   quantités  égales  par  la 

même  quantité  BC,  on  aura  ABxACxBC:=:CEx  ADxBC. 

*  6.   Or,  ADxBC  est  le  double  de  la  surface  du  triangle*  ;  donc 

le  produit  des  trois  côtés  cVun  triangle  est  égal  à  sa  surface 

niultij)liée  par  le  double  du  diamètre  du  cercle  circonscrit. 

Le  produit  de  trois  lignes  s'appelle  quelquefois  un  io/;'<^f, 
par  une  raison  qu'on  verra  ri-aprcs.  Sa  valeur  se  conçoit 
aisément,  en  imaginant  que  les  lignes  sont  réduites  en  nom- 
bres, et  multipliant  les  nombres  dont  il  s'agit. 

Scholie.  On  peut  démontrer  aussi  que  la  surface  d'un 
triangle  est  égale  ii  son  périmètre  nniltiplié  par  la  moitié  du 
rayon  du  cercle  inscrit. 
fig.  S;.  Car  les  triangles  AOB,  BOC,  AOC,  qui  ont  leur  sommet 
commun  en  O,  ont  pour  hauteur  commune  le  rayon  du 
cercle  inscrit  ;  donc  la  somme  de  ces  triangles  sera  égale  a 
la  somme  des  bases  AB,  BC ,  AC ,  multipliée  par  la  moitié 
du  rayon  OD  ;  donc  la  surface  du  triangle  ABC  est  égale 
à  son  périmètre  multiplié  par  la  moitié  du  rayon  du  cercle 
inscrit. 


L  IV  R  H      I  1  I.  ^3 

PROPOSITION    XXXlli. 

THÉORÈME. 

Dans  tout  quadrilaùre  inscrit  ABCD  ,   te    itctangle  des    fig.  i3.' 
deii.T  diagonales  AC,  BD,   est  égal  ii    la  somme  des  rectan- 
gles des  i'ôtés  opposes ,    de  sorte  quon  a 

AC  X  BD  =  AB  X  CD  -j-AD  X  BC. 

Prenez  l'arc  COr=AD ,  et  tirez  BO  qui  rencontre  la  dia- 
gonale AC  en  I. 

L'angle  ABDr=CBI,  puisque  l'un  a  j)our  mesure  la  moitit^ 
de  AD,  et  l'autre  la  moitié  de  CO  égal  à  AD.  L'angle  ADBrrr 
BCI,  parce  qu'ils  sont  inscrits  dans  le  même  segment  AOB; 
donc  le  triangle  ABD  est  semblable  au  triangle  IBC,  et  ou  a 
la  proportion  AD:CI  ::  BD:BC  ;  d'oîi  résulte  ADxBC  — 
CI  X  BD.  Je  dis  maintenant  que  le  triangle  ABI  est  semblalile 
au  triangle  BDC  ;  car  l'arc  AD  étant  égal  à  CO,  si  on  ajoute 
de  part  et  d'autre  OD,  on  aura  l'arc  AOrziDC;  donc  l'angle 
ABImDBC;  de  plus  l'angle  BAIz=:BDC,  parce  qu'ils  sont 
inscrits  dans  le  même  segment;  doue  les  triangles  ABI,DBC, 
sont  semblables,  et  les  côtés  homologues  donnent  la  propor- 
tion AB:BD::  AI:CD;  d'où  résulte  ABx  CD=z  AI  XBD. 

Ajoutant  les  deux  résultats  trouvés,  et  observant  que 
AIXBD+CIXBD=:(AH-CI)XBD  =  ACXBD,  on  aura 
ADxBC+ABxCD=ACxliD. 

Scholie.  On  peut  démontrer  de  la  même  manière  un  au- 
tre théorème  sur  le  quadrilatère  inscrit. 

Le  triangle  ABD  semblable  à  BIC,  donne  la  proportion 
BD:BC::AB:BI,  d'où  résulte  BIxBD  =  BCxAB.  Si  on 
joint  CO,  le  triangle  ICO,  semblable  à  ABI,  sera  semblable 
à  BDC,  et  donnera  la  proportion  BD:CO  ::  DC.OI  j  d'où 
résulte  OIXBD  =  COxDC,  ou,  à  cause  de  CO=rAD, 
OIXBD=:ADxDC.  Ajoutant  les  deux  résultats,  et  obser- 
vant que  BI X  BD-f-OI  X  BD  se  réduit  à  BO  X  BD,  on  aura , 
BO  X  BD±=AB  X  BC+AD  X  DC. 

Si  on  eût  pris  BPr=AD,  et  qu'on  eût  tiré  CKP,  on  au- 
rait trouvé  par  des  raisonnements  semblables, 
CP  X  C  Az^AB  X  AD+BC  X  CD. 


^ 
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Mais  l'aie  BP  étant  égala  CO,  si  on  ajoute  de  paît  et 
d'autre  BC,  on  aura  l'arc  CBP  =  BCO;  donc  la  corde  CP 
est  égale  à  la  corde  TÎO,  et  par  conséquent  les  rectangles 
BO  X  BD  et  CP  X  CA  sont  entre  eux  comme  BD  est  à  CA  ; 
donc , 

BD  :  CA  :  :  AB  X  BC+AD  x  DC  :  AD  x  AB-hBC  x  CD. 

Donc  les  deu.r  diagonales  d'un  quadrilatère  inscrit  sont 
entre  elles  comme  les  sommes  des  rectangles  des  côtés  qui 
uhnutissent  h  leurs  extrémités. 

Ces  deux  théorèmes  peuvent  servir  à  trouver  les  diago- 
nales quand  on  connaît  les  côtés. 

PROPOSITION    XXXIV. 

THÉO  REME. 

fig.  i36  Soit  F  un  point  donné  au  dedans  du  cercle  sur  le  rayon 
AC  ,  et  soit  pris  un  point  Q^  au  dehors  sur  le  prolongement 
du  même  rayon  ,  de  sorte  qu'on  ait  CP:CA  ::  CA:CQ  ;  .(/ 
cC un  point  quelconque  M  de  la  circonférence  on  mène  aux 
deux  points  P  ef  Q  les  droites  MP,  MQ,  je  dis  que  ces  droi- 
tes seront  partout  dans  un  même  rapport,  et  qu'on  aura 

MPrMQ  ::  AP:A 

Car  on  a,  par  hypothèse,  CP:CA::  CA  :  CQ  ;  mettant 
CM  à  la  place  de  CA,  on  aura  CP  :  CM  :  :  CM  :  CQ  ;  donc  les 
triangles  CPM  ,  CQM ,  ont  un  angle  égal  C  compris  entre 
*  20,  3.  côtés  proportionnels;  donc  ils  sont  semblables"*;  donc  le 
troisième  côté  MP  est  au  troisième  MQ  comme  CP  est  à  CM 
ou  CA.  Mais  la  proportion  CP:CA::CA:CQ  donne,  divi- 
dendo,  CP:CA::CA— CP:CQ— CA,  ou  CP  :CA  ::  AP:AQ  , 
donc  MP:MQ::AP:AQ. 


LIVRE    III.  gS 

Problèmes  relatifs  au   Livre   III . 

PROBLEME     PREMIER. 

Diviser  une  ligne  droite  donnée  en  tant  de 
parties  égales  qu'on  voudra ,  ou  enpartiespro- 
portionneles  à  des  lignes  données. 

\  Soit  proposé  de  diviser  la  ligne  AB  en  cinq  ^8-  '3;. 
parties  égales  ;  par  l'extrémité  A  on  mènera  la  droite 
indéfinie  AG,  et  prenant  AG  d'une  grandeur  quel- 
conque, on  portera  AG  cinq  fois  sur  AG.  On  joindra 
le  dernier  point  de  division  G  et  l'extrémité  B  par  la 
ligne  GB,  puis  on  mènera  Cl  parallèle  à  GB  ;  je  dis 
que  AI  seia  la  cinquième  partie  de  la  ligne  AB,  et 
qu'ainsi  en  portant  AI  cinq  fois  sur  AB,  la  ligne  AB 
sera  divisée  en  cinq  parties  égales. 

Car,  puisque  CI  est  parallèle  à  GB,   les  côtés  AG, 
AB,  sont  coupés  proportionnellement  en  G  et  I  *.  JMais      *  i5. 
AC  est  la  cinquième  partie  de  AG  ;  donc  Al  est  la  cin- 
quième partie  de  AB. 

2°   Soit  proposé  de  diviser  la  ligne  AB  en   parties   «g  i3S. 
proportionnelles  aux  lignes   données   P,  Q,    R.    Par 
l'extrémité  A   on   tirera  l'indéfinie  AG,    on  prendra  ^ 

AGr=P,  GD  =  Q,  DErrrR,  on  joindra  les  extrémités 
E  et  B,  et  par  les  points  G,  D,  on  mènera  CI,  DK, 
parallèles  à  EB  ;  je  dis  que  la  ligne  AB  sera  divisée 
en  parties  AI ,  IK ,  KB ,  proportionnelles  aux  lignes 
données  P,  Q,  R. 

Car,  à  cause  des  parallèles  CI,  DK,  EB,  les  parties 
AI,  IK,  KB,  sont  proportionnelles  aux  parties  AC, 
CD,  DE  *j   et  par  construction  celles-ci  sont  égales      *  i5. 
aux  lignes  données  P,  Q,  R. 

PROBLÈME     II. 

Trouver  une  quatrième  proportionnelle  à  trois 
lignes  données  A ,  B,  G. 


()(>  GÉOMÉTRIE. 

' '^iJ-  Tirez  les  deux  lignes  indéfinies  DE,  DF,  sous  un 
angle  quelconque.  Sur  DE  prenez  DArr:  A  et  DBr=:  B, 
sur  DF  prene/i  DC:=:C,  joignez  AC,  et  par  le  point 
B  menez  i3X  pai'allèle  à  AG  ;  je  dis  que  DX  sera  la 
quatrième  proportionnelle  demandée  :  car.  puisque 
BX  est  parallèle  à  AG,  on  a  la  proportion  DA.'DB:: 
DG:DX;  or,  les  trois  premiers  termes  de  cette  propor- 
tion sont  égaux  aux  trois  lignes  données  ;  donc  DX 
est  la  quatrième  proportionnelle  demandée. 

Corollaire.  On  trouvera  de  mênie  une  troisième 
proportionnelle  aux  deux  lignes  données  A,  B,  car 
elle  sera  la  même  que  la  quatrième  proportionnelle 
aux  trois  lignes  A,  B,  B. 


PROBLEME     III. 


Trouver  une  moyenne  proportionnelle  entre 
deux  lionnes  données  A  e^  B. 
Cg.  i/,o.  Surla  ligne  indéfinie  DF  prenez  DEnrA,  et  EFr=B; 
sur  la  ligne  totale  DF  comme  diamètre,  décrivez  la 
demi  -  circonférence  DGF;  au  point  E  élevez  sur  le 
diamètre  la  perpendiculaire  EG,  qui  rencontre  la  cir- 
conférence en  G  j  je  dis  que  EG  sera  la  moyenne 
proportionnelle  cherchée. 

Car  la  perpendiculaire  GE,  abaissée  d'un  point  de 
la  circonférence  sur   le  diamètre  ,  est  moyenne  pro- 
portionnelle entre  les  deux  segments  du  diamètre  DE, 
♦  23,   EF  "*  :  or,  ces  segments  sont  égaux  aux  lignes  données 
A  et  B. 

r-  R  O  B  L  È  M  E     IV. 

fig.  i4i.  Diviser  la  ligne  donnée  AB  en  deux  parties  y 
de  manière  que  la  plus  grande  soit  moyenne 
proportionnelle  entre  la  ligne  entière  et  Vautre 

partie. 

A  l'extrémité   B  de  la  ligne  AB  élevez  la  perpen- 
diculaire BC  égaie    à    la  moitié  de   AB  j  du  point  G 
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comme  centre ,  et  du  rayon  GB  décrivez  une  circon- 
t'érence,  tirez  AG,  qui  coupera  la  circonférence  en  D, 
et  prenez  AF=AD  ;  je  dis  que  la  ligne  AB  sera  divisée 
au  point  F  de  la  manière  demandée ,  c'est-à-dire  qu'on 
aura  AB:  AF  ::  AF:FB. 

Gar  AB  étant  perpendiculaire  à  l'extrémité  du  rayon 
CB,  est  une  tangente  ;  et  si  on  prolonge  AG  jusqu'à  ce 
qu'elle  rencontre  de  nouveau  la  circonférence  en  E, 
on  aura  *  AE:  AB  ::  AB:  AD;  donc,  dwidendo  ^  AE  *  5o. 
—  AB:AB::AB  —  AD: AD.  Mais,  puisque  le  rayon 
BG  est  la  moitié  de  AB,  le  diamètre  DE  est  égal  à 
AB,  et  par  conséquent  AE  —  ABr=AD=AF  ;  on  a 
aussi,  à  cause  de  AFr=AD,  AB  — AD=ir:FB;  donc 
AF:AB::FB:AD  ou  AF  ;  donc,  imertendo ,  AB:AF 
::AF:FB. 

Scholie.  Cette  sorte  de  division  de  la  ligne  AB 
s'appelle  division  en  inoyeivie  et  extrême  raison  :  on 
en  verra  des  usages.  On  peut  remarquer  que  la  sé- 
cante AE  est  divisée  en  moyenne  et  extrême  raison 
au  point  D;  car,  puisque  ABrrziDE,  on  a  AE:DE:: 
DE:  AD. 

PROBLÈME      V.  * 

Par  un  point  donné  A  dcuis  Vangie  donné  fis- 142. 
BCD,  tirer  la  ligne  BD  de  manière  que  les  parties  ^ 

AB,  AD,  comprises  entre  le  point  A  et  les  deux  \^ 

cotes  de  C angle,  soient  égales. 

Par  le  point  A  menez  AE  parallèle  à  CD ,  prenez        >  ' 
BE=:CE,  et  par  les  points  B  et  A  tirez  EAD,  qui^     A 
sera  la  ligne  demandée,  ,     - 

Gar,  AE  étant  parallèle  à  CD  ,  on  a  BE:EG  ::  BA: 
AD  ;  or  BE— EC  ;  donc  BA=:  AD. 

PROBLEME     VI.  r 


Faire  un  quarré  équivalent  à  un  para  lié lo' 
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gramme  ou  à  un  triangle  donnt 


yH  GKOMÉTRIK. 

fig.  i43.        Ji"  Soll  ABCl)  le  parallélogramme  donné,  AB  sa 

base,  DE  sa  liauteur  :  entre  Ail  et  DE  cherchez  une 

*pr.  3.   moyenne  proportionnelle  XY*;  je  dis  que  le  quarré 

lait  sur  XY  sera  équivalent  au  parallélogramme  ABCD 

Car  on  a,  par  construction,  AB:XY  ::  XY:DE  ;  donc 

Xlr=ABxDE  :  or  ABxDE  est  la  mesure  du  pa- 
rallélogramme, et  XY  celle  du  quarré,  donc  ils  sont 
équivalents, 
fig  144.  2"  Soit  ABC  le  triangle  donné,  lîC  sa  base,  AD  sa 
hauteur  :  prenez  une  moyenne  proportionnelle  entre 
BC  et  la  moitié  de  AD ,  et  soit  XY  cette  moyenne  : 
je  dis  que  le  quarré  fait  sur  XY  sera  équivalent  au 
triangle  ABC. 

Car,  puisqu'on  a  BC:XY.:XY  :  ~  AD,  il  en  ré- 
sulte XYznBCx  îAD,  donc  le  quarré  lait  sur  XY  est 
équivalent  au  triangle  ABC. 


P  R  O  B  L  K  M  ii     vil. 


fig.  145.  Faire  sur  la  ligne  donnée  AD  un  rectangle 
ADEX  équwaleni  au  rectangle  donné  ABFC. 

Cherchez  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois 
lignes  AD,  AB,  AC,  et  soll  AX  cette  (quatrième  pro- 
portionnelle, je  dis  que  le  rectangle  iait  sur  AD  et  AX 
sera  équivalent  au  reciangle  ABFC. 

Car,  puisquon  a  AD  :  AIj  ::  AC:  AX.  ,  il  en  résulte 
ADxAXzrzABx AC;  donc  le  rectangle  ADEX  est 
équivalent  au  rectangle  ABFC. 

PnOBLÈMli     VIII. 

«g.  1^,8.  trousser  en  lignes  le  rapport  du  rectangle  des 
deux  lignes  données  AetB  au  rectangle  des  deujc 
lignes  données  C  et  Y). 

Soit  X  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois 
lignes  B,  C,  Dj  je  dis  que  le  rapport  des  deux  lignes 
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A  et  X  sera  égal  à  celui  des  deux  rectangles  AxB, 
GxO. 

Car,  puisqu'on  a  B:G::D:X,  il  en  résulte  CxD 
=  BxX;  donc  Ax  B:GxD  ::  Ax  B:BxX  ::  A:X. 

Corollaire.  Donc,  pour  avoir  le  rapport  des  quar- 
rés  faits  sur  les  lignes  données  A  et  G ,  cherchez  une 
troisième  proportionnelle  X  aux  lignes  A  et  G,  en 
sorte  qu'on  ait  A:G::G:X,  et  vous  aurez  A":  G'  :: 
A:X. 

fnOBL.È]VIElX.  •« 

Trouver  en  lignes  le  rapport  du  produit  des  H-  'îj 
trois  lignes  données  A  ,  B  ,  C ,   au  produit  de^ 
tjois  lignes  données  P,  Q,  R. 

Aux  trois  lignes  données  P,  A,  B,  cherchez  une 
quatrième  proportionnelle  X  :  aux  trois  lignes  don- 
nées G,  Q,  R,  cherchez  une  quatrième  proportion- 
nelle Y.  Les  dcM-yi  lignes  X ,  Y ,  seront  entre  elles 
comme  les  produits  AxBxG,  PxQxR. 

Gar,  puisque  P:A::B:X  ,  ou  a  AxB  =  PxXi 
et,  en  multipliant  de  part  et  d'autre  par  G,  AxB 
xGrrrGxPxX.  De  même,  puisque  G:Q::R:Y, 
il  en  résulte  Qx  R^=::G  X  Y;  et,  multipliant  de  part  et 
d'autre  par  P  ,  on  a  P  X  Q  X  ll:=:P  X  G  X  Y  ,  donc  le 
produit  AxBxG  est  au  produit  PxQxR  comme 
G  X  P  X  X  est  à  P  X  G  X  Y,  ou  comme  X  est  à  Y. 

PROBI^iÎME     X. 

Faire  un  triangle  équivalent  à  un  polygone  gg.  i4f 
donné. 

Soit  ABCDE  le  polygone  donné.  Tirez  d'abord 
la  diagonale  (^E,  qui  retranche  le  triangle  GDEj  par 
le  point  D  menez  DF  parallèle  à  GE  jusqu'à  la  ren- 
contre de  AE  prolongé  ;  joignez  GF ,  et  le  polvgone 
ABCDE  sera  équivalent  au  polygone  ABCr"  qui  a  un 
côté  de  moins. 

7* 
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î  (X>  GÉOMÉTRIE. 

Car  les  triangles  (jDE,  GFE,  ont  la  base  commune 
(jE  ;  ils  ont  aussi  même  hauteur,  piiisque  leurs  som- 
inets  D  ,  F  ,  sont  situés  sur  une  ligne  DF  parallèle  à  la 
base  ;  donc  ces  triangles  sont  équivalents.  Ajoutant 
de  part  et  d'autre  la  figure  ABCE ,  on  aura  d'un  côté 
le  polygone  A13CDE,  et  de  l'autre  le  polygone  ABCF, 
qui  seront  équivalents. 

On  peut  pareillement  retraticher  l'angle  B  en  substi- 
tuant au  triangle  ABC  le  triangle  équivalent  AGC,  et 
ainsi  le  pentagone  ABDE  sera  changé  en  un  triangle 
équivalent  GCF. 

Le  même  procédé  s'appliquera  à  toute  autre  figure; 
car  en  «liminuant  d'un  à  chaque  fois  le  nombre  des 
côtés ,  on  finira  par  tomber  sur  le  triangle  équivalent. 

Scholie.  On  a  déjà  vu  que  tout  triangle  peut  êtie 
changé  en  un  quarré  équivalent  *,  ainsi  on  trouvera 
toujours  un  quarré  équivalent  à  une  ligure  rectiligne 
donnée;  c'est  ce  qu'en  appelle  quarrer  la  figure  recti- 
ligne, ou  en  trouver  la  quadrature. 

Le  problème  de  la  quadrature  du  cercle  consiste  à 
trouver  un  quarré  équivalent  à  un  ceicle  dont  le  dia- 
mètre est  donné. 

PROBLÈME     XI. 

Faire  un  quarré  qui  soit  égal  à  la  somme  ou 
à  la  dijfèrence  de  deux  quarrés  donnés. 

Soient  A  et  B  les  côtés  des  quarrés  donnés: 

i»  S'il  faut  trouver  un  quarré  égal  à  la  somme  de 
ces  quarrés,  tirez  les  deux  lignes  indéfinies  ED,  El''  à 
angle  droit;  prenez  ED:=:A  et  EG=:B,  joignez  DG, 
et  DG  sera  le  côté  du  quarré  cherché. 

Car  le  triangle  DEG  étant  rectangle ,  le  quarré  lait 
Sur  DG  est  égal  à  la  somme  des  quarrés  faits  sur  ED 
et  EG. 

2"  S'il  faut  trouver  un  quarré  égal  à  la  différence 
éiMS  quarrés    donnés  ,  formez  de  même  l'angle  droit 
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FEH ,  prenez  GE  égal  au  plus  petit  de  côtés  A  et  B  ; 
<lu  point  G,  comme  centre,  et  d'un  rayon  GH  égal  à 
l'autre  côté,  décrivez  un  arc  qui  coupe  EH  en  H;  j<î 
dis  que  le  quarré  fait  sur  EH  sera  égal  à  la  différence 
des  quarrés  faits  sur  les  lignes  A  et  B. 

Car  le  triangle  GEH  est  rectangle ,  i'hypoténuse 
GH  =  A,  et  le  côté  GEmB;  donc  le  quarré  fait  sur 
EH,  etc. 

Scholie.  On  peut  trouver  ainsi  un  quarré  égal  à  la 
somme  de  tant  de  quarrés  qu'on  voudra;  car  la  con- 
struction qui  en  réduit  deux  à  un  seul,  en  réduira 
trois  à  deux ,  et  ces  deux-ci  à  un ,  ainsi  des  autres.  Il 
en  serait  de  même  si  quelques-uns  des  quarrés  devaient 
être  soustraits  de  la  somme  des  autres. 


PROBLKME     XII. 

Construire  un  quarré  qui  soit  au  quarré  donné   H-  ''•»• 
ABCD,  comme  la  ligne  M  est  à  la  ligne  N. 

Sur  la  ligne  indéfinie  EG ,  prenez  EF=:M,  et  FG 
=  N  ;  sur  EG  ,  comme  diamètre ,  décrivez  une  demi- 
circonférence  ,  et  au  point  F  élevez  sur  le  diamètre  la 
perpendiculaire  FH.  Du  point  H  menez  les  cordes 
HG,  HE  ,  que  vous  prolongerez  indéfiniment  :  sur  la 
première  prenez  HK  égale  au  côté  AB  du  quarré 
donné ,  et  par  le  point  K  menez  KJ  parallèle  à  EG  ; 
je  dis  que  HI  sera  le  côté  du  quarré  cherché. 

Car,  à  cause  des  parallèles  Kl,  GE,  on  a  HI:HK  : 

HE  :  HG  ;  donc  ¥1  :  M  ::  HE  :  HG  :  mais  dans  le 
triangle  rectangle  EHG  * ,  le  quarré   de    HE   est  au  *  a3. 
quarré  de  HG  comme  le  segment  EF  est  au  segment 

FG,  ou  comme  M  est  à  N,  donc  Hl  :  HK  ;:  ]V1:N. 
Mais  HKzrrAB;  donc  le  quarré  fait  sur  HI  est  au 
quarré  fait  sur  AB   comme  M   est  à  N. 


I02  GEOMETRIE. 


PBOBLEME    XII  l. 


fip.  lit).  Sur  le  côté  FG,  homologue  à  AB,  décrire  ufk 
polygone  semblable  au  polygone  donné  hJè>QA)Y.. 
Dans  le  polygone  donné  tirez  les  diagonales  AC, 
AD  :  au  point  F  faites  l'angle  GFH=BAG,  et  au 
point  G  l'angle  FGH  =  ABC;  les  lignes  FH,  GH,  se 
couperont  en  H ,  et  FGH  sera  un  triangle  semblable 
à  ABC  :  de  même  sur  FH ,  homologue  à  AC ,  construi- 
sez le  triangle  FIH  semblable  à  ADC,  et  sur  FI,  homo- 
logue à  AD,  construisez  le  triangle  FIK,  semblable  à 
ADE.  Le  polygone  FGHIRsera  le  polygone  demandé, 
semblable  à  ABCDE. 

Car  ces  deux  polygones  sont  composés  dun  même 
nombre  di'    triangles   semblables    et   semblablement 
*^(.,,      placés  *. 

î'ROBï,  KMK      XIV. 

Deux  figures  semblables  étant  données ,  con- 
struire une  figure  semblable  qui  soit  égale  à  leur 
somme  ou  à  leur  différence. 

Soient  A  et  B  deux  côtés  homologues  des  figures 
données  ,  cherchez  un  quarré  égal  à  la  somme  ou  à  la 
différence  des  quarrés  faits  sur  A  et  B  ;  soit  X  le  côté 
ce  ce  quarré,  X  sera  dans  la  figure  cherchée  le  côté 
homologue  à  A  et  B  dans  les  figures  données.  On 
construira  ensuite  la  figure  elle-même  par  le  problème 
précédent. 

Car  les  figures  semblables  sont  comme  les  quarrés 
des  côtés  homologues;  or  le  quarré  du  côté  X  est  égal 
à  la  somme  ou  à  la  différence  des  quarrés  faits  sur  les 
côtés  homologues  A  et  B  ;  donc  la  figure  faite  sur  le 
côté  X  est  égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  des 
li":ures  semblables  faites  sur  les  côtés  A  et  B. 
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P  R  O  B  L  il  M  E      XV. 

Construire  une  figure  semblable  à  une  figure 
donnée,  et  qui  soit  à  cette  figure  dans  le  rapport 
donné  <ie  M  «  N. 

Soit  A  un  côté  de  la  figure  donnée,  X  le  côté  homo- 
logue dans  la  figure  cherchée  ;  il  faudra  que  le  quarré 
(le  X  soit  au  quarré  de  A  comme  M  est  à  IN  *.  On  trou-      '  ^'* 
vera  donc  X  par  le  problème  xii;  connaissant  X,  le 
reste  s'achèvera  par  le  problème  xiii. 

PRO  BLÊME     XVI. 

Construire  une  figure  semblable  à  la  figure  P  fig  i5î. 
et  équivalente  à  la  figure  Q. 

Cherchez  le  côté  M  du  quarré  équivalent  à  la  figure 
P ,  et  le  côté  N  du  quarré  équivalent  à  la  figure  Q.  Soir 
ensuite  X  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois 
lignes  données  M  ,  N,  AB  ;  sur  le  côté  X.,  homologue 
à  AB,  décrivez  une  figure  semblable  à  la  figure  P;  je 
dis  qu'elle  sera  de  plus  équivalente  à  la  figure  Q. 

Car  en  appelant  Y  la  figure  faite  sur  le  côté  X,  on    ' 

aura  P:Y::AB:X;  mais,  par  construction,  AB:X;: 

M:N,  ouÂb':X::M:N';  donc  P:Y;:M:N!  Mais  on 
a  aussi,  par  construction,  M'r=iP  et  N*=Q5  donc 
P:Y::P:Q;  donc  Y=:Q;  donc  la  figure  Y  est  sem- 
blable à  la  figure  P,  et  équivalente  à  la  figure  Q. 

PHOBLÊBIE    XVII. 

Construire    un     rectangle   équivalent   à  un   fig.  i5a. 
quarré   donné  C  ,   et  dont  les  côtés  adjacents 
fassent  une  somme  donnée  AB. 

Sur  AB,  comme  diamètre,  décrivez  une  demi-cir- 
conférence ,  menez  parallèlement  au  diamètre  la  ligne 
KD  à  une  distance  AD  égale  au  côté  du  quarré  donné  G- 
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Du  point  E,  où  la  parallèle  coupe  la  circonférence, 
abaissez  sur  le  diamètre  la  perpendiculaire  EP';  je  dis 
que  AF  et  FB  seront  les  côtés  du  rectangle  cherché. 
Car  leur  somme  est  égale  à  AB;  et  leur  rectangle 
aS.  AF  X  FB  est  égal  au  quarré  de  EF  *  ,  ou  au  quarré 
de  AD;  donc  ce  rectangle  est  équivalent  au  quarré 
donné  G. 

Scholie.  11  faut,  pour  que  le  problême  soit  possible, 
que  la  distance  AD  n'excède  pas  le  rayon ,  c'est-à-dire 
que  le  côté  du  quarré  G  n'excède  pas  la  moitié  de  la 


lii^ne  AB. 


PROBLEME       XVI  I  I. 


Bg.  i53.  Construire  un  rectangle  équivalent  à  un  quarré 
C ,  et  dont  les  côtés  adjacents  aient  entre  eux  la 
dijférence  donnée  AB. 

Sur  la  ligne  donnée  AB,  comme  diamètre,  décri- 
vez une  circonférence;  à  l'extrémité  du  diamètre, 
menez  la  tangente  AD  égale  au  côté  du  quarré  G  :  par 
le  point  D  et  le  centre  O  tirez  la  sécante  DE;  je  dis 
que  DE  et  DF  seront  les  côtés  adjacents  du  rectangle 
demandé. 

Car  i*^  la  différence  de  ces  côtés  est  égale  au  dia- 
mètre EF  ou  AB;  2°  le  rectangle  DExDF  est  égal 

♦  3u  à  AD  *  ;  donc  ce  rectangle  sera  équivalent  au  quarré 
donné  G. 

PROBLÈME      XTX. 

Trouver  la  commune  mesure,  s'il  y  en  a  une , 
entre  la  diagonale  et  le  côté  du  quarré. 
fig.  i54-        Soit  ABGG  un  quarré  quelconque,  AG  sa  diagonale. 

Il  faut  d'abord  porter  GB  sur  G  A  autant  de  fois 

*P'^  '7.   qu'il  peut  y  être  contenu  *,  et  pour  cela  soit  décrit 

du  centre  G  et  du  rayon  GB  le  demi-cercle  DBE  :  on 

voit  que  GB  est  contenu  une  fois  dans   AG  avec  le 

reste  AD,  le  résultat  de  la  première  opération  est  donc 
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le  quotient  i  avec  le  reste  AD,  qu'il  faut  comparer 
avec  BG  ou  son  égale  AB. 

On  peut  prendre  AF  =  AD-,  et  porter  réellement 
AF  sur  AB;  on  trouverait  qu'il  y  est  contenu  deux 
fois  avec  un  reste  :  mais  comme  ce  reste  et  les  suivants 
vont  en  diminuant ,  et  que  bientôt  ils  échapperaient 
par  leur  petitesse  ,  ce  ne  serait  là  qu'un  moyen  méca- 
nique imparfait,  d'où  l'on  ne  pourrait  rien  conclure 
pour  décider  si  les  lignes  AC  ,  CB,  ont  entre  elles  ou 
n'ont  pas  une  commune  mesure  :  or  il  est  un  moyen 
très-simple  d'éviter  les  lignes  décroissantes,  et  de 
n'avoir  à  opérer  que  sur  des  lignes  qui  restent  toujours 
de  la  même  grandeur. 

En  effet ,  l'angle  ABC  étant  droit ,  AB  est  une  tan- 
gente ,  et  AE  une  sécante  menée  du  même  point ,  de 
sorte  qu'on  a  *  AD  :  AB  :  :  AB  :  AE.  Ainsi  dans  la  se- 
conde opération ,  où  il  s'agit  de  comparer  AD  avec  AB , 
on  peut,  au  lieu  du  rapport  de  AD  à  AB,  prendre 
celui  de  AB  à  AE  :  or  AB  ou  son  égale  CD  est  conte- 
nue deux  fois  dans  AE  avec  le  reste  AD  ;  donc  le  ré- 
sultat de  la  seconde  opération  est  le  quotient  2  avec 
le  reste  AD  qu'il  faut  comparer  à  AB. 

La  troisième  opération ,  qui  consiste  à  comparer  AD 
avec  AB  ,  se  réduira  de  même  à  comparer  AB  ou  son 
égale  CD  avec  AE  ,  et  on  aura  encore  2  pour  quotient 
et  AD  pour  reste. 

Delà  on  voit  que  l'opération  ne  sera  jamais  termi- 
née ,  et  qu'ainsi  il  n'y  a  pas  de  commune.mesure  entre 
la  diagonale  et  le  côté  du  quarré  :  vérité  qui  était  déjà 
connue  par  l'arithmétique  (  puisque  ces  deux  lignes 
sont  entre  elles  ::  l/'  2  :  i)*,  mais  qui  acquiert  un 
plus  grand  degré  de  clarté  par  la  résolution  géo- 
métrique. 

ScJiolie.  Ij  n'est  donc  pas  possible  non  plus  de 
trouver  en  nombres  le  rapport  exact  de  la  diagonale 
au  côté  du  quarré  ;  mais  on  peut  en  approcher  tant 


3o. 


><)6  GEOMETRIE. 

qu'on  voudra  au  moyen  de  la  fraction  continue  qui 
est  égale  à  ce  rapport.  La  première  opération  a 
donné  pour  quotient  i  ;  la  seconde  et  toutes  les  autres 
à  l'infini  donnent  2  :  ainsi  la  fraction  dont  il  s'agit 
est  I  -|-^_.  j. 

-  -h  j. 

"       ,-^  etc.  à  l'infini. 

Par  exemple  ,  si  on  calcule  cette  fraction  jusqu'au 
quatrième  terme  inclusivement .  on  trouve  que  sa 
valeur  est  i  t|  ou  f^-;  de  sorte  que  le  rapport  appro- 
ché de  la  diagonale  au  côté  du  quarre  est  ;:  4i  •"  29. 
On  trouverait  un  rapport  plus  approché  en  calculant 
un  plus  grand  nombre  de  termes. 


/.J  "^ 
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/i^/: 


y^^'- 
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LES   POLYGONES    REGULIERS, 
ET  LA  MES.URE  DU  CERCLE. 

DÉFINITION. 

U  N  polygone  qui  est  à  la  fois  équiangle  etëquilatéral, 
s'appelle  poljgone  régulier. 

Il  y  a  des  polygones  réguliers  de  tout  nombre  de 
côtés.  Le  triangle  équilatéral  est  celui  de  trois  côtés  ; 
et  le  quarré,  celui  de  quatre. 

PROPOSITION     PREMIÈRE. 

THÉORÈME. 

Deux  polygones  réguliers  d'un  même  nombre 
de  côtés  sont  deux  figures  semblables. 

Soient ,  par  exemple,  les  deux  hexagones  réguliers  gg.  155 
ABCUEF  ,  ahcdef  i  la  somme  des  angles  est  la  même 
dans  l'une  et  dans  l'autre  figure ,  elle  est  égale  à  huit 
angles  droits  *.  L'angle  A  est  la  sixième  partie  de  *28,  i. 
cette  somme  aussi  bien  que  l'angle  a;  donc  les  deux 
angles  A  et  a  sont  égaux  ;  il  en  est  par  conséquent  de 
même  des  angles  B  et  Z»,  des  angles  C  et  c,  etc. 

De  plus ,  puisque  par  la  nature  de  ces  polygones 
les  côtés  AB,  BG ,  CD,  etc. ,  sont  égaux,  ainsi  que  abj 
bc ,  cd ,  etc. ,  il  est  clair  qu'on  a  les  proportions  AB  : 
ab  ::  BG  \bc  ::  CDicâ?,  etc.  ;  donc^s  deux  figures  dont 
il  s'agit  ont  les  angles  égaux  et  les  côtés  homologues 
droportionnels  \  donc  elles  sont  semblables  *.  ,j^£  ^ 

liv.  3. 
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Corollaire.   Les  périmètres  de  deux  polygones  ré- 
guliers d'un  même  nombre  de  côtés  sont  entre  eux 
comme  les  côtés  homologues,  et  leurs  surfaces  sont 
'27,3.     comme  les  quarrés  de  ces  mêmes  côtés  *. 

Scholie.  L'angle   d'un  polygone  régulier  se  déter- 
mine par  le  nombre  de  ses  côtés  comme  celui  d'un 
*2o,  I.  polygone  équiangle  *. 

PROPOSITION   IL 

TnÉORâlttE. 

Tout  polygone  régulier  peut  être  inscrit  dans 
le  cercle,  et  peut  lui  être  circonscrit. 
fig. lifi.  Soil  ABCDE,  etc.,  le  polygone  dont  il  s'agit,  ima- 
ginez qu'on  fasse  passer  une  circonférence  par  les 
trois  points  A ,  B ,  G  ;  soit  O  son  centre,  et  OP  la  per- 
pendiculaire abaissée  sur  le  milieu  du  côté  BG  ;  joignez 
AO  et  OD. 

Le  quadrilatère  OPGD  et  le  quadiilatère  OPBA 
peuvent  être  superposés  :  en  effet  le  côté  OP  est  com- 
mun ,  l'angle  OPCzzzOPB,  puisqu'ils  sont  droits; 
donc  le  côté  PG  s  appliquera  sur  son  égal  PB  ,  et  le 
point  G  tombera  en  B.  De  plus ,  par  la  nature  du 
polygone,  l'angle  PGD=rPBA,  donc  GD  prendra  la 
direction  BA,  et  puisque  CD=:  BA,  le  point  D  tom- 
bera en  A ,  et  les  deux  quadrilatères  coïncideront  en- 
tièrement l'un  avec  l'autre.  La  diètanUe  ÔD  est  donc 
égale  à  AO  ,  et  par  consé.quejit  la  circonférence  qui 
passe  par  les  trois  points  A,  B,  G,  passera  aussi  par 
ie  point  D  :  mais  ,  par  un  raisonnement  semblable , 
on  prouvera  que  la  circonférence'lqui  '  passe  par  les 
trois'  sommets  "B  ,  G  ,  D,  passera  par. 'le  sommet  sui- 
vant E,  et  ainsi^dan^uite;  donc  la  môme  circonfé- 
rence qui  passe  par  les  points  A,  B,  G,  passe  par  tous 
les  sommets  des  angles  du  polygone,  et  le  polygone 
est  inscrit  dans  cette  circonférence. 
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En  second  lieu  ,  par  rapport  à  cette  circonférence, 
tous  les  côtés  AB ,  BG ,  CD ,  etc.,  sont  des  cordes  égales; 
elles  sont  donc  également  éloignées  du  centre*;  donc  '  '^.  '• 
si  du  point  O  ,  comme  centre,  et  du  rayon  OP  ,  on 
décrit  une  circonférence  ,  cette  circonférence  tou- 
chera le  côté  BC  et  tous  les  autres  côtés  du  polygone , 
chacun  dans  son  milieu,  et  la  circonférence  sera  in- 
scrite dans  le  polygone ,  ou  le  polygone  circonscrit  à 
la  circonférence. 

Scholie  I.  Le  point  O  ,  cjintre  commun  du  cercle 
inscrit  et  du  cercle  circonscrit ,  peut  être  regardé 
aussi  comme  le  centre  du  polygone,  et  par  cette  raison 
on  appelle  angle  au  centre  y  l'angle  AOB  formé  par 
les  deux  rayons  menés  aux  extrémités  d'un  même 
côté  AB. 

Puisque  toutes  les  cordes  AB ,  BC  ,  etc. ,  sont  égales, 
il  est  clair  que  tous  les  angles  au  centre  sont  égaux, 
et  qu'ainsi  la  valeur  de  chacun  se  trouve  en  divisant 
quatre  angles  droits  par  le  nombre  des  côtés  du  po- 
lygone. 

Scholie  II.  Pour  insci'ire  un  polygone  régulier  d'un 
certain  nombre  de  côtés  dans  une  circonférence  don- 
née, il  ne  s'agit  que  de  diviser  la  circonférence  en 
autant  de  parties  égales  que  le  polygone  doit  avoir  de 
côtés;  car,  les  arcs  étant  égaux,  les  cordes  AB  ,  BG,  fig.iîs. 
CD,  etc.,  seront  égales;  les  triangles  ABO,  BOC ,  , 
COD  ,  etc. ,  seront  égaux  aussi ,  parce  qu'ils  sont  équi- 
latéraux  entre  eux  ;  donc  tous  les  angles  ABC ,  BGD , 
CDE  ,  etc.,  seront  égaux;  donc  la  figure  ABGDE,  etc., 
sera  un  polygone  régulier. 

PROPOSITION     III. 

PROBLÈME. 

Inscrire  un  quarré  dans  une  circoriférence 
donnée. 
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^ë-^'n-  Tirez  deux  diamètres  AC  ,  BD ,  qui  se  coupent  ., 
angles  droits  ;  joignez  les  extrémités  A ,  B ,  G ,  D ,  et  la 
figure  ABCD  sera  le  quarrë  inscrit  :  car  les  angles 
AOB  ,  BOC  ,  etc. ,  étant  égaux,  les  cordes  AB ,  BC ,  etc., 
sont  égales. 

Scliolie.  Le  triangle  BOC  étant  rectangle  et  isoscèle, 

•<  1, 3.  on  a  *  BC  :  BO  :  :  1-/2:1;  donc  le  coté  du  quai  ré  inscrit 
est  au  rayon  comme  la  racine  quarrée  de  2  est  h 
l'unité. 

PROPOSITION     IV. 

PROBLÊME. 

Inscrire  un  hexagone  régulier  et  un  triangle 
équilatêral  dans  une  circonférence  donnée. 
Eg.  i58.        Supposons  le  problème  résolu ,  et  soit  AB  un  côté 
de  l'hexagone  inscrit;  si  on  mène  les  rayons  AO,  OB  , 
je  dis  que  le  triangle  AOB  sera  équilatêral. 

Car  l'angle  AOB  est  la  sixième  partie  de  quatre  an- 
gles droits;  ainsi  en  prenant  l'angle  droit  pour  unité  , 
on  aura  AOB  =:|z=i:|  :  les  deux  autres  angles  ABO  , 
BAO,  du  même  triangle  valent  ensemble  2 — |  ou  7, 
et  comme  ils  sont  égaux,  chacun  d'eux  =:  |  ;  donc  ie 
triangle  ABO  est  équilatêral  ;  donc  le  côté  de  l'hexa- 
ofone  inscrit  est  éçral  au  rayon. 

Il  suit  de  là  que  pour  inscrire  un  hexagone  régu- 
lier dans  une  circonférence  donnée,  il  faut  porterie 
rayon  six  fois  sur  la  circonteience  ,  ce  qui  ramènera 
au  même  point  d'où  on  étnit  parti. 

L'hexagone  ABGDEF  étant  inscrit,  si  Ion  joint  les 
sommets  des  angles  alternitivement,  on  formera  le 
triangle  équilatêral  AGE. 

Scholie.  La  figure  AJjGO  est  un  parallélogramme  et 
même  un   losange,  puisque  AB  =BG  =:G0  =r AO; 

.    ,  3      donc  *  la  somme  des   quarrés  des  diagonales   AG-|- 

lîO,  est   égale  a    la   soiiune   des  quarrés    des  côtés, 
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laquelle  est  4  AB  ou  4  ^^^  ',  retranchant  de  part  et 

d'autre  Bà\  il  restera  Âg'=3  BÔ';  donc  Âc'rBÔ':; 
3:i,  ou  AG:BO  ::  1/ 3: 1  ;  donc  /e  côté  du  triangle 
équilateral    inscrit    est    au    rayon    comme    la    racine 
qiiarrée  de  3  est  a  C unité. 


PROPOSITION   V. 


r  R  OB  LEME. 


Inscrire  dans  un  cercle  donné  un  décagone 
régulier^  ensuite  un  pentagone  et  un  pente  dé- 
cagone. 

Divisez  le  rayon  AO  en  moyenne  et  extrême  raison    fg.  iSi, , 
au  point  M  *  ,  prenez  la  corde  AB  égale  au  plus  grand   '^^'^'^ 
segment  OM,  et  AB  sera  le  côté  du  décagone  régulier 
quil  faudra  porter  dix  fois  sur  la  circonférence. 

Car  en  joignant  MB,  on  a  par  construction  AO: 
OM::OM:AM;  ou,  à  cause  de  AB=:OM,  AO:  AB 
::AB:AM;  donc  les  triangles  ABO,  A.MB ,  ont  un 
angle  commun  A  compris  entre  côtés  proportionnels  ; 
donc  ils  sont  semblables  *.  Le  triangle  OAB  est  isos-  .j„  ^ 
cèle  ,  donc  le  triangle  AMB  l'est  aussi,  et  on  a  ABzzz 
BM  :  d'ailleurs  ABr^OM;  donc  aussi  MB  =  OM; 
donc  le  triangle  BMO  est  isoscèle. 

L'angle  AMB,  extérieur  au  triangle  isoscèle  BMO  , 
est  double  de  l'intérieur  O*;  or  l'angle  AMB:z=MABj  *  ly,  i 
donc  ]e  triangle  OAB  est  tel  que  chacun  des  angles  à 
la  base,  OAB  ou  OBA,  est  double  de  l'angle  au  som- 
met O  ;  donc  les  trois  angles  du  triangle  valent  cinq 
fois  l'angle  O,  et  ainsi  l'angle  O  est  la  cinquième 
partie  de  deux  angles  droits ,  ou  la  dixième  de  qua- 
tre :  donc  l'arc  AB  est  la  dixième  partie  de  la  cir- 
conférence, et  la  corde  AB  est  le  côté  du  décagone 
régulier. 
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Corollaire  1.  Si  on  joint  de  deux  en  deux  les  sommets 
du  décagone  régulier,  on  formera  le  pentagone  régu- 
lier ACEGl. 

Corollaire  11.  AB  étant  toujours  le  côté  du  déca- 
gone, soit  AL  le  côté  de  l'hexagone;  alors  l'arc  BL 
sera,  par  rapport  à  la  circonférence,  | — ^^^  ouy^;  donc 
la  corde  BL  sera  le  côté  du  pentédécagone  ou  poly- 
gone régulier  de  i5  côtés.  On  voit  en  même  temps 
que  l'arc  CL  est  le  tiers  de  CB. 

Scholie.  Un  polygone  régulier  étant  inscrit,  si  on 
divise  les  arcs  sous-tendus  par  ses  côtés  en  deux  par- 
ties égales  ,  et  qu'on  tire  les  cordes  des  demi-arcs , 
celles-ci  formeront  un  nouveau  polygone  régulier 
d'un  nombre  de  côtés  double  :  ainsi  on  voit  que  le 
quarré  peut  servir  à  inscrire  successivement  les  po- 
lygones réguliers  de  8  ,  i6* ,  32,  etc. ,  côtés.  De  même 
hexagone  servira  à  inscrire  les  polygones  réguliers 
de  12,  24, 48  5  etc. ,  côtés  ;  le  décagone,  des  polygones 
de  20,  4o  >  80,  etc.,  côtés;  le  pentédécagone,  des 
polygones  de  3o ,  60,  120,  etc.,  côtés  (i). 

PKOPOSITION    VI. 

PROBLÈME. 

fig.  160.  Etant  donné  le  polygone  régulier  inscrit 
AIÎCD,  etc.  .  circonscrire  à  la  même  circonfé- 
rence un  polygone  semblable. 

(i)  On  a  cru  long-temps  que  ces  polygones  étaient  les  seuls 
qui  pussent  être  inscrits  par  les  procédés  de  la  géométrie  élé- 
mentaire ,  ou  ,  ce  qui  revient  au  même ,  par  la  résolution  des 
équations  du  premier  et  du  second  degré  :  mais  M.  Gauss  a 
prouvé  ,  dans  un  ouvrage  intitulé  Disquisitiones  Arithmeticœ ,  Lip" 
siœ  ,  1801,  qu'on  peut  inscrire  par  de  semblables  moyens  le  po- 
lygone régulier  de  dix-sept  côtés,  et  en  général  celui  de  7." ■\-\ 
cùtés,  pourvu  que  a"-|-i  soit  un  nombre    premier. 
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Au  pointT,  milieu  delarc  AB,  menez  la  tangente  GH , 
{jui  sera  paï'allèle  à  AB  *  ;  faites  la  même  chose  au  milieu    *  i". 
(le  chacun  des  autres  arcs  BG,  CD,  etc.;  ces  tangentes 
formeront  par  leurs  intersections  le  polygone  l'égulier 
circonscrit  GHIK ,  etc. ,  semblable  au  polygone  inscrit. 

Il  est  aisé  de  voir  d'abord  que  les  trois  points  O , 
B,  H  ,  sont  en  ligne  droite,  car  les  triangles  rectan- 
gles OTH,  OHN,  ont  l'hypoténuse  commune  OH,  et 
le  côté  OT=ON;  donc  ils  sont  égaux  *;  donc  *  '^^ 
l'angle  TOH  =:  HON ,  et  par  conséquent  la  ligne  OH 
passe  par  le  point  B  milieu  de  l'arc  TN  :  par  la  même 
raison  le  point  1  est  sur  le  prolongement  de  OG,  etc. 
Mais,  puisque  GH  est  parallèle  à  AB  et  HI  à  BC, 
l'angle  GHI  =  ABC  *;  de  même  HIK  =  BCD,  etc.  *  ^r,, 
donc  les  angles  du  polygone  circonscrit  sont  égaux 
à  ceux  du  polygone  inscrit.  De  plus  ,  à  cause  de  ces 
mêmes  parallèles,  on  a  GH  :  AB  ::  OHrOB ,  et  HI: 
BC::OH:OB;  donc  GH:  AB  ::  HI:BC.  Mais  AB — 
BC,  donc  GH  =  HI.  Par  la  même  raison  HIr=IK,  etc.; 
donc  les  côtés  du  polygone  circonscrit  sont  égaux 
entre  eux;  donc  ce  polygone  est  régulier  et  semblable 
au  polygone  inscrit. 

Corollaire  1.  Réciproquement  ,  si  on  donnait  le 
polygone  circonscrit  GHIK,  etc. ,  et  quil  faillit  tracer 
par  son  moyen  le  polygone  inscrit  ABC,  etc.,  on 
voit  qu'il  suffirait  de  mener  aux  sommets  G,  H  ,  I,  etc. , 
du  polygone  donné  les  lignes  OG  ,  OH  ,  etc. ,  qui  ren- 
contreraient la  circonférence  aux  points  A,  B ,  C ,  etc.  ; 
on  joindrait  ensuite  ces  points  par  les  cordes  AB  , 
BC,  etc.,  qui  formeraient  le  polygone  inscrit.  On 
pourrait  aussi,  dans  le  même  cas,  joindre  tout  sim- 
plement les  points  de  contact ,  T,  N ,  P,  etc. ,  par  les 
cordes  TN,  JNP,  etc.,  ce  qui  formerait  également  un 
jK)lygone  inscrit  semblable  au  circonscrit. 

Corollaire    II.    Donc    on    peut    circonscrire    ;t    un 
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cercle  doimo  tous  les  polygones   réguliers  qu'on  s:ni 

inscrire  clans  ce  cercle,  et  réciproquement. 

PR0P(3S1TI0N   Mil. 

THEOREME. 

L'aire  d'un  polygone  régulier  est  égale  à  son 
périmètre  multiplié  par  la  moitié  du  rayon  du 
cercle  inscrit. 
fi  .160.  Soit,  par  exemple, le  polygone  régulier GHIK,  etc. , 
le  tri.nngle  GOH  a  pour  mesure  GH  X7OT,  le  triangle 
OHI  a  pour  mesure  HI X  7ON  :  mais  ON  =  OT  ; 
donc  les  deux  triangles  réunis  ont  pour  mesure 
(GH-I-HI)  x^OT.  En  continuant  ainsi  pour  les 
autres  triangles,  on  verra  que  la  somme  de  tous  les 
triangles,  ou  le  polygone  entier  a  pour  mesure  la 
somme  des  bases  GH  ,  Hl,  IK,  etc.,  ou  le  périmètre 
<lu  polygone ,  multiplié  par  7OT,  moitié  du  rayon  du 
cercle  inscrit. 

ScJiolie.  Le  rayon  du  cercle  inscrit  OT  n'est  autre 
chose  que  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur 
un  des  côtés  ;  on  l'appelle  quelquefois  Xapothême  du 
polygone. 

PROPOSITION    VIII. 

THEOREME. 

Les  périmètres  des  polygones  réguliers  d'un 
même  nombre  de  côtés  sont  comme  les  rayons 
des  cercles  circonscrits ,  et  aussi  comme  les  rayons 
des  cercles  inscrits;  leurs  surfaces  sont  comme  les 
quairés  de  ces  mêmes  rayons. 
C'g.  161  Soit  AB  un  côli  de  l'un  des  polygones  dont  il 
s'agit,  O  son  centre,  et  par  conséquent  OA  le  rayon 
du  cercle  circonscrit,  et  OD,  perpendiculaire  sur  AB, 
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ie  rayon  du  cercle  inscrit;  soit  pareillement  ab  le 
côté  d'un  autre  polygone  semblable,  o  son  centre, 
oa  et  od  les  rayons  des  cercles  circonscrit  et  inscrit. 
Les  périmètres  des  deux  polygones  sont  entre  eux 
comme  les  côtés  AB  et  ab  ;  mais  les  angles  A  et  a  sont 
égaux  comme  étant  chacun  moitié  de  l'angle  du  po- 
lygone; il  en  est  de  même  des  angles  B  et  b;  donc  les 
triangles  ABO ,  abo^  sont  semblables,  ainsi  que  les 
triangles  rectangles  ADO,  ado;  donc  AB:a^::  AO, 
ao.'.T^O'.do;  donc  les  périmètres  des  polygones  sont 
entre  eux  comme  les  rayons  AO  ,  ao ,  des  cercles  cir- 
conscrits ,  et  aussi  comme  les  rayons  DO ,  do ,  des 
cercles  inscrits. 

Les  surfaces  de  ces  mêmes  polygones  sont  entre 
elles  comme  les  quarrés  des  côtés  homologues  AB  ab; 
elles  sont  par  conséquent  aussi  comme  les  quarrés  des 
rayons  des  cercles  circonscrits  AO,  ao  ,  ou  comme  les 
quarrés  des  rayons  des  cercles  inscrits  OD ,  od. 

PROPOSITION   IX. 

LEMME. 

Toute  ligne  courbe  ou  polygone  qui  enveloppe 
d'une  extrémité  à  Vautre  la  ligne  convexe  A  MB 
est  plus  loîigue  que  la  ligne  enveloppée  A  MB. 

Nous  avons  déjà  dit  que  par  ligne  convexe  nous  ^^  ^^.^ 
entendons  une  ligne  courbe  ou  polygone,  ou  en  par- 
tie courbe  et  en  partie  polygone,  telle  qu'une  ligne 
droite  ne  peut  la  couper  en  plus  de  deux  points.  Si  la 
ligne  AMB  avait  des  parties  rentrantes  ou  des  sinuo- 
sités, elle  cesserait  d'être  convexe,  parce  qu'il  est  aisé 
de  voir  qu'une  ligne  droite  pourrait  la  couper  en  plus 
de  deux  points.  Les  arcs  de  cercle  sont  essentielle- 
ment convexes;  mais  la  proposition  dont  il  s'agit  main- 
tenant s'étend  à  une  ligne  quelconque  qui  remplit  la 
condition  exii^rée. 
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Cela  posé,  si  la  ligue  AMB  n'est  pas  plus  petite  que 
toutes  celles  qui  l'enveloppent,  il  existera  parmi  ces 
ilernières  une  ligne  plus  courte  que  toutes  les  autres, 
laquelle  sera  plus  petite  que  AMB,  ou  tout  au  plus 
égale  à  AMB.  Soit  ACDEB  cette  ligne  enveloppante  ; 
entre  les  deux  lignes  menez  par-tout  où  vous  voudrez, 
la  droite  PQ,  qui  ne  rencontre  point  la  ligne  AMB, 
ou  du  moins  qui  ne  fasse  que  la  toucher;  la  droite  PQ 
est  plus  courte  que  PCDEQ;  donc,  si  à  la  partie 
PCDEQ  on  substitue  la  ligne  droite  PQ,  on  aura  la 
ligne  enveloppante  APQB  plus  courte  que  APDQB. 
Mais,  par  hypothèse,  celle-ci  doit  être  la  plus  courte 
de  toutes;  donc  cette  hypothèse  ne  saurait  subsister; 
ilonc  toutes  les  lignes  enveloppantes  sont  plus  longues 
f{ue  AMB. 
Ëg.  irt3,  Scholie.  On  démontrera  absolument  de  la  même 
manière  qu'une  ligne  convexe  et  rentrante  sur  elle- 
même  AMB,  est  plus  courte  que  toute  ligne  qui  Ten- 
velopperait  de  toutes  parts,  soit  que  la  ligne  envelop- 
pante FHG  touche  AMB  en  un  ou  plusieurs  points, 
soit  qu'elle  l'environne  sans  la  toucher. 

PROPOSITION   X. 

LE  M  ME. 

Deux  circonférences  concentriques  étant  don- 
nées^ on  peut  toujours  inscrire  dans  la  plus  grande 
un  polygone  régulier  dont  les  côtés  ne  rencontrent 
pas  la  plus  petite  j  et  on  peut  aussi  circonscrire  à 
la  plus  petite  un  poly  gone  régulier  dont  les  côtés 
ne  rencontrent  pas  la  grande;  de  sorte  que  dans 
l'un  et  dans  Vautre  cas  les  côtés  du  polygone  dé- 
crit seront  renfermés  entre  les  deux  circonférences. 
'H  i6',.  Soient  CA,  CB,  les  rayons  des  deux  circonférences 
données.  Au  point  A  menez  la  tangente  DE  termi- 
née à  la  grande    circonférence   en  D  et  E  :  inscrivez 
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dans  la  grande  circonférence  l'un  des  polygones  ré- 
guliers qu'on  peut  inscrire  par  les  problêmes  précé" 
dents,  divisez  ensuite  les  arcs  sous-tendus  par  les 
côtés  on  deux  parties  égales ,  et  menez  les  cordes  des 
demi-arcs  ;  vous  aurez  un  polygone  régulier  d'un 
nombre  de  côtés  double.  Continuez  la  bissection  des 
arcs  jusqu'à  ce  que  vous  parveniez  à  un  arc  plus  petit 
que  DBE.  Soit  MBN  cet  arc  (dont  le  milieu  est  sup- 
posé en  B);  il  est  clair  que  la  corde  MN  sera  plus 
éloignée  du  centre  que  DE,  et  qu'ainsi  le  polygone 
régulier  dont  MN  est  le  côté,  ne  saurait  rencontrer  la 
circonférence  dont  CA  est  le  rayon. 

Les  mêmes  choses  étant  posées,  joignez  CM  et  CN 
qui  rencontrent  la  tangente  DE  en  P  et  Q;  PQ  sera  Je 
côté  d'un  polygone  circonscrit  à  la  petite  circonfé- 
rence, semblable  au  polygone  inscrit  dans  la  grande, 
dont  le  côté  est  MN.  Or  il  est  clair  que  le  polygone 
circonscrit  qui  a  pour  côté  PQ,  ne  saurait  rencon- 
trer la  grande  circonférence,  puisque  GP  est  moindre 
que  CM. 

Donc ,  par  la  même  construction ,  on  peut  décrire 
un  polygone  régulier  inscrit  dans  la  grande  circon- 
férence, et  un  polygone  semblable  circonscrit  à  la 
petite,  lesquels  auront  leurs  côtés  compris  entre  les 
deux  circonférences. 

Scholie.  Si  on  a  ^^^xv/i  secteurs  concentriques  FGG, 
ICH,  en  pourra  de  même  inscrire  dans  le  plus  grand 
une  portion  de  polygone  régulier^  ou  circonscrire  au 
plus  petit  une  portion  de  polygone  semblable,  de  sorte 
que  les  contours  des  deux  polygones  soient  compri.s 
entre  les  deux  circonférences  :  il  suffira  de  diviser 
Parc  FBG  successivement  en  2,  4^8,  i6,etc.,  parties 
('•gales ,  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  une  partie  plus 
petite  que  DBE. 

Nous  appelons  ici  portion  de  polygone  vcgaher  la 
figure  terminée  par  une  suite  de  cordes  égales  inscrites 
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dans  l'arc  FG  d'une  extrémité  à  l'autre.  Cette  portion 
a  les  propriétés  principales  des  polygones  réguliers, 
elle  a  les  angles  égaux  et  les  côtés  égaux,  elle  est  à  Ja- 
fois  inscriptible  et  circonscriptible  au  cercle;  cepen- 
dant elle  ne  ferait  partie  d'un  polygone  régulier  pro- 
prement dit,  qu'autant  que  l'arc  sous -tendu  par  un 
de  ses  côtés  serait  une  partie  aliquote  de  la  circon- 
férence. 

PROPOSITION    XI. 

THÉonÈME. 

Les  circonférences  des  cercles  sont  entre  elles 
comme  les  rayons,  et  leurs  surfaces  comme  les 
quarrés  des  rayons. 
fig.  i(i5.  Désignons,  pour  abréger,  par  cire.  CA  la  ci)con- 
férence  qui  a  pour  rayon  CA;  je  dis  qu'on  aura 
cire.  CA  :  cire.  OB  :  :  CA  :  OB. 

Car,  si  cette  proportion  n'a  pas  lieu ,  CA  sera  à 
OB  comme  cire.  CA  est  à  un  quatrième  terme  plus 
grand  ou  phts  petit  que  cire.  OB  :  supposons-le  plus 
petit,  et  soit,  s'il  est  possible,  CA:OB  ::  ^/rc.  CA: 
cire.  OD. 

Insciivez  dans  la  circonférence  dont  OB  est  le  rayon 
uu  polygone  régulier  EFGKLE,  dont  les  côtés  ne 
rencontrent   point  la   circonférence  dont   OD  est  le 

*  ,o      rayon  *;  inscrivez  un  polygone  sendjlable  MNPTSM 

dans  la  circonférence  dont  CA  est  !e  rayon. 

Cela  posé,  puisque  ces  polygones  sont  semblables, 
leurs  périmètres   MNPSM,    EFGKE  sont  entre  eux 

*  8.      comme  les  rayons  CA ,  OB ,  des  cercles  circonscrits  *, 

et  on  aura  MNPSM  :  EFGKE  ::  CA  :  OB  ;  mais, 
|)ar  bypothèse ,  GA  :  OB  .;  cire.  CA  :  cire.  OD;  donc 
MNPSM  :  EFGKE  ::  cire.  CA  :  cire.  OD.  Or,  cette 
proportion  est  impossible,  car   le   contour  MNPSM 

*  9-      est  moindre  que  cire,  CA  *,  et  au  contraire  EFGKf. 
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est  plus  grand  que  cire.  OD;  donc  il  est  impossible 
que  GA  soit  à  OB  comme  cire.  CA  est  à  une  circonfé- 
rence plus  petite  que  cire.  OB,  ou,  en  termes  plus 
généraux,  il  est  impossible  qu'un  rayon  soit  à  un 
rayon  comme  la  circonférence  décrite  du  premier 
rayon  est  à  une  circonférence  plus  petite  que  la  cir- 
conférence décrite  du  second  rayon. 

De  là  je  conclus  qu'on  ne  peut  avoir  non  plus,  CA 
est  à  OB  comme  cire.  CA  est  à  une  circonférence 
plus  grande  que  cire.  OB  j  car  si  cela  était,  on  aurait, 
en  renversant  les  rapports  :  OB  est  à  CA  comme  une 
circonférence  plus  grande  que  cire.  OB  est  à  cire.  CA, 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  comme  cire.  OB  est  a 
une  circonférence  plus  petite  que  cire,  CA;  donc  un 
rayon  serait  à  un  rayon  comme  la  circonférence  dé" 
crite  du  premier  rayon  est  à  une  circonférence  plus 
petite  que  la  circonférence  décrite  du  second  rayon, 
ce  qui  a  été  démontré  impossible. 

Puisque  le  quatrième  terme  de  la  proportion  CA: 
OB  :  :  c/rc.  C A  :  X  ne  peut  être  ni  plus  petit  ni  plus 
grand  que  cire.  OB,  il  faut  qu'il  soit  égal  à  cire,  OB; 
donc  les  circonférences  des  cercles  sont  entre  elles 
comme  les  rayons. 

Un  raisonnement  et  une  construction  entièrement 
semblables  serviront  à  démontrer  que  les  surfaces 
lies  cercles  sont  comme  les  quarrés  de  leurs  rayons. 

Nous  n  entrerons  pas  dans  d'autres  détails  sur  cette 
proposition,  qui  d'ailleurs  est  un  corollaire  de  la  sui- 
vante. 

Corollaire.    Les    arcs    semblables    AB ,    DE,    sont    f,g.  i6(i. 
comme  leurs  rayons  AC,DO,  et  les  secteurs  sembla- 
bles ACB ,  DOE ,  sont  comme  les  quarrés  de  ces  mêmes 
rayons. 

Car ,  puisque  les   arcs  sont  semblables ,   langle  C 
est  égal  à  l'angle  O*;  or  l'angle  C  est  à  quatre  angles    .  j^]   •} 
droits  comme  l'arc  AB  est  à  la  circonférence  entière   '^^•-^- 
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"  ■  décrite  du  rayon  AC  *,  et  l'angle  O  est  à  quatre  an<jles 
droits  comme  l'arc  DE  est  à  la  circonférence  décrite 
du  rayon  OD;  donc  les  arcs  AB,  DE,  sont  entre  eux 
comme  les  circonférences  dont  ils  font  partie  :  ces  cir- 
conférences sont  comme  les  rayons  AG,  DO,  donc 
arc  AB  :  arc  DE  ::AC:BO. 

Par  la  même  raison  les  secteurs  ACB,  DOE,  sont 
comme  les  cercles  entiers  ,  ceux-ci  sont  comme  les 
quarrés    des    rayons  ;    donc  sect.    ACB  :  scct.  DOE  : 

AC  :  DO.  • 

PROPOS  mois   XIL 

V  . 

THÉORÈME. 

Vaire  du  cercle  est  égale  au  produit  de  sa 
circonférence  par  la  moitié  du  rayon. 

Désignons  par  surf.  CA  la  surface  du  cercle  dont  le 
rayon  est  CA;  je  dis  qu'on  aura  surf.  CArrz-^CAx 
cire.  CA. 

Car  si-^CAx^vVc.  CA  n'est  pas  l'aire  du  cercle  dont 
CA  est  le  rayon,  cette  quantité  sera  la  mesure  d'un 
cercle  plus  grand  ou  plus  petit.  Supposons  d'abord 
qu'elle  est  la  mesure  d'un  cercle  plus  grand,  et  soit, 
s'il  est  possible,  \  CA  X  cire.  CAz=:isurf.  CB. 

Au  cercle  dont  le  rayon  est  CA  circonscrivez  un 
polygone  régulier  DEFG,  etc. ,  dont  les  côtés  ne  ren- 
*  '**  contrent  pas  la  circonférence  qui  a  CB  pour  rayon  *  ; 
la  surface  de  ce  polygone  sera  égale  à  son  contour 
*'■  DE  +  EF-i-FG  +  etc.  multiplié  par|AC*:mais  le 
contour  du  polygone  est  plus  grand  que  la  circon- 
férence inscrite,  puisqu'il  l'enveloppe  de  toutes  parts  ; 
donc  la  surface  du  polygone  DEFG,  etc.,  est  plus 
grande  que  \  AC  x  cire.  AC ,  qui ,  par  hypothèse ,  est  la 
mesure  du  cercle  dont  CB  est  le  rayon  ;  donc  le  poly- 
gone serait  plus  grand  que  le  cercle.  Or  au  contraire; 


fig 
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il  est  plus  petit,  puisqu'il  y  est  contenu;  donc  il  est 
impossible  que  "-  CAx cire.  CA  soit  plus  grand  que 
surf.  CA,  ou,  en  d'autres  termes,  il  est  impossible  que 
la  circonférence  d'un  cercle  multipliée  par  la  moitié 
de  son  rayon  soit  la  mesure  d'un  cercle  plus  grand. 

Je  dis  en  second  lieu  que  le  môme  produit  ne  peut 
être  la  mesure  d'un  cercle  plus  petit;  et,  pour  ne  pas 
changer  de  figure,  je  supposerai  qu'il  s'agit  du  cercle 
dont  CB  est  le  rayon;  il  faut  donc  prouver  que^GB 
X  cire.  CB  ne  peut  être  la  mesure  d'un  cercle  plus 
petit,  par  exemple,  du  cercle  dont  le  rayon  est  GA. 
En  effet,  soit,  s'il  est  possible,  7GB x^/Vc.  GB  rrr 
su/y.  CA. 

Ayant  fait  la  même  construction  que  ci-dessus,  la 
surface  du  polygone  DEFG ,  etc.,  aura  pour  mesure 
(DE  +  EF  +  FG  +  etc.)  X  7CA;  mais  le  contou,, 
DE -h  EF -f- FG-H  etc.,  est  moindre  que  cire.  CD 
qui  l'enveloppe  de  toutes  parts;  donc  l'aire  du  poly- 
gone est  moindre  que  7  CA  X  c/rc.  CB ,  et  à  plus  forte 
raison  moindie  que  7  CB  X  cire.  CB.  Cette  dernière 
quantité  est,  par  hypothèse,  la  mesure  du  cercle  dont 
CA  est  le  rayon  ;  donc  le  polygone  serait  moindre 
que  le  cercle  inscrit,  ce  qui  est  absurde;  donc  il  et 
impossible  que  la  circonférence  d'un  cercle,  multi- 
pliée par  la  moitié  de  son  rayon,  soit  la  mesure  d'un 
Cercle  plus  petit. 

Donc  enfin  la  circonférence  d'un  cercle  multiplié 
par  la  moitié  de  son  rayon  est  Ja  mesure  de  ce  même 
cercle. 

Corollaire  1.  La  surface  d'un  secteur  est  égale  à  l'arc    fig.  i<j8. 
de  ce  secteur  multiplié  par  la  moitié  du  rayon. 

Car  le  secteur  ACB  est  au  cercle  entier  comme 
l'arc  AMB  est  à  la  clrconféi-ence  entière  ABD  * ,  ou 
comme  AMBX7AC  est  à  ABDX7AC.  Mais  le  cercle 
entier=ABDx  7AC;  donc  le  secteur  ACB  a  pour 
mesure  AMB  x  -  AC. 
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Corollaire  II.  Appelons  tt  la  circonférence  dont  le 
tliamètre  est  l'unité,-  puisque  les  circonférences  sort 
comme  les  rayons  ou  comme  les  diamètres,  on  pourra 
faire  cette  proportion  :  le  diamètre  i  est  à  sa  circonfé- 
rence TT  comme  le  diamètre  aCA  est  à  la  circonfé- 
rence qui  a  pour  rayon  GA;  de  sorte  qu'on  aura 
I  rr::  aCA  :  cire.  CA;  donc  cire.  CA  ==  2  tu  x  GA. 
Multipliant  de  part    et   d'autre  par  7  GA ,  on  aura 

^CAx«>c.  GArz^TTxGA,  ou  surf.  GArrrir.  GA; 
donc  la  surface  d'un  cercle  est  égale  au  produit  du 
quarré  de  son  rayon  par  le  nombre  constant  it,  qui 
représente  la  circonférence  dont  le  diamètre  est  i ,  ou 
le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre. 

Pareillement  la  surface  du  cercle  qui  a  pour  rayon 

OB   sera    égale    à   tt  x  OB  ;    or   tt  X  GA  :  iz  X  OB  :  : 

CA  :  OB  ;  donc  les  surfaces  des  cercles  sont  entre  elles 
comme  les  quarrés  de  leurs  rayons ,  ce  qui  s'accorde 
avec  le  théorème  précédent. 

Scholie.  Nous  avons  déjà  dit  que  le  problême  de  la 
quadrature  du  cercle  consiste  à  trouver  un  quarré  égal 
en  surface  à  un  cercle  dont  le  rayon  est  connu;  or  on 
vient  de  prouver  que  le  cercle  est  équivalent  au  rec- 
tangle fait  sur  la  circonférence  et  la  moitié  du  rayon , 
et  ce  rectangle  se  change  en  quarré  en  prenant  une 
moyenne  proportionnelle  entre  ses  deux  dimensions*  : 
ainsi  le  problême  de  la  quadrature  du  cercle  se  ré- 
duit à  trouver  la  circonférence  quand  on  connaît  le 
rayon  ,  et  pour  cela  il  suffit  de  connaître  le  rapport 
de  la  circonférence  au  rayon  ou  au  diamètre. 

Jusqu'à  présent  on  n'a  pu  déterminer  ce  rapport 
que  dune  manière  approchée;  mais  l'approximation 
a  été  poussée  si  loin,  que  la  connaissance  du  rapport 
exact  n'aurait  aucun  avantage  réel  sur  celle  du  rap- 
port approché.  Aussi  cette  question ,  qui  a  beaucoup 
occupé  les  géomètres  lorsque  les  méthodes  d'approxi- 
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niation  étaient  moins  connues,  est  maintenant  relé- 
guée parmi  les  questions  oiseuses  dont  il  n'est  permis 
(le  s'occuper  qu'à  ceux  qui  ont  à  peine  les  premières 
notions  de  géométrie. 

Archimède  a  prouvé  que  le  rapport  de  la  circon- 
férence au  diamètre  est  compris  entre  3^  et  3^°; 
ainsi  3y  ou  -/  est  une  valeur  déjà  fort  approchée  du 
nombre  que  nous  avons  représenté  par  "iz ,  et  cette 
première  approximation  est  fort  en  usage  à  cause  de 
la  simplicité.  Métius  a  trouvé  pour  le  même  nombre 
la  valeur  beaucoup  plus  approchée  \^^.  Enfin  la  va- 
leur de  TT,  développée  jusqu'à  un  certain  ordre  de 
décimales,  a  été  trouvée  par  d'autres  calculateurs 
3,141592653589793^,  etc.,  et  on  a  eu  la  patience  de 
prolonger  ces  décimales  jusqu'à  la  cent  vingt-septième 
ou  même  jusqu'à  la  cent-quarantième.  Il  est  évident 
qu'une  telle  approximation  équivaut  à  la  vérité,  et 
qu'on  ne  connaît  pas  mieux  les  racines  des  puissances 
imparfaites. 

On  expliqtiera,  dans  les  problèmes  suivants,  deux 
des  méthodes  élémentaires  les  plus  simples  pour  obte- 
nir ces  approximations. 

PROPOSITION  xni. 

PRO  BLÊME. 

Étant  données  les  surfaces  d'un  polygone  ré- 
gulier inscrit  et  d'un  polygone  semblable  cir- 
conscrit^ trouver  les  surfaces  des  polygones  ré- 
guliers inscrit  et  circonscrit  d'un  nombre  de  côtés 
double. 

Soit  AB  le  côté  du   pojygone   donné    inscrit,  EF  ^S-  »% 
parallèle  à  AB,  celui  du  polygone  semblable  circon- 
scrit, C  le  centre  du  cercle;  si  on  tire  la  corde  AM  et 
les   tangentes  AP,  BO,  la  conle  A  M  sera  le  côté  du 
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polygone  inscrit  d'un  nombre  de  côtés  double,  et 
PQ  double  de  PM  sera  celui  du  polygone  semblable 
circonscrit  *.  Cela  posé,  comme  la  même  construction 
aura  lieu  dans  les  différents  angles  égaux  à  ACM,  il 
suffit  de  considérer  l'angle  ACM  seul ,  et  les  triangles 
qui  y  sont  contenus  seront  entre  eux  comme  les  poly- 
gones entiers.  Soit  A  la  surface  du  polygone  inscrit 
dont  AB  est  un  côté,  B  la  surface  du  polygone  sem- 
blable circonscrit,  A'  la  surface  du  polygone  dont 
AM  est  un  côté,  B'  la  surface  du  polygone  semblable 
circonscrit;  A  et  B  sont  connus,  il  s'agit  de  trouver 
A'  et  B'. 

r"  Les  triangles  xA-GD,  ACM,  dont  le  sommet 
commun  est  A.,  sont  entre  eux  comme  leurs  bases 
CD,  CM;  d'ailleurs  ces  triangles  sont  comme  les  po- 
lygones A  et  A'  dont  ils  font  partie;  donc  A: A':: 
CD: CM.  Les  triangles  CAM,  CME ,  dont  le  sommet 
commun  est  M,  sont  entre  eux  comme  leurs  bases 
CA,  CE;  ces  mêmes  triangles  sont  comme  les  poly- 
gones A'  et  B  dont  ils  font  partie  ;  donc  A'  :  B  :  :  CA  :  CE. 
Mais  à  cause  des  parallèles  AD,  ME,  on  a  CD:CM:: 
CA:CE;  donc  A:A'::A':B;  donc  le  polygone  A', 
l'un  de  ceux  que  l'on  chercbe ,  est  moyen  propor- 
tionnel entre  les  deux  polygones  connus  A  et  B ,  et  on 


a  par  conséquent  A'^ri/AxB. 

2°  A  cause  de  la  bauteur  commune  CM,  le  trian- 
gle CPM  est  au  triangle  CPE  comme  PM  est  à  PE  ; 
mais  la  ligne  CP  divisant  en  deux  parties  égales 
l'angle  MCE,  on  a*  PM:  PE:  :CM:CE:  :  CD:CA  :: 
A:  A';  donc  CPM:  CPE:  :  A:  A',  et  par  suite,  CPM: 
CPM  H- CPE,  ou  GME::A:A-hA'.  Mais  CMPA 
ou  aCMP  et  CME  sont  entre  eux  comme  les  poly- 
gones B'  et  B  dont  ils  font  partie;  donc  B':B:' 
2A:A  +  A'.  On  a  déjà  déterminé  A';  cette  nou- 
velle proportion   déterminera    B',   et  on   aura   B'=r 
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—  ,•  donc,  ail  moyen  des  polygones  A  et  B,  il  est 

facile  de  trouver  les  polygones  A'  et  B'  qui  ont  deux 
fois  plus  de  côtés. 


PROPOSITION   XIV. 

!•  K  O  B  L  Ê  M  H. 

Trouver  le  rapport  approché  de  la  circonfé- 
rence au  diamètre. 

Soit  le  rayon  du  cercle  =  i ,  le  côté  du  quatre 
inscrit  sera  1/2*,  celui  du  quarré  circonscrit  sera 
égal  au  diamètre  2;  donc  la  surface  du  quarré  ins- 
crit =1::  2,  et  celle  du  quarré  circonscrit  =  4.  Mainte- 
nant, si  on  fait  A  =  2  et  B=r=4?  on  trouvera  par  le 
problême    précédent    l'octogone    inscrit    A'=i:i/8=r 

2,8284271  ,    et   l'octogone   circonscrit   B'nz: -:=: 

3,3i3ro85.  Connaissant  ainsi  les  octogones  inscrit 
et  circonscrit,  on  trouveia  par  leur  moyen  les  po- 
lygones d'un  nombre  de  côtés  double  ;  il  faudra  de 
nouveau  supposer  Ar:=:  2,8284271,  Br=:  3,313^085,  et 

on    aura    A'=v/Ax  Bz=3, 0614674  ,  *^t   W  =.  ' 

=  3,1825979.  Ensuite  ces  polygones  de  16  côtés  ser- 
viront à  connaître  ceux  de  32,  et  on  continuera  ainsi 
jusqu'à  ce  que  le  calcul  ne  donne  plus  de  différence 
entre  les  polygones  inscrit  et  circonscrit,  au  moins 
dans  l'ordre  de  décimales  auquel  on  s'est  arrêté ,  qui 
est  le  septième  dans  cet  exemple.  Arrivé  à  ce  point, 
on  conclura  que  le  cercle  est  égal  au  dernier  résultat, 
car  le  cercle  doit  toujours  être  compris  entre  le  po- 
lygone inscrit  et  le  polygone  circonscrit  ;  donc  si 
ceux-ci  ne  diffèrent  point  entre  eux  jusqu'à  un  certain 
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ordre  de  dëcimales,  le  cercle  n'en  différera  pas  non 
plus  jusqu'au'mème  ordre. 

Voici  le  calcul  de  ces  polygones  prolongé  jusqu'à 
ce  qu'ils  ne  diffèrent  plus  dans  le  septième  ordre  de 
décimales. 

f^oinbre  des  cotés.  Polygone  inscrit.  Polygone    circonscrit, 

4     2,0000000     4)0000000 

8   2,8284271  3,3i37o85 

16 3,0614674  3,1825979 

32   3,i2i445i  3,1517249 

64  3,i365485  3,i44ii84 

128  3,i4o33ii  3,i422236' 

236 3,1412772  3,1417504 

5i2  3,i4i5i38  3,i4i632i 

1024  3,1415729  3,i4i6o25 

2048  3,1415877  3,1413951 

4096  3,i4ï59i4  3,1413933 

8192   3,1415923  3,1415928 

ï6384 3,i4i5925  3,1415927 

32768   3,1415926  3,1415926 


De  là  je  conclus  que  la  surface  du  cercle  = 
3,1415926.  On  pourrait  avoir  du  doute  sur  la  der- 
nière décimale  à  cause  des  erreurs  qui  viennent  des 
parties  négligées;  mais  le  calcul  a  été  fait  avec  une 
décimale  de  plus,  pour  être  sûr  du  résultat  que  nous 
venons  de  trouver  jusque  dans  ia  dernière  décimale. 

Puisque  la  surface  du  cercle  est  égale  à  la  demi- 
circontérence  multipliée  parle  rayon,  le  rayon  étant 
I,  la  demi-circonférence  est  3,14^5926;  ou  bien  le 
diamètre  étant  i  ,  la  circonférence  est  3,1413926; 
donc  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  dé- 
signé ci-dess\is  par  17  =  3,14x5926. 
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PROPOSITION   XV. 

L£MM£. 

Le  triangle  CAB  esi  équivalent  au  triangle  isoscèle  DCE,  fi^'  i<>. 
qui  a  le  même  angle  C  ,  et  dont  le  côté  CE  égal  à  CD  est 
moyen  proportionnel  entre  CA  ef  CB.  De  plus ,  si  t angle 
CAB  est  droit,  la  perpendiculaire  CF  abaissée  sur  a  base 
du  triangle  isoscèle ,  sera  moyenne  proportionnelle  entre  le 
côté  CA  et  la  demi-somme  des  côtés  CA ,  CB. 

Car,  i"  à  cause  de  l'angle  commun  C,  le  triangle  ABC  est 
au  triangle  isoscèle  DCE  comme  AC  X  CB  est  à  DC  X  CE ,  ou 

DC*;  donc  ces  triangles  seront  équivalents,  si  DC  :::=:  AC   '  "^^^  ^■ 
XCB,  ou   si  DC  est  moyenne  proportionnelle   entre  AC 
et  CB. 

2"  La  perpendiculaire  CGF  coupant  en  deux  parties  égales 
l'angle  ACE ,  on  a*  AG  :  GB  :  :  AC  :  CB  ,  d'où  résulte ,  coinpo-  '  '7'  '^• 
nendo,  AGrAG^-GB  ou  AB  ::  AC  :  A  C  +  CB;  mais  AG 
est  à  AB  comme  le  triangle  ACG  est  au  triangle  ACB  ou 
2CDF;  d'ailleurs,  si  l'angle  A  est  droit,  les  triangles  rectan- 
les  ACG,  CDF,   seront   semblables,  et   donneront   ACG: 

CDF::AC:CF,  donc 

ÂC':  2  CF  ':  :  AC  :  AC  -h  CB. 

Multipliant  le  second  rapport  par  AC  ,  les  antécédents  de- 
viendront égaux,  et  on  aura  par  conséquent  aCF  =z:ACx 

—  '                /AC  +  CB\ 
(AC  +  CB),  ouCF==ACxf J;  donc   2"  si  l'angle 

A  est  droit ,  la  perpendiculaire  CF  sera  moyenne  propor- 
tionnelle entre  le  côté  AC  et  la  deemi-somme  des  côtés 
AC  ,  CB. 

PROPOSITION   XVI. 

PROBLEME. 

Trouver  un  cercle  qui  diffère  aussi  peu  qu^on  voudra  (F  un 
polygone  régulier  donné. 

Soit  proposé,  par  exemple,  le  quarré  BMNP;  abaissez  du   ^g-  ':'• 
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centre  C  la  jjer])endicnlaire  CA  sur  le  coté  MB,  et  joi^jne? 
CB. 

Le  cercle  décrit  du  ravon  CA.  est  inscrit  dans  le  quarré  , 
et  le  cercle  décrit  du  rayon  CB  est  circonscrit  à  ce  même 
quarré;  le  premier  sera  plus  petit  que  le  quarré,  le  second 
sera  plus  grand  ;  mais  il  s'agit  de  resserrer  ces  limites. 

Prenez  CD  et  CE  égales  chacune  à  la  moyenne  propor- 
tionnelle entre  CA  et  CB ,  et  joignez  ED  ;  le  triangle  isoscèle 
*  5i.  CDE  sera  équivalent  au  triangle  CAi>*;  faites  de  même  pour 
chacun  des  huit  triangles  qui  composent  le  quarré  ,  vous 
formerez  ainsi  un  octogone  régulier  équivalent  au  quarré 
BMNP.   Le   cercle   décrit    du  rayon  CF,    moyen    propor- 

CA+CB  .         .    .        „ 

tionnel  entre  CA  et ,  sera  mscrit  dans  1  octogone,  et 

le  cercle  décrit  du  rayon  CD  lui  sera  circonscrit.  Ainsi  le 
premier  sera  plus  petit  que  le  quarré  donné  et  le  second 
plus  grand. 

Si  on  change  de  la  même  manière  le  triangle  rectangle 
CDF  en  un  triangle  isoscèle  équivalent,  on  formera  par  ce 
moyen  un  polvgone  régulier  de  seize  côtés,  équivalent  au 
quarré  proposé- Le  cercle  inscrit  dans  ce  polygone  sera  plus 
petit  que  le  quarré,  et  le  cercle  circonscrit  sera  plus  grand. 

On  peut  continuer  ainsi  jusqu'à  ce  que  le  rapport  entre 
le  ravon  du  cercle  inscrit  et  le  ravon  du  cercle  circonscrit 
diffère  aussi  peu  qu'on  voudra  de  l'égalité.  Alors  l'un  et 
l'autre  cercle  pourront  être  regardés  comme  équivalents  au 
quarré  proposé. 

Scholie.  Voici  à  quoi  se  réduit  la  recherche  des  ravons 
successifs.  Soit  a  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  l'un  des 
polygones  trouvés ,  b  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  même 
polygone;  soient  a'  et  b'  les  rayons  semblables  pour  le  po- 
lygone suivant  qui  a  un  nombre  de  côtés  double.  Suivant  ce 
que  nous  avons  démontré ,  b'  est  une  moyenne  proportion- 
nelle entre  a  et  b ,  ei  a'  est  une  moyenne  proportionnelle 

a+b  

entre  a  et ;  de  sorte  qu'on  aura   h'z=z\XaXb .  et  a' ■=. 

•X  *  ' 


(H-b 
V/  «X ;  donc  les  rayons  a  et  b  d'un   polygone  étant 

2 
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connus,  on  en  conclut  facilement  les  rayons  a'  et  b'  du  po- 
lygone suivant  :  et  on  continuera  ainsi  jusqu'à  ce  que  la 
différence  entre  les  deux  rayons  soit  devenue  insensible; 
alors  l'un  ou  l'autre  de  ces  rayons  sera  le  rayon  du  cercle 
équivalent  au  quarré  ou  au  polygone  proposé. 

Cette  méthode  est  facile  à  pratiquer  en  lignes  ,  puisque 
elle  se  réduit  à  trouver  des  moyennes  proportionnelles  suc- 
cessives entre  des  lignes  connues  ;  mais  elle  réussit  encore 
mieux  en  nombres  ,  et  c'est  un^  des  plus  commodes  que  la 
géométrie  élémentaire  puisse  fournir  pour  trouver  promp- 
tement  le  rapport  approché  de  la  circonférence  au  diamètre. 
Soit  le  côté  du  quarré  :=  2  ,  le  premier  rayon  inscrit  CA  sera 
I ,  et  le  premier  rayon  circonscrit  CB  sera  v/a  ou  1,4 14^1 36. 
Faisant  donc  a=^i,  èzz:  i,4i42i36 ,  on  trouvera  b'^=: 
1,1892071  ,  et  a' z:z:  1,0986841.  Ces  nombres  servironta 
calculer  les  suivants  d'après  la  loi  de  continuation. 

Voici  le  résultat  du  calcul  fait  jusqu'à  sept  ou  huit  chiffres 
par  les  tables  de  logarithmes  ordinaires. 

Rayons  des  cercles  circouscrits.  Rayons  des  cercles  inscrits. 

i,4i42i36  1,0000000. 

1,1892071  i,o98684i' 

i,i43o5oo  i,i2io863. 

1, 1820149  1,1265639. 

1,1292862  1,1279257. 

1,1286063  1,1282657. 

Maintenant  que  la  première  moitié  des  chiffres  est  la 
même  des  deux  côtés ,  on  pourra  ,  au  lieu  des  moyens  géo- 
métriques ,  prendre  les  moyens  arithmétiques ,  qui  n'en  dif- 
fèrent que  dans  les  décimales  ultérieures.  De  cette  manière 
l'opération  s'abrège  beaucoup,  et  les  résultats  sont  : 

1,128436  )     i,i2835o8. 

1,1283934     1,1283721. 

1,1283827 1,1283774- 

1, 1283801      1,1283787. 

1,1283794      1,1283791. 

1,1283792     i,i28')792. 

9 


î.30  GEOMETRIE. 

Donc  1,1283792  est  à  très  -  peu  près  le  rayon  du  cercle 
l'gal  en  surface  au  quarré  dont  le  côté  est  2.  De  là  il  est  fa- 
cile de  trouver  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  : 
car  on  a  démontré  que  la  surface  du  cercle  est  égale  au 
quarré  de  son  rayon  multiplié  par  le  nombre  w  ;  donc  ,  si 
on  divise  la  surface  4  par  le  quarré  de  1,1283792 ,  on  aura 
la  valeur  de  77,  qui  se  trouve  par  ce  calcul  de  3, 14 16926,  etc., 
comme  on  l'a  trouvée  par  une  autre  méthode. 


zVPPENDICE  AU  LIVRE  lY. 

DÉFINITIONS. 

I.  vJ'N  a{)pelle  ma.rimuin  la  quantité  la  plus  grande  eiitrt 
toutes  celles  delà  même  espèce;  mlnlrnurn  la  plus  petite. 

Ainsi  le  diamètre  du  cercle  est  un  maximuin  entre  tontes 
les  lignes  qui  joignent  deux  points  de  la  circonférence,  et 
la  perpendiculaire  est  un  mi/dmutn  entre  toutes  les  droites 
menées  d'un  point  donné  à  une  ligne  donnée. 

II.  On  appelle  figures  isoprrlinclres  celles  qui  ont  des  pé- 
rimètres égaux. 

PROPOSITION     lai  E  M  1 È  R  E. 

T  n  É  o  n  Ê  M  E. 

Entre  tous  les  triangles  de  inernt  base  et  de  même  [léri  • 
mètre  ,  le  triangle  maximum  t>st  celui  dans  lequel  les  deux 
côtés  non  détenninés  sont  égaux. 

,,2.  Soit  AC  =  CB  ,  et  AM  4-  Mi5  =z  AC  -|-  CB  ;  je  dis  que  le 
triangle  isoscèle  ACB  est  plus  grand  que  le^  triangle  AlVIB 
qui  a  même  base  et  même  périmètre. 

Du  point  C  ,  comme  centre ,  et  du  rayon  CA  :=:  CB  ,  dé- 
crivez une  circonférence  qui  rencontre  CA  prolongé  en  D; 
joignez  DB  ;  et  l'angle  DBA,  inscrit  dans  le  demi -cercle, 

2,  5.  sera  un  angle  droit  *.  prolongez  la  perpendiculaire  DB  vers 
Ts',  faites  MNr=:  MB,  et  joignez  AN.  Enfin  des  points  M  etC 
baissez  MPetCG,  perpendiculaires  surDN.  Puisque  CFi  r 
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CD  et  MN  —  mii ,  on  a  AC  H-  CB  =:  AD  ,  et  AM  +  MB=: 

AM-hMN.  MaisAC  +  CB  — AM^-MB;doncAD=:AM-^- 
MN  ;  donc  AD  >  AN  :  or  si  Fobliqtie  AD  est  plus  grande  que 
l'oblique  AIN  ,  elle  doit  être  plus  éloignée  de  la  perpendicu- 
laire AB-,  doncDB>BN;  donc  BG ,  qui  est  moitié  deBD*,  *  la,  i. 
sera  plus  grande  que  BP  moitié  de  BN.  Mais  les  triangles 
ABC ,  ABM  ,  qui  ont  même  base  AB ,  sont  entre  eux  comme 
leurs  hauteurs  BG ,  BP;  donc,  puisqu'on  a  BG>BP,  le  tri- 
angle isoscèle  ABC  est  plus  grand  que  le  non-isoscèle  ABM 
(le  même  base  et  de  même  périmètre. 

PROPOSITION    II. 

THÉORÈME. 

Entre  tou.i  les  /jolygones  ixopcrimètres  et  tVun  rnéme 
nombre  «le  côtés  ,  celui  qui  est  un  maximum  a  ses  côtés 
égaux.  __ 

Car  soit  ABCDEF  le  polygone  maximum  ;  si  le  côté  BC  ^?>-  '"•^• 
n'est  pas  égal  à  CD ,  faites  sur  la  base  BD  un  triangle  isos- 
cèle BOD  qui  soit  isopérimèlre  à  BCD,  le  triangle  BOD  sera 
plus  grand  que  BCD*,  et  par  conséquent  le  polygone  "pî"'- 
ABODEF  sera  plus  grand  que  ABCDEF  ;  donc  ce  dernier 
ne  serait  pas  le  maximum  entre  tous  ceux  qui  ont  îe  même 
périmètre  et  le  même  nombre  de  côtés,  ce  qui  est  contre  la 
supposition.  On  doit  donc  avoir  BC  nr  CD  :  on  aura  par  la 
même  raison  CD  rz:  DE,  DEinr  EF,  etc.  ;  donc  tous  les  côîéi. 
du  polygone  rntjxiinurn  sont  égaux  entre  eux. 

IMIOPOSI  r  iOlN    JIJ. 

T  U  E  O  K  EME. 

De  tous  It's  triangles  formés  avec  deux  côtés  donnée  fai- 
sant entre  eux  un  angle  à  volonté ,  le  maximum  est  celui 
dans  lequel  les  deux  côtés  donnés  font  un  angle  droit. 

Soient  les  deux  triangles  BAC  ,  BAD  ,  qui  ont  le  côté  AB   fi,,'    >:♦ 
commun ,  et  le  côté  AC  =:  AD  ;  si  l'angle  BAC  est  droit ,  je 
dis  que  le  triangle  BAC  sera  plus  grand  que  le  triangle  BAD, 
lans  lequel  l'angle  en  A  est  aigti  on  obtus. 
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Car  ta  base  Ali  étant  la  même,  les  deux  triangles  BAC, 
BAD,  sont  comme  les  hauteurs  AC ,  DE  :  mais  la  per- 
pendiculaire DE  est  plus  courte  que  l'oblique  AD  ou  son 
égale  AC  ;  donc  le  triangle  BAD  est  plus  petit  que  BAC. 

PROPOSITION  IV. 

THÉORÈME. 

f)e  tous  les  polygones  formés  avec  des  côtés  donnés  et  un 
dernier  à  volonté ,  le  maximum  doit  être  tel  que  tous  ses 
(ingle.s  soient  inscrits  dans  une  demi-  circonférence  dont  le 
côté  inconnu  sera  le  diamètre. 
ti{,'.i:5.  Soit  ABCDEF  le  plus  grand  des  polygones  formés  avec 
les  côtés  donnés  AB,  BC  ,  CD,  DE,  EF ,  et  un  dernier  AF 
à  volonté;  tirez  les  diagonales  AD,  DF.  Si  l'angle  ADF 
n'était  pas  droil,  on  pourrait,  en  conservant  les  parties 
ABCD ,  DEF ,  telles  qu'elles  sont,  augmenter  le  triangle 
ADF  ,  et  par  conséquent  le  polygone  entier,  en  rendant 
l'angle  ADF  droit ,  conformément  à  la  proposition  précé- 
dente ;  mais  ce  polygone  ne  peut  plus  être  augmenté,  puis- 
qu'il est  supposé  parvenu  à  son  maximum  ;  donc  l'angle 
ADF  est  déjà  un  angle  droit.  Il  en  est  de  même  des  angles 
ABF  ,  ACF ,  AEF  ;  donc  tous  les  angles  A ,  B  ,  C  ,  D  ,  E ,  F, 
du  polygone  maximum  sont  inscrits  dans  une  demi-circon- 
lérence  dont  le  côté  indéterminé  AF  est  le  diamètre. 

Scholie.  Cette  proposition  donne  lieu  à  une  question  ;  sa- 
^oir,  s  il  y  a  plusieurs  manières  de  former  un  polygone  avec 
des  côtés  donnés  ,  et  un  dernier  inconnu  qui  sera  le  diamètre 
de  la  demi-circonférence  dans  laquelle  les  autres  côtés  sont 
inscrits.  Avant  de  décider  cette  question,  il  faut  observer 
que  si  une  même  corde  AB  sous -tend  des  arcs  décrits  de 
fi^.i7ft.  différents  rayons  AC  ,  AD,  l'angle  au  centre  appuyé  sur 
celte  corde  sera  le  plus  petit  dans  le  cercle  dont  le  rayon 
est  le  plus  grand  ;  ainsi  ACB<  ADB.  En  effet  l'angle  ADO 
*a7»»-  =ACD-f-CAD*;  donc  ACD  <  ADO  ,  et  en  doublant  de 
part  et  d'autre  on  aura  ACB<ADB. 
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PROPOSITION    V. 

THÉORÈME. 

Il  n'y  a  qu'une  manière  déformer  le  polygone  ABCDEF, 
avec  des  côtés  donnés  et  un  dernier  inconnu  qui  soit  le  dia- 
mètre de  la  demi-circonférence  dans  laquelle  les  autres  côtés 
vont  inscrits. 

Car,  supposons  qu'on  a  trouvé  un  cercle  qui  satisfasse  à  '"'  '"' 
la  question  ;  si  on  prend  un  cercle  plus  grand  ,  les  cordes 
AB,  BC,  CD ,  etc. ,  répondront  à  des  angles  au  centre  plus 
petits.  La  somme  de  ces  angles  au  centre  sera  donc  moindre 
que  deux  angles  droits  ;  ainsi  les  exti'émités  des  côtés 
donnés  n'aboutiront  plus  aux  extrémités  d'un  diamètre. 
L'inconvénient  contraire  aura  lieu  si  on  prend  un  cercle 
plus  petit  ;  donc  le  polygone  dont  il  s'agit  ne  peut  être 
inscrit  que  dans  un  seul  cercle. 

Scholie.Ou  peut  changer  à  volonté  l'ordre  des  côtés  ABr, 
BC,  CD,  etc. ,  et  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  sera  tou- 
jours le  même  ,  ainsi  que  la  surface  du  polygone;  car,  quel 
que  soit  l'ordre  des  arcs  AB,  BC ,  etc.,  il  suffit  que  leur 
somme  fasse  la  demi-circonférence  ,  et  le  polygone  aura 
toujours  la  même  surface  ,  puisqu'il  sera  égal  au  demi- 
cercle  moins  les  segments  AB,  BC ,  etc.,  dont  la  jomme 
est  toujours  la  même. 

PROPOSITION   VI. 

THÉORÈME. 

De  tous  les  polygones  formés  avec  des  côtés  donnés  ,  le 
maximum  est  celui  qu'on  peut  inscrire  dans  un  cercle. 

Soit  ABCDEFG  le  polygone  inscrit,  et  abcdefg  le  non-    '"f-  ^T,- 
inscriptible  formé  avec  des  côtés  égaux ,  en  sorte  qu'on   a 
ABzrraè,  BC;=èc,  etc.;  je  dis  que  le  polygone  inscrit  est 
plus  grand  que  l'autre. 

Tirez  le  diamètre  EM  ;  joignez  AM  ,  MB;  sur  aè  =  AB 
faites  le  triangle  abm  égal  à  ABM ,  et  joignez  em. 

En  vertu  de  la  proposition  IV,  le  polygone  EFC.AÎVI  est 
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plus  grand  que  efgain ,  à  moins  que  celui-ci  ne  puisse  être 
pareillement  inscrit  dans  une  demi -circonférence  dont  le 
côté  ein  serait  le  diamètre ,  auquel  cas  les  deux  polygones 
seraient  éi^aux  en  vertu  de  la  proposition  V.  Par  la  même 
raison  le  i)olygone  EDCBM  est  plus  grand  que  edcbm ,  sauf 
la  même  exception  où  il  y  aurait  égalité.  Donc  le  polygone 
entier  EFOAMBCDE  est  plus  grand  que  efgambcde,  à  moins 
qu'ils  ne  soient  entièrement  égaux  :  mais  ils  ne  le  sont  pas, 
puisque  l'un  est  inscrit  dans  le  cercle ,  et  que  l'autre  est 
supposé  non -inscriptible;  donc  le  polygone  inscrit  est  le 
plus  grand.  Retranchant  de  part  et  d'autre  les  triangles 
égaux  ABM  ,  abm  ,  il  restera  le  polygone  inscrit  ABCDEFG 
plus  grand  que  le  non-inscriptible  ahcdefg. 

Scholie.  On  démontrera,  comme  dans  la  proposition  \% 
qu'il  ne  peut  y  avoir  qu'un  seul  cercle ,  et  par  conséquent 
qu'un  seul  polygone  maximum  qui  satisfasse  à  la  question; 
et  ce  polygone  serait  encore  de  même  surface ,  de  quelque 
manière  qu'on  changeât  l'ordre  de  ses  côtés. 

PROPOSITION  VIL 

THÉORÊMB. 

Le  polygone  régulier  est  un  maximum  entre  tous  les  poly- 
gones isopérirnetres  et  d'un  même  nombre  de  côtés. 

Car,  suivant  le  théorème  II ,  le  polygone  maximum  a  tous 
ses  côtés  égaux;  et,  suivant  le  théorème  précédent,  il  est  in- 
scriptible  dans  le  cercle  ;  donc  ce  polygone  est  régulier. 

PROPOSITION    VIII. 

î.  £  M  M  £. 

Deux  angles  au  centre  ,  mesurés  dans  deux  cercles  diffé- 
rents ,  sont  entre  eux  comme  les  arcs  compris  divisés  par 
leurs  rayons. 

'7"-        Ainsi  l'angle  C  est  à  l'angle  O  comme  le  rapport esl 

A.l_< 

D 

en  rapport 

^^        DO 

i>'un  rayon  OFégal  a  AC  décnvcz  l'aro  !''('■  compris  entre 
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les  côtés  OD,  OE ,  prolongés  ;  à  cause  des  rayons  égaux  AC  , 

ABCFG    _  .     'i?. 
OF,  on  aura  d'abord  C:0::AB:FG*,  ou::————.  Mais 

AC:  FO 

à  cause  des  arcs  semblables  FG  ,  DE ,  on  a  *  FG  :  DE  :  :  FO  :    *  n  • 

FG  DE 

DO  ;  donc  le  rapport  -:; —  est  égal  au  rapport  -rTTT'  ^*  ''"  ^ 

AB     DE 

i)ar  conséquent  C:0  :: :  . 

'  ^  AC     DO 

PROPOSITION    IX. 

THÉORÈME. 

De  deux  polygones  réguliers  isopérimètres ,  celui  qui  a  le 
plus  grand  nombre  de  côtés  est  le  plus  grand. 

Soit  DE  le  demi-côté  de  l'un  des  polygones  ,  O  son  centre,  ^i?-  ' 
OE  son  apothème  ;  soit  AB  le  demi-côté  de  l'autre  polygone , 
C  son  centre,  CB  son  apothème.  On  suppose  les  centres  O 
et  C  situés  à  une  distance  quelconque  OC ,  et  les  apothèmes, 
OE,  CB,  dans  la  direction  OC  :  ainsi  DOE  et  ACB  seron, 
les  demi-angles  au  centre  des  polygones  ,  et  comme  ces  ant 
gles  ne  sont  pas  égaux,  les  lignes  CA ,  OD ,  prolongées,  se 
rencon tareront  en  un  point  F;  de  ce  point  abaissez  sur  OC 
la  perpendiculaire  FG  ;  des  points  O  et  C  ,  comme  centres 
décrivez  les  arcs  GI,  GH  ,  terminés  aux  côtés  OF,  CF. 

Cela  posé ,  on  aura  par  le  lemme  précédent  O  :  C  :  :  — —  : ; 

OG   CG 

mais   DE  est  au   périmètre  du  premier  polygone  comme 

l'angle  O  est  à  quatre  angles  droits ,  et  AB  est  au  périmètre 

du  second  comme  l'angle  C  est  à  quatre  angles  droits  ;  donc, 

puisque  les  périmètres  des  polygones  sont  égaux ,  DE  .  AB 

G    GH 
::  0:C,  ou  DE:  AB  ::  —  :- — .   Multipliant  les  antécédents 
OG  CG 

par  OG  et  les  conséquents  par  CG,  onauraDExOG:  ABX 

CG  :  :  GI  :  GH.  Mais  les  triangles  semblables  ODE,  OFG, 

donnent  OE  :  OG  ::  DE  :  FG ,  d'où  résulte  DEx  OG  ■=:  OE 

X  FG  ;'  on  aura  de  môme  AB  X  CG  —  CB  X  FG  ;  donc  OE  X 

FG  :  CB  X  FG  ::  GI  :  GH ,  ou  OE  :  CB  ::  GI  :  GH.  Si  donc 

on  fait  voir  que  l'arc  GI  est  plus  grand  que  l'arc  GH ,  il 

s'en   suivra  que  l'apolhème  OE  est  plus  grand  que  CB. 
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De  l'autre  côté  de  C¥  soit  faite  la  figure  CK:r  entièremen 
éi,'ale  à  la  figure  CG^ ,  de  sorte  qu'on  ail  CK=:CG,  l'angle 
HCK-t^HCG  ,  et  l'arc  Kjr:z=  a:G  ;  la  courbe  KarG  envelop- 

*9.  pera  l'arc  RHG ,  et  sera  i)lus  grande  que  cet  arc  *.  Donc  Gx, 
moitié  de  la  courbe,  est  plus  grande  que  GH  moitié  de  l'arc; 
donc,  à  plus  forte  raison,  GI  est  plus  grand  qxze  GH. 

Il  résulte  de  là  que  l'apothème  OE  est  plus  grand  que  CB  : 
mais  les  deux  polygones  ayant  même  périmètre  sont  entre 

'  7.  eux  comme  leurs  apothèmes*  ;  donc  le  polygone  qui  a  pour 
demi-côté  DE  est  plus  grand  que  celui  qui  a  pour  demi-côté 
AJ}  :  le  premier  a  le  plus  de  côtés ,  puisque  son  angle  au 
centre  est  le  plus  petit;  donc  de  deux  polygones  réguliers  iso- 
périmètres ,  celui  qui  a  le  plus  de  côtés  est  le  plus  grand. 

PROPOSITION  X. 

THÉORÈME. 

Le  cercle  est  plus  grand  que  tout  polygone  isopérimètrc. 
'  '  "  Il  est  déjà  prouvé  que  de  tous  les  polygones  isopérimètres 
et  d'un  même  nombre  de  côtés  le  polygone  régulier  est  le 
plus  grand  ;  ainsi  il  ne  s'agit  plus  que  de  comparer  le  cercle 
à  un  }>olygone  régulier  quelconque  isopérimètre.  Soit  AI  le 
demi-côté  de  ce  polygone ,  C  son  centre.  Soit  dans  le  cercle 
isopérimètre  l'angle  DOEr^ACI,  et  conséquemment  l'arc 
DE  égal  au  demi -côté  AI.  Le  polygone  P  est  au  cercle  C 
comme  le  triangle  AGI  est  au  secteur  ODE  ;  ainsi  on  aura 
P:C::iAIxCI:^DExO£::CI:OE.  Soit  menée  au  point 
E  la  tangente  EG  qui  rencontre  OD  prolongé  en  G  ;  les  tri- 
angles semblables  AGI,  GOE,  donneront  la  proportion  Cl! 
OE::AIouDE:GE;doncP:C::DE:GE,ou  comme  DEx 
'  OE  qui  est  la  mesure  du  secteur  DOE  est  à  GEx^OE  qu' 
est  la  mesure  du  triangle  GOE  :  or  le  secteur  est  plus  petit 
(|ue  le  triangle;  donc  P  est  plus  petit  que  C,  donc  le  cercle 
est  plus  grand  que  tout  polygone  isopérimètre. 
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LES  PLANS  ET  LES  ANGLES  SOLIDES. 

DÉFINITIONS. 

L    Une  ligne  droite  est  perpendiculaire  a  un  plan, 
lorsqu'elle  est  perpendiculaire  à  toutes  les  droites  qui 
passent  par  son  pied  dans  le  plan  *.  Réciproquement  *  pr  4. 
le  plan  est  perpendiculaire  à  la  ligne. 

Le  pied  de  la  perpendiculaire  est  le  point  où  cette 
ligne  rencontre  le  plan. 

IL  Une  ligne  est  parallèle  a  un  plan,  lorsqu'elle 
ne  peut  le  rencontrer  à  quelque  distance  qu'on  les 
prolonge  l'un  et  l'autre.  Réciproquement  le  plan  est 
parallèle  à  la  ligne. 

IIL  J)eux  plans  sont  parallèles  entre  eux,  lorsqu'ils 
ne  peuvent  se  rencontrer  à  quelque  distance  qu'on  les 
prolonge  l'un  et  l'autre. 

IV.  Il  sera  démontré*  que  l'intersection  commune   *  pr.  j. 
de  deux  plans  qui  se  rencontrent  est  une  ligne  droite  : 

cela  posé  ,  l'angle  ou  ^inclinaison  mutuelle  de  deux 
plans  est  la  quantité  plus  ou  moins  grande  dont  ils 
sont  écartés  l'un  de  l'autre  ;  cette  quantité  se  me- 
sure *  par  l'angle  que  font  entre  elles  les  deux  per-  *  pr.  7. 
pendiculaires  menées  dans  chacun  de  ces  plans  au 
même  point  de  l'intersection  commune. 
Cet  angle  peut  être  aigu ,  droit ,  ou  obtus. 

V.  S'il  est  droit,  les  deux  plans  sont  perpendicu- 
laires entre  eux. 

VI.  Angle  solide  est  l'espace  angulaire  compris 
entre  plusieurs  plans  qui  se  réunissent  en  un  même 
point. 
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g.  199.  Ainsi  l'angle  solide  S  est  formé  par  la  réunion  des 
ilans  ;^SB,  BSG,  GSB,  DSA. 

Il  faut  au  moins  trois  plans  pour  former  un  angle 
solide. 

PROPOSITION    PREMIÈRE. 

THÉORÈME. 

Une  ligne  droite  ne  peut  être  en  partie  dam 
un  plan  ,  en  partie  au  dehors. 

Car,  suivant  la  définition  du  plan,  dès  qu'une 
ligne  droite  a  deux  points  communs  avec  un  plan  , 
elle  est  tout  entière  dans  ce  plan. 

Scholie.  Pour  reconnaître  si  une  surface  est  plane  > 
il  faut  appliquer  une  ligne  droite  en  différents  sens 
sur  cette  surface,  et  voir  si  elle  touche  la  surface  dans 
toute  son  étendue. 

PROPOSITION   II. 

THÉORÈME. 

Deux  lignes  droites  qui  se  coupent  sont  dans 
un  même  plan ,  et  en  déterminent  la  position. 

fig.  181.  Soient  AB,  AC,  deux  lignes  droites  qui  se  coupent 
en  A  :  on  peut  concevoir  un  plan  où  se  trouve  la 
ligne  droite  AB  ;  si  ensuite  on  fait  tourner  ce  plan 
autour  de  AB  ,  jusqu'à  ce  qu'il  passe  par  le  point  G, 
alors  la  ligne  AG ,  qui  a  deux  de  ses  points  A  et  G  dans 
ce  plan,  y  sera  tout  entière,  donc  la  position  de  ce 
plan  est  déterminée  par  la  seule  condition  de  renfer- 
mer les  deux  droites  AB,  AG. 

Corollaire  I.  Un  triangle  ABG,  ou  trois  points 
A ,  B ,  G ,  non  en  ligne  droite ,  déterminent  la  position 
d'un  plan. 

fij'.  182.  Corollaire  II.  Donc  aussi  deux  parallèles  AB,  CD  , 
déterminent  la  position  d'un  plan  ;  car  si  on  mène  la 
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sécante   EF,   le  plan  des  deux  droites  AE ,  EF,  sera 
celui  des  parallèles  AB,  CD. 

PROPOSITION   III. 

THÉORÈME. 

Si  deux  plans  se  coupent^  leur  intersection 
commune  sera  une  ligne  droite. 
'  Car,  si  dans  les  points  communs  aux  deux  plans 
on  en  trouvait  trois  qui  ne  fussent  pas  en  ligne  droite, 
les  deux  plans  dont  il  s'agit,  passant  chacun  par  ces 
trois  points ,  ne  feraient  qu'un  seul  et  même  plan  *,  *  2. 
ce  qui  est  contre  la  supposition. 

PROPOSITION  IV. 

THÉORÈME. 

Si  une  ligne  droite  AP  est  perpendiculaire  à  ^g-  ^*3' 
deux  autres  PB  ,  PC ,  qui  se  croisent  à  son  pied 
dans  le  plan  MN  ,  elle  sera  perpendiculaire  à 
une  droite  quelconque  PQ  menée  par  son  pied 
dans  le  même  plan ,  et  ainsi  elle  sera  perpendi- 
culaire au  plan  MN. 

Par  un  point  Q,  pris  à  volonté  sur  PQ ,  tirez  la 
droite  BC  dans  l'angle  BPC,  de  manière  que  BQ=: 
QC%  joignez  AB,AQ,AC.  V°^;5. 

La  base  BC  étant  divisée  en  deux  parties  égales  au 
point  Q,  le  triangle  BPC  donnera  * ,  *^^'  ^• 

PC  +  PB^  2PQ  +  2QGI 
Le  triangle  BAC  donnera  pareillement , 

ÂGh-  ÂB  =  aÂQ+  2QC! 
Retranchant   la   première  égalité  de   la  seconde,  et 
observant   que  les  triangles   APC ,  APB ,  tous  deux 

rectangles  en  P,  donnent   AC  —  PC=:AP,  et  AB  — 

PB=:AP;  on* aura, 

ÂÏ-hXP =aÂQ  —  -^  PQ^ 
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Donc,  en  prenant  les   moitiés   de  part  et  d'autre, 

on  a  ÂP'— ÂQ  — Pq\  ou  ÂQ  =  ÂP+PQ',  donc  le 
triangle  APQ  est  rectangle  en  P*;  donc  AP  est  per- 
pendiculaire à  PQ. 

Scholie.  On  voit  par  là ,  non-seulement  qu'il  est  pos- 
sible qu'une  ligne  droite  soit  perpendiculaire  à  toutes 
celles  qui  passent  par  son  pied  dans  un  plan  ,  mais 
que  cela  arrive  toutes  les  fois  que  cette  ligne  est  per- 
pendiculaire à  deux  droites  menées  dans  le  plan;  c'est 
ce  qui  démontre  la  légitimité  de  la  définition  I. 

Corollaire  I.  La  perpendiculaire  AP  est  plus  courte 
qu'une  oblique  quelconque  AQ  ;  donc. elle  mesure  la 
vraie  distance  du  point  A  au  plan  PQ. 

Corollaire  II.  Par  un  point  P  donné  sur  un  plan» 
on  ne  peut  élever  qu'une  seule  perpendiculaire  à  ce 
plan  ;  car  si  on  pouvait  élever  deux  perpendiculaires 
par  le  même  point  P,  conduisez,  suivant  ces  deux 
perpendiculaires ,  un  plan  dont  l'intersection  avec  le 
plan  MN  soit  PQ  ;  alors  les  deux  perpendiculaires 
dont  il  s'agit  seraient  perpendiculaires  à  la  ligne  PQ  , 
au  même  point  et  dans  le  même  plan  ,  ce  qui  est  im- 
possible. 

Il  est  pareillement  impossible  d'abaisser  d'un  point 
donné  hors  d'un  plan  deux  perpendiculaires  à  ce 
plan  ;  car  soient  AP,  AQ,  ces  deux  perpendiculaires, 
alors  le  triangle  APQ  aurait  deux  angles  droits  APQ  , 
AQP,  ce  qui  est  impossible. 

PROPOSITION   V. 

THÉORÈME. 

Les  obliques  également  éloignées  de  la  per- 
pendiculaire sont  égales  ;  et,  de, deux  obliques 
inégalement  éloignées  de  la  perpendiculaire, 
celle  qui  s'en  éloigne  le  plus  est  la  plus  longue. 


LIVRE    V.  l4l 

Car  les  angles  APB,  APC,  APD  étant  droits,  si  on  i'\ 
suppose  les  distances  PB,  PC,  PD,  égales  entre  elles, 
les  triangles  APB,  APC,  APD,  auront  un  angle  égal 
compris  entre  côtés  égaux  ;  donc  ils  seront  égaux  ; 
donc  les  hypoténuses  ou  les  obliques  AB,  AC  ,  AD, 
seront  égales  entre  elles.  Pareillement ,  si  la  distance 
PE  est  plus  grande  que  PD  ou  son  égale  PB ,  il  est  clair 
que  l'oblique  AE  sera  plus  grande  que  AB  ,  ou  son 
égale  AD. 

Corollaire.  Toutes  les  obliques  égales  AB ,  AC  , 
AD  ,  etc. ,  aboutissent  à  la  circonférence  BGD  ,  dé  - 
orite  du  pied  de  la  perpendiculaire  P  comme  centre  ; 
donc  étant  donné  un  point  A  hors  d'un  plan ,  si  on 
veut  trouver  sur  ce  plan  le  point  P  ou  tomberait  la 
perpendiculaire  abaissée  de  A,  il  faut  marquer  sur  ce 
plan  trois  points  B  ,  C,  D,  également  éloignés  du  point 
A ,  et  chercher  ensuite  le  centre  du  cercle  qui  passe 
par  ces  points  ;  ce  centre  sera  le  point  cherché  P. 

Scholie.  L  angle  ABP  est  ce  qu'on  appelle  Xincli- 
naison  de  l'oblique  AB  sur  le  plan  MN  ;  on  voit  que 
cette  inclinaison  est  égale  pour  toutes  les  obliques  AB, 
AC,  AD,  etc. ,  qui  s'écai^tent  également  de  la  perpen- 
diculaire; car  tous  les  triangles  ABP,  ACP,  A  DP,  etc  , 
sont  égaux  entre  eux. 

PPiOPOSlTlON  VI. 

THÉORÈM  E. 

Soit  AP  une  perpendiculaire  au  plan  MN  et 
BC  une  ligne  située  clans  ce  plan  ;  si  du  pied  P 
de  la  perpendiculaire  on  abaisse  PD  perpendi- 
culaire sur  BC  ,  et  quon  joigne  AD ,  je  dis  que 
AD  sera  perpendiculaire  à  BC. 

Prenez  DB=DC,  et  joignez  PB,  PC,  AB  ,  AC  ; 
puisque  DB=:DC,  l'oblique  PBnrPC;  et  par  rap- 
port à   la   perpendiculaire    AP  ,  puisque  PB  =  PC , 
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*à  rol)liqiie;  ABjl— Ad*;  donc  la  ligne  AD  a  deux  de  ses 
points  A  et  I)  également  distants  des  extrémités  B  et 
C  ;  donc  AD  est  perpendicidaire  sur  le  milieu  de  BC. 

Corollaire.  On  voit  en  même  temps  que  BC  est  per- 
pendiculaire au  plan  APD,  puisque  BC  est  perpendi- 
culaire à-la-fois  aux  deux  droites  AD,  PD. 

Scholie.  Les  deux  lignes  AE,  BC,  offrent  l'exemple 
de  deux  lignes  qui  ne  se  rencontrent  point,  parce  que 
elles  ne  sont  pas  situées  dans  un  même  plan.  La  plus 
courte  distance  de  ces  lignes  est  la  droite  PD ,  qui  est 
à-la-fois  perpendiculaire  à  la  ligne  AP  et  à  la  ligne 
BC.  La  dislance  PD  est  la  plus  courte  entre  ces  deux 
lignes;  car  si  on  joint  deux  autres  points,  comme  A 
et  B ,  on  aura  AB  >  AD  ,  AD  >  PD;  donc ,  à  plus  forte 
raison,  AB>PD. 

Les  deux  lignes  AË,  CB,  quoique  non  situées  dans 
un  même  plan,  sont  censées  faire  entre  elles  un  angle 
droit,  parce  que  AD  et  la  parallèle  menée  par  un  de 
ses  points  à  la  ligne  BC  feraient  entre  elles  un  angle 
ilroit.  De  même  la  ligne  AB  et  la  ligne  PD,  qui  repré- 
sentent deux  droites  quelconques  non  situées  dans  le 
même  plan,  sont  censées  faire  entre  elles  le  même 
angle  que  ferait  avec  AB  la  parallèle  à  PD  menée  piir 
un  des  points  de  AB. 

PROPOSITION    VU. 

I  li  K  O  R  JÏ  M  K. 
> 

fig.iSfi.  Si  la  ligne  AP  est  perpendiculaire  au  plan 
MN  ,  toute  ligne  DE  parallèle  à  AP  sera  perpen- 
diculaire au  même  plan. 

Suivant  les  parallèles  AP,  DE,  conduisez  un  plan 
dont  l'intersection  avec  le  plan  MN  sera  PD;  dans  le 
plan  IVIN  menez  BC  perpendicidaire  à  PD ,  et  joi- 
gne'i  AH, 


L  I  V  n  K     V,  ï/j^ 

Suivant  le  t;orollaire  du  théorème  précédent,  I](^ 
est  perpendiculaire  au  plan  APDEj  donc  l'angle  BDï' 
est  droit  :  mais  l'angle  EDP  est  droit  aussi,  puisque 
AP  est  perpendiculaire  à  PD,  et  que  DE  est  parallèle 
à  AP;  donc  la  ligne  DE  est  perpendiculaire  aux  deux 
droites  DP ,  DB  ;  donc  elle  est  perpendiculaire  à  leui 
plan  MN. 

Corollaire  1.  Réciproquement  si  les  droites  AP, 
DE  sont  perpendiculaires  au  même  plan  MN,  elles 
seront  parallèles;  car  si  elles  ne  l'étaient  pas,  condui- 
sez par  le  point  D  une  parallèle  à  AP,  cette  parallèle 
sera  perpendicxdaire  au  plan  MN  ;  donc  on  pourrait 
par  un  même  point  D ,  élever  deux  perpendiculaires 
à  un  même  plan  ,  ce  qui  est  impossible*.  *  4. 

Corollaire  li.  Deux  lignes  A  et  B,  parallèles  à  une 
troisième  C,  sont  parallèles  entre  elles;  car  imagine, 
un  plan  perpendiculaire  à  la  ligne  C,  les  lignes  A  et  B- 
parallèles  à  cette  perpendiculaire,  seront  perpendicuz 
laires  au  même  plan  ;  donc ,  par  le  corollaire  précé- 
dent, elles  seront  parallèles  entre  elles. 

il  est  entendu  que  les  trois  lignes  ne  sont  pas  dans 
.ie  même  plan,  sans  quoi  la  pioposition  serait  déjà 
connue  *.  •  ^S,  i 

PBOPOSITIOJN    vm. 

THÉORÈME. 

Si  la  ligne  Aiî  est  jparaUele  à  une  droite  CD  fi?;  •'^t- 
menée  dans  le  plan  MN  ,  elle  sera  parallèle  a  ce 
plan. 

Car  SI  la  ligne  AB ,  qui  est  dans  le  plan  ABGD ,  ren- 
contrait le  plan  MN ,  ce  ne  pourrait  être  qu'en  quelque 
point  de  la  ligne  CD ,  intersection  commune  des  deux 
plans  :  or,  AB  ne  peut  rencontrer  CD,  puisqu'elle  lui 
est  parallèle  ;  donc  elle  ne  rencontrera  pas  non  plus 
le  plan  MN  ;  doiic  elle  est  paiallèle  à  ce  plan  *.  "  ài-i.  -i 
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PROPOSITION    IX. 

THÉORÈME. 

fij.  188.        Deux  plans  MN  ,  PQ  ,  perpendiculaires  à  une 
même  droite  AB  ,  sont  parallèles  entre  eux. 

Car  s'ils  se  rencontraient  quelque  part,  soit  O  un 
de  leurs  points  communs,  et  joignez  OA,  OB  ;  la  ligne 
AB,  perpendiculaire  au  plan  MN,  est  perpendiculaire 
à  la  droite  OA  menée  par  son  pied  dans  ce  plan  ;  par 
la  même  raison  AB  est  perpendiculaire  à  BO  ;  donc 
OA  et  OB  seraient  deux  perpendiculaires  abaissées  du 
même  point  O  sur  la  même  ligne  droite ,  ce  qui  est 
impossible  ;  donc  les  plans  MN ,  PQ ,  ne  peuvent  se 
rencontrer  ;  donc  ils  sont  parallèles. 

PBOPOSITION    X. 

THÉORÈME. 


iHi; 


Les  intersections  LF,  (ill,  de  d'eux'  plans  pa- 
rallèles MN,  PQ  ,  par  un  troisième  plan  KG, 
sont  parallèles. 

Car  si  les  lignes  EF,  GH  ,  situées  tlan^  un  même 
plan  ,  ne  sont  pas  parallèles  ,  prolongées  elles  se  ren- 
contreront; donc  les  plans  MN  ,  PQ  ,  dans  lesquels 
elles  sont,  se  rencontreraient  aussi;  donc  ils  ne  se- 
raient pas  parallèles. 

puoposrfioN  \i. 


THEOREME. 


!\\       fig.  i88.       La  ligne  AB,  perpendiculaire  au  plan  MN  , 

est  perpendiculaire  au  plan  PQ  parallèle  à  MN. 

Ayant  tiré  à  volonté  la  ligne  BC  dans  le  plan  PQ, 

dont  suivant   AB   et    BC,  conduisez   un    plan    ABC 
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l'intersection  avec  le  plan  MN  soit  AD ,  l'intersection 
AD  sera  parallèle  à  BG  *  j  mais  la  ligne  AB  perpendi-  *  '"• 
culaire  au  plan  MN  est  perpendiculaire  à  la  droite 
AD  j  donc  elle  sera  aussi  perpendiculaire  à  sa  paral- 
lèle BG  ;  et  puisque  la  ligne  AB  est  perpendiculaire  à 
toute  ligne  BG  menée  par  son  pied  dans  le  plan  PQ  , 
•1  s'ensuit  qu'elle  est  perpendiculaire  au  plan  PQ. 

PROPOSITION  XII. 

THEOREME. 

Les  parallèles  ^G  .,  FH  ,  comprises  entre  deux  %• '89 
plans  parallèles  MN  ,  PQ  ,  sont  égales. 

Par  les  parallèles  EG ,  FH ,  faites  passer  le  plan 
EGHF ,  qui  rencontrera  les  plans  parallèles  suivant 
EF  et  GH.  Les  intersections  EF,  GH,  sont  parallèles 
entre  elles*,  ainsi  que  EG,  FH;  donc  la  figure  EGHF    *  ^o- 
est  un  parallélogramme;  donc  EG=:FH. 

Corollaire.  Il  suit  de  là  que  deiuc  plans  parallèles 
sont  partout  a  égale  distance  ;  car  si  EG  et  FH  sont 
perpendiculaires  aux  deux  plans  MN ,  PQ,  elles  serons 
parallèles  entre  elles*;  donc  elles  sont  égales.  *  7- 

PROPOSITION    XIII. 

THÉORÈME. 

Si  deux  angles  CAE ,  DBF  ,  non  situés  dans  le  fig-  '9» 
même  plan  ,  ont  leurs  côtés  parallèles  et  dirigés      '  '• 
dans  le  même  sens,  ces  angles  seront  égaux  et 
leurs  plans  seront  parallèles. 

Prenez  AGi=BD,  AE=BF,  et  joignez  CE,  DF, 
AB  ,  CD  ,  EF.  Puisque  AG  est  égale  et  parallèle  à  BD 
la  figure  ABDG  est  un  parallélogramme*;  donc  CD   *  '*•^• 
est  égale  et  parallèle  à  AB.  Par  une  raison  semblable 
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DEF  est  égale  et  parallèle  à  AJj  ,•  donc  aussi  G  est 
égale  et  parallèle  à  EF ,  la  figure  CEFD  est  donc 
un  parallélogramme  ,  et  ainsi  le  côté  CE  est  égal 
et  parallèle  à  DF  ;  donc  les  triangles  GAE ,  DBF , 
sont  équilatéraux  entre  eux;  donc  l'angle  CAEz= 
DBF. 

En  second  lieu  je  dis  que  le  plan  ACE  est  parallèle 
au  plan  BDF  ;  car ,  supposons  que  le  pian  parallèle  à 
BDF,  mené  par  le  point  A,  rencontre  les  lignes  CD, 
EF,  en  d'autres  points  que  G  et  E,  par  exemple  en 
G  et  H  ;  alors  ,  suivant  la  proposition  xii ,  les  trois 
lio^nes  AB,  GD,  FH  ,  seront  égales  :  mais  les  trois  AB, 
CD,  EF,  le  sont  déjà;  donc  on  aurait  GDzrzGD,  et 
FH  =:EF,  ce  qui  est  absurde;  donc  le  plan  ACE  est 
parallèle  à  BDF. 

Coronaire.  Si  deux  plans  parallèles  MN ,  PQ,  sont 
rencontrés  par  deux  autres  plans  CABD,  EABF ,  les 
angles  GAE,  DBF,  formés  par  les  intersections  des 
plans  parallèles,  seront  égaux;  car  Tintersection  AC 
*  lo,  est  parallèle  à  BD  * ,  AE  l'est  à  BF ,  donc  l'angle 
GAE  =  DBF. 

PROPOSITION     XIV. 

THÉORÈME. 

Ég.iqo.  '^^  //"O^JT  droites  AB,  GD,  EF  ,  non  situées  dam 
le  même  plan  ,  sont  égales  et  paraUèLes ,  les 
triangles  ACE ,  BDF  ,  formés  de  part  et  d'autre 
en  joignant  les  exti'émilés  de  ces  droites ^  seront 
égaux ,  et  leurs  plans  seront  parallèles. 

Car,  puisque  AB  est  égale  et  parallèle  à  CD,  la 
figure  ABDG  est  un  parallélogramme  ;  donc  le  côté 
AC  est  égal  et  parallèle  à  BD.  Par  une  raison  sem- 
blable les  côtés  AE ,  BF ,  sont  égaux  et  parallèle, 
ainsi    que  CE  ,  DF  ;  donc   les  deux   triangles    AGE 
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BDF ,  sont  égaux  :  on  prouvera  d'ailleurs ,  comme 
dans  la  proposition  précédente ,  que  leurs  plans  sont 
parallèles. 

PROPOSITION   XV. 

THÉORÈME. 

Deux  droites  comprises  entre  trois  plans  pa- 
rallèles^ sont  coupées  en  parties  proportionnelles. 

Supposons  que  la  ligne  AB  rencontre  les  plans  pa-   fig  191. 
rallèles  MN ,  PQ  ,  RS  ,  en  A ,  E  ,  B ,  et  que  la  ligne 
CD  rencontre  les  mêmes  plans  en  G ,  F ,  D  ;  je  dis 
qu'on  aura  AE  :  EB  .  :  CF  :  FD. 

Tirez  AD  qui  rencontre  le  plan  PQ  en  G ,  et  joi- 
gnez AG,  EG,  GF,  BD  ;  les  intersections  EG ,  BD , 
des  plans  parallèles  PQ ,  RS ,  par  le  plan  ABD,  sont 
parallèles  *  ;  donc  A  E  :  EB .  :  AG  :  GD  ;  pareillement  les  *  1  ». 
intersections  AC,  GF ,  étant  parallèles,  on  a  AG  :  GD  ;  : 
GF:FD  j  donc,  à  cause  du  rapport  commun,  AG: 
GD ,  on  aura  AE  :  EB  :  :  GF  :  FD. 

PROPOSITION     XVi. 

THÉORÈME. 

Soit  ABCD  un  quadrilatère  quelconque  situe  ou  non  situe  fi»,  k.'^. 
dans  un  même  plan;  si  on  coupe  les  côtés  opposés  propor- 
tionnellement par  deux  droites  EF ,  GH  ,  de  sorte  qu^on  ail 
AE  :  EB  :  :  DF  :  FC ,  et  BG  :  GC  :  :  AH  :  i.m,je  dis  que  les  droites 
EF,  GH,  se  couperont  en  un  point  M,  de  manière  qu'on 
aura  HM  :  MG  :  :  AE  :  EB ,  ei  EM  :  MF  :  :  AH  :  UD. 

Conduisez  suivant  AD  un  plan  quelconque  A/>HcTJ  qui  ne 
passe  pas  suivant  GH  ;  par  les  points  E,  B,  C,  F,  menez  à 
GHles  parallèles  Ee,  Bè,  Ce,  ¥f,  qui  rencontrent  ce  plan 
tn  e ,  b,  c,  f.  A.  cause  des  parallèles  Bè^  GH,  Ce*,  on  aura      •  15,3. 
ôH  :  Hc  :  :BG:GC::  AH  :HD;  donc  Mes  triangles  AH^-^DHc,      '  '»«'  • 
sont  semblables.  On  aura  ensuite   S.e:eh::  AE:EB,  et  D/: 

zo. 
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<:  :  :  DF  :  FC  ;  ùonc  A.e:eb::  D/  :  /c  ,  ou  ,  coinj)onendo  ,  Ae  i 
D/"::  Ai:Dc;  mais,  à  cause  des  triangles  semblables  AHè, 
DHc ,  on  a  Aè  :  De  :  :  AH  :  HD  ;  donc  Ae  :  D/:  :  AH  :  HD  :  d'ail- 
leurs les  triangles  AHè,  cHD,  étant  semblables,  l'angle  HAe 
•ao,  3.  mHD/;  donc  les  triangles  AHe,  DH/",  sont  semblables  *  , 
donc  l'angle  AHe  =  DH/.  Il  s'ensuit  d'abord  que  eïifest  une 
ligne  droite ,  et  qu'ainsi  les  trois  parallèles  Ee ,  GH ,  F/ , 
sont  situées  dans  un  même  plan  ,  lequel  contiendra  les  deux 
droites  EF,  GH  ;  donc  celles-ci  doivent  se  couper  en  un 
point  M.  Ensuite,  à  cause  des  parallèles  Ee,  MH  ,  ¥/,  on 
aura    EM:MF  ::  f  H:H/::  AH:HD. 

Par  une  construction  semblable,  rapportée  au  côté  AB 
on  démontrerait  que  HM:MG  ::  AE:EB. 

PROPOSITION  XVII. 

THÉORÈME. 

Hg.  iç)3.        L'angle  compris  entre  les  deux  plans  MAIS  , 
MAP,  peut  être  mesuré,  conformément  à  la  dé- 
finition ,  par  l'angle  NAP  que  font  entre  elles 
les  deux  perpendiculaires  AIN^ ,  AP ,  menées  dans 
/    chacun  de  ces  plans  à  V intersection  commune 
^~'    AM. 

Pour  démontrer  la   légitimité  de  cette  mesure,  il 
Y  I  fîiut  prouver,  i"  qu'elle  est  constante,  ou  qu'elle  serait 

\^  i  la  même  en  quelque  point  de  l'intersection  commune 

!  qu'on  menât  les  deux  perpendiculaires. 

I  i  En  effet,  si  on  prend  un  autre  point  M,  et  qu'on 

'  mené  MG  dans  le  plan  MN,  et  MB  dans  le  plan  MP, 

perpendiculaires  à  l'intersection  commune  AM  ;  puis- 
que MB  et  AP  sont  perpendiculaires  à  une  même  ligne 
,  ^^  AM,  elles  sont  parallèles  entre  elles.  Par  la  même 
raison  MG  est  parallèle  à  AN  ;  donc  l'angle  BMG  == 
»i3.  PAN  *  ;  donc  il  est  indifférent  de  mener  les  perpen- 
diculaires au  point  M  ou  au  point  A;  l'angle  compris 
sera  toujours  le  même. 


lilVRB      V.  l4g 

2"  Il  faut  prouver  que  si  l'angle  des  deux  plans 
augmente  ou  diminue  dans  un  certain  rapport , 
l'anirle  PAN  augmentera  ou  diminuera  dans  le  même 
rapport. 

Dans  le  plan  PAN  décrivez  du  centre  A  et  d'un 
rayon  à  volonté  l'arc  NDP,  du  centre  M  et  d'un  rayo« 
égal  décrivez  l'arc  CEB  ,  tirez  AD  à  volonté  ;  les  deux 
plans  PAN,  BMC,  étant  perpendiculaires  à  une  même 
droite  MA,  seront  parallèles*;  donc  les  intersections  *9- 
AD  ,  ME ,  de  ces  deux  plans  par  un  troisième  AMD, 
seront  parallèles  ;  donc  l'angle  BME  sera  égal  à  PAD*-     ■  i3. 

Appelons  pour  un  moment  coin  l'angle  formé  par 
deux  plans  MP  ,  MN  ;  cela  posé  ,  si  l'angle  DAP  était 
égal  à  DAN,  il  est  clair  que  le  coin  DAMP  serait 
égal  au  coin  DAMN  ;  car  la  base  PAD  se  placerait 
exactement  sur  son  égale  DAN,  la  hauteur  AM  se- 
rait toujours  la  même  ;  donc  les  deux  coins  coïnci- 
deraient l'un  avec  Fautre.  On  voit  de  même  que  si 
l'angle  DAP  était  contenu  un  certain  nombre  de  fois 
juste  dans  l angle  PAN,  le  coin  DAMP  serait  contenu 
autant  de  fois  dans  le  coin  PAMN.  D'ailleurs,  du  rap- 
port en  nombre  entier  à  un  rapport  quelconque  la 
conclusion  est  légitime,  et  a  été  démontrée  dans  une 
circonstance  lout-à-fait  semblable  *  ;  donc  quel  que  *  17. 
soit  le  rapport  de  l'angle  DAP  à  l'angle  PAN,  le  coin 
DAMP  sera  dans  ce  même  rapport  avec  le  coin  PAMN; 
donc  l'angle  NAP  peut  être  pris  pour  la  mesure  du 
coin  PAMN,  ou  de  l'angle  qvie  font  entre  eux  les  deux 
plans  MAP ,  MAN. 

Schoîie.  Il  en  est  des  angles  formés  par  deux  plans 
comme  des  angles  formés  par  deux  droites.  Ainsi,  lors- 
que deux  plans  se  traversent  mutuellement ,  les  angles 
opposés  au  sommet  sont  égaux,  et  les  angles  adjacents 
valent  ensemble  deux  angles  droits  ;  donc  si  un  plan 
est  perpendiculaire  à  un  autre  ,  celui-ci  est  perpendi- 
culaire au  [)remier.  Pareillement  dans  la  rencontre  des 

•2/ 
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plans  parallèles  par  un  troisième  plan  ,  il  existe  les 
mêmes  égalités  et  les  mêmes  propriétés  que  dans  la 
rencontre  de  deux  lignes  parallèles  par  une  troisième 
ligne. 

PROPOSITION     XV III. 

THÉORÈME. 

«g.  19/,.  La  ligne  A  F  étant  perpendiculoJre  au  plan 
MN ,  tout  plan  A  PB,  conduit  suivant  AP,  sera 
perpendiculaire  au  plan  MN. 

Soit  BG  l'intersection  des  plans  AB^  MN;  si  dans 
le  plan  MN  on  mène  DE  perpendiculaire  à  BP,  la  ligne 
AP,  étant  perpendiculaire  au  plan  MN,  sera  perpen- 
diculaire à  chacune  des  deux  droites  BC  ,  DE  :  mais 
Vangle  APD,  formé  par  les  deux  perpendiculaires  PA, 
PD,  à  lintersection  commune  BP,  mesure  l'angle  des 
deux  plans  AB,MN;  donc,  puisque  cet  angle  est  droit, 

*déi.  5.    les  deux  plans  sont  perpendiculaires  entre  eux*. 

Scholie.  Lorsque  trois  droites,  telles  que  AP,  BP, 
DP,  sont  perpendiculaires  entre  elles,  chacune  de  ces 
droites  est  perpendiculaire  au  plan  des  deux  autre& 
et  les  trois  plans  sont  perpendiculaires  entre  eux. 

PROPOSITION     XIX. 

THÉORÈME. 

^"  "^'  iSi  le  plan  AH  est  perpendiculaire  au  plan  MN  , 
et  que  dans  le  plan  AB  on  mène  la  ligne  P  A  per- 
pendiculaire à  l'intersection  commune  PB,  /V  dis 
que  P  A  sera  perpendiculaire  au  plan  MN . 

Car  si  dans  le  plan  MN  on  mène  PD  perpendicu- 
laire à  PB,  l'angle  APD  sera  droit,  puisque  les  plai>s 
sont  perpendiculaires  entre  eux  ;  donc  la  ligne  AP 
est  perpendiculaire  aux  deux  droites  PB ,  PD  ;  don<^ 
î>Ue  est  perpendiculaire  a  leur  plan  ]\!CN. 
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Corollaire.  Si  ie  plan  AB  est  perpendiculaire  au 
j)lan  MN,  et  que  par  un  point  P  de  l'intersection 
commune  on  élève  une  perpendiculaire  au  plan  MN 
je  dis  que  cette  perpendiculaire  sera  dans  le  plan  AB^ 
car,  si  elle  n'y  était  pas,  on  pourrait  mener  dans  le 
plan  AB  une  perpendiculaire  AP  à  l'intersection  com- 
mune BP,  laquelle  serait  en  même  temps  perpendi- 
culaire au  plan  MN  ;  donc  au  même  point  P  il  y 
aurait  deux  perpendiculaires  au  plan  MN  ;  ce  qui  est 
impossible  *. 

PROPOSITION     XX. 

TU  ÎÎO  RE  ai  B. 

Si  deux  plans  AB  ,  AD  ,  sont  perpendiculaires  H-  i»*- 
à  un  troisième  MN ,  leur  intersection  commune 
AP  sera  perpendiculaire  à  ce  troisième  plan. 

Car  si  par  le  point  P  on  élève  une  perpendiculaire 
au  planMN,  cette  perpendiculaire  doit  se  trouver  à- 
la-fois  dans  le  plan  AB  et  dans  le  plan  AD*;  donc  elle   'cor.  19. 
est  leur  intersection  commune  AP. 

PROPOSITION    XXI. 

THEOREME. 

Si  un  angle  solide  est  formé  par  trois  angles    ^gig^. 
plans  ^  la  somme  de   deux  quelconques  de  ces 
angles  sera  plus  grande  que  le  troisième. 

Il  n'y  a  lieu  à  démontrer  la  proposition  que  lorsque 
l'angle  plan  qu'on  compare  à  la  somme  des  deux  au- 
tres est  plus  grand  que  chacun  de  ceux-ci.  Soit  donc 
l'angle  solide  S  formé  par  trois  angles  plans  ASB, 
ASC ,  BSG,  et  supposons  que  l'angle  ASB  soit  le  plus 
grand  des  trois  ;  je  dis  qu'on  aura  ASB  <  ASC  +  BSG. 

Dans  le  plan  ASB  faites    l'angle  BSD z=- BSG  ,tiir 
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à  volonté   la   droite  ADB  ;  et,  ayant    pris  SG=SD, 
joignez  AG,  BC. 

Les  deux  côtés  BS,  SD,  sont  égaux  aux  deux  BS, 
se,  l'angle  BSDr=BSG;  donc  les  deux  triangles  BSD, 
BSG  sont  égaux;  donc  BD  =  BG.  Mais  on  a  AB  < 
AGh-BG;  retranchant  d'un  côté  BD,  et  de  l'autre 
son  égale  BG ,  il  restera  AD  <  AG.  Les  deux  côtés  AS, 
SD ,  sont  égaux  aux  deux  AS ,  SG ,  le  troisième  AD 
,^  I.  est  plus  petit  que  le  troisième  AG;  donc*  l'angle  ASD 
<ASG.  Ajoutant  BSD = BSG,  on  aura  ASD  H- BSD 
ou  ASB<ASG  +  BSG. 

PROPOSITION     XXI I. 

THÉORÈME. 

La  somme  des  angles  plans  qui  forment  un 
angle  solide^  est  toujours  moindre  que  quatre 
angles  droits. 

,g6.  Goupez  l'angle  solide  S  par  un  plan  quelconque 
ABGDE  ;  d'un  point  O  pris  dans  ce  pian  menez  à 
tous  les  angles  les  lignes  OA,  OB,  OG,  OD,  OE. 

La  somme  des  angles  des  triangles  ASB,  BSG,  etc., 
formés  autour  du  sommet  S,  équivaut  à  la  somme 
des  angles  d'un  pareil  nombre  de  triangles  AOB , 
BOG  ,  etc. ,  formés  autour  du  sommet  O.  Mais  au 
point  B  les  angles  ABO ,  OBC,  pris  ensemble,  font 
l'angle  ABG  plus  petit  que  la  somme  des  angles  ABS, 

*  21  SBG*;  de  même  au  point  G  on  a  BGO  H- OGD  < 
BGS  -h  SGD  ;  et  ainsi  à  tous  les  angles  du  polygone 
ABGDE.  Il  suit  de  là  que  dans  les  triangles  dont  le 
sommet  est  en  O  ,  la  somme  des  angles  à  la  base  est 
plus  petite  que  la  somme  des  angles  à  la  base  dans 
les  triangles  dont  le  sommet  est  en  S;  donc,  par  com- 
pensation ,  la  somme  des  angles  formés  autour  du 
point  O  est  plus  grande  que  la  somme  des  angles  au- 
pour  du  point  S.  Mais  la  somme  des  angles  auto«i 
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(!u  point  O  est  égale  à  quatre  angles  droits*;  donc  la     *  5,  t. 
somme  des  angles  plans  qui  forment  l'angle  solide  S 
est  moindre  que  quatre  angles  droits. 

Scholie.  Cette  démonstration  suppose  que  l'angle 
solide  est  convexe ,  ou  que  le  plan  d'une  face  prolon- 
gée ne  peut  jamais  couper  l'angle  solide;  s'il  en  était 
autrement,  la  somme  des  angles  plans  n'aurait  plus  de 
bornes  et  pourrait  être  d'une  grandeur  quelconque. 

PROPOSITION    XXIII. 

THÉORÈME. 

Si  deux  angles  solides  sont  composés  de  trois 
angles  plans  égaux  chacun  à  chacun,  les  plans 
dans  lesquels  sont  les  angles  égaux  seront  égale- 
ment inclinés  entre  eux. 

Soit  l'angle  ASG  =  DTF,  l'angle  ASB  =  DTE,  et   fig.197. 
l'angle  BSG  =  ETF;  je  dis  que  les  deux  plans  ASC, 
ASB,  auront  entre  eux  une  inclinaison  égale  à  celle 
des   plans  DTF ,  DTE. 

Ayant  pris  SB  à  volonté  ,  menez  BO,  perpendicu- 
laire au  plan  ASC;  du  point  O,  où  cette  perpendicu- 
laire rencontre  le  plan,  menez  OA,  OC,  perpendi- 
culaires sur  SA,  se  ;  joignez  AB ,  BC;  prenez  ensuite 
TEnrSB  ;  menez  EP  perpendiculaire  sur  le  plan 
DTF  ;  du  point  P  menez  PD  ,  PF ,  perpendiculaires 
sur  TD,  TF;  enHn  joignez  DE,  EF. 

Le  triangle  SAB  est  rectangle  en  A,  et  le  triangle 
TDE  en  D  *  ,  et  puisque  l'angle  ASB  =  DTE ,  on  a  *  6. 
aussi  SBA=TED.  D'ailleurs  SB=iTE;  donc  le 
triangle  SAB  est  égal  au  triangle  TDE*;  donc  SA=  '5,1. 
TD,  et  AB=:DE.  On  démontrera  semblablement 
que  SC=TF,  el  BC  =  EF.  Gela  posé,  le  quadri- 
latère SAOC  est  égal  au  quadrilatère  TDPF  ;  car 
posant  l'angle  ASC   sur  son    égal    DTF  ,  à  cause  de 
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SA  =  TD  et  SCrrrTF ,  le  point  A  tombera  en  D  et  le 
point  C  en  F.  En  même  temps  AO,  perpendiculaire 
à  SA,  tombera  sur  DP  perpendiculaire  à  TD ,  et  pa- 
reillement OC  sur  PF;  donc  le  point  O  tombera  sur 
le  point  P,  et  on  aura  AO=rDP.  Mais  les  triangles 
AOB,  DPE,  sont  rectangles  en  O  et  P,  l'hypoténuse 
AB^rDE,  et  le  côté  AO=:DP;  donc  ces  triangles 
''^-  I-  sont  égaux*;  donc  l'angle  OABrriPDE.  L'angle  OAB 
est  l'inclinaison  des  deux  plans  ASB,  ASC;  l'angle 
PDE  est  celle  des  deux  plans  DTE,  DTF  ;  donc  ces 
deux  inclinaisons  sont  égales  entre  elles. 

Il  faut  observer  cependant  que  l'angle  A  du  trian- 
gle rectangle  OAB  n'est  proprement  l'inclinaison  des 
deux  plans  ASB ,'  ASC ,  que  lorsque  la  perpendi- 
culaire BO  tombe ,  par  rapport  à  SA  ,  du  même 
côté  que  SG  ;  si  elle  tombait  de  Vautre  côté,  alors 
l'angle  des  deux  plans  serait  obtus,  et,  joint  à  l'an- 
gle A  du  triangle  OAB,  il  ferait  deux  angles  droits. 
Mais  dans  le  même  cas  l'angle  des  deux  plans  TDE, 
TDP',  serait  pareillement  obtus,  et,  jointe  à  l'angle 
D  du  triangle  DPE  ,  il  ferait  deux  angles  droits  ; 
donc,  comme  l'angle  A  serait  toujours  égal  à  D,  on 
conclurait  de  même  que  l'inclinaison  des  deux  plans 
ASB,  ASC,  est  égale  à  celle  des  deux  plans  TDE, 
TDF. 

Scholie.  Si  deux  angles  solides  sont  composés  de 
trois  angles  plans  égaux  chacun  à  chacun ,  et  qu'en 
même  temps  les  angles  égaux  ou  homologues  soient 
disposés  de  la  même  manière  dans  les  deux  angles 
solides,  alors  ces  angles  seront  égaux  ,  et  posés  l'un 
sur  l'autre  ils  coïncideront.  En  effet  on  a  déjà  vu 
que  le  quadrilatère  SAOG  peut  être  placé  sur  son 
égal  TDPF;  ainsi  en  plaçant  SA  sur  TD,  SG  tombe 
sur  TF,  et  le  point  O  sur  le  point  P.  Mais,  à  cause 
de  l'égalité  des  triangles  AOB,  DPE,  la  perpendicu- 
laire OB  au  plan  ASC  est  égale  à  la  perpendiculaire 
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PE  au  plan  TDF-  de  plus  ces  perpendiculaires  sont 
dirigées  dans  le  même  sens;  donc  le  point  B  tombera 
sur  le  point  E,  la  ligne  SB  sur  TE,  et  les  deux  angles 
solides  coïncideront  entièrement  l'un  avec  l'autre. 

Cette  coïncidence  cependant  n'a  lieu  quen  sup- 
posant que  les  angles  plans  égaux  sont  disposés  de  la 
même  manière  dans  les  (^^vo^  angles  solides  ;  car  si 
les  angles  plans  égaux  étaient  disposés  dans  un  oindre 
in\>erse,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  les  perpen- 
diculaires OC,  PE,  au  lieu  d'être  dirigées  dans  le 
même  sens  par  rapport  aux  plans  ASC,  DTF,  étaient 
dirigées  en  sens  contraires,  alors  il  serait  impossible 
de  faire  coïncider  les  deux  anjîles  solides  l'un  avec 
l'autre.  Il  n'en  serait  cependant  pas  moins  vrai,  con- 
formément au  théorème ,  que  les  plans  dans  lesquels 
sont  les  angles  égaux  seraient  également  inclinés 
entre  eux  ;  de  sorte  que  les  deux  angles  solides  se- 
raient égaux  dans  toutes  leurs  parties  constituantes, 
sans  néanmoins  pouvoir  être  superposés.  Cette  sorte 
d'égalité  ,  qui  n'est  pas  absolue  ou  de  superposition, 
mérite  d'être  distinguée  par  une  dénomination  parti- 
culière :  nous  l'appellerons  égalité  par  symétrie. 

Ainsi  les  deux  angles  solides  dont  il  s'agit,  qui  sont 
formés  par  trois  angles  plans  égaux  chacun  à  chacun; 
mais  disposés  dans  un  ordre  inverse  ,  s'appelleront 
angles  égaux  par  symétrie,  ou  simplement  angles 
symétriques. 

La  même  remarque  s'applique  aux  angles  solides 
formés  de  plus  de  trois  angles  plans  :  ainsi  un  angle 
solide  formé  par  les  angles  plans  A,  B,  C,  D,  E,  et 
Un  autre  angle  solide  formé  par  les  mêmes  angles 
dans  un  ordre  inverse  A,  E,  D,  C,  B,  peuvent  être 
tels  que  les  plans  dans  lesquels  sont  les  angles  égaux 
soient  également  inclinés  entre  eux.  Ces  deux  angles 
solides,  qui  seraient  égaux  sans  qne  la  superposition 
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fût  possible ,  s'appelleront  angles   solides   égaux  par 
symétrie,  ou  angles  solides  symétriques. 

Dans  les  figures  planes  il  n'y  a  point  proprement 
d'égalité  par  symétrie,  et  toutes  celles  qu'on  vou- 
drait appeler  ainsi  seraient  des  égalités  absolues  ou  de 
superposition  :  la  raison  en  est  qu'on  peut  renverser 
une  figure  plane,  et  prendre  indifféremment  le  dessus 
pour  le  dessous.  Il  en  est  autrement  dans  les  solides, 
où  la  troisième  dimension  peut  être  prise  dans  deux 
sens  différents. 

PROPOSITION    XXIV. 
troblème. 

Etant  donnés  le:>  trois  angles  plans  qui  forment 
un  angle  solide ,  trouver  par  une  construction 
plane  V angle  que  deux  de  ces  plans  font  entre 
eux. 

fif;  '9''-  Soit  S  l'angle  solide  proposé  ,  dans  lequel  on  con- 
naît les  trois  angles  plans  ASB ,  ASC,  ESC;  on  de- 
mande l'angle  que  font  entre  eux  deux  de  ces  plans, 
par  exemple  les  plans  ASB ,  ASC. 

Imaginons  qu'on  ait  fait  la  même  construction  que 
dans  le  théorème  précédent,  1  angle  OAC  serait  l'angle 
requis.  Il  s'agit  donc  de  trouver  le  même  angle  par 
une  construction  plane  ou  tracée  sur  un  plan. 

Pour  cela  faites  sur  un  plan  les  angles  B'SA,  ASC, 
B"SC,  égaux  aux  angles  BSA,  ASC,  BSG  ,  dans  la 
figure  solide  ;  prenez  B'S  et  B"S  égaux  chacun  à  BS 
de  la  figure  solide  ;  des  points  B'  et  B"  abaissez  B'A 
et  B"C  perpendiculaires  sur  SA  et  SC  ,  lesquelles  se 
rencontreront  en  un  point  O.  Du  point  A  comme  cen- 
tre et  du  rayon  AB'  décrivez  la  demi-circonférence 
BT'E;  au  point  O  élevez  sur  B'E  la  perpendiculaire 
O^,  qui  rencontre  la  circonférence  en  /-»,  joignez  A^, 
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et  l'angle  EA^  sera  l'inclinaison   cherchée  des  deux 
plans  ASC ,  ASB  ,  dans  l'angle  solide. 

Tout  se  réduit  à  faire  voir  que  le  triangle  A0(^  tle 
la  figure  plane  est  égal  au  triangle  AOB  de  la  figure 
solide.  Or  les  deux  triangles  B'SA,  BSA,  sont  rectan- 
gles en  A,  les  angles  en  S  sont  égaux  ;  donc  les  angles 
en  B  et  B'  sont  pareillement  égaux.  Mais  l'hypoté- 
nuse SE'  est  égale  à  l'hypoténuse  SB  ;  donc  ces  trian- 
gles sont  égaux;  donc  SA  de  la  figure  plane  est  égale 
à  SA  de  la  figure  solide,  et  aussi  AB',  ou  son  égale 
Aô  dans  la  figure  plane  est  égale  à  AB  dans  la  figure 
solide.  On  démontrera  de  même  que  SG  est  égal  de 
part  et  d'autre  5  d  où  il  suit  que  le  quadrilatère  SAOG 
est  égal  dans  l'une  et  dans  l'autre  figure  ,  et  qu'ainsi 
AO  de  la  figure  plane  est  égal  à  AO  de  la  figure 
solide;  donc  dans  l'une  et  dans  l'autre  les  triangles 
rectangles  AO*?» ,  AOB,  ont  l'hypoténuse  égale  et  un 
côté  égal;  donc  ils  sont  égaux,  et  l'angle  EA<^,  trouvé 
par  la  construction  plane ,  est  égal  à  l'inclinaison  des 
deux  plans  SAB,  SAC,  dans  l'angle  solide. 

Lorsque  le  point  O  tombe  entre  A  et  B'  dans  la 
figure  plane ,  l'angle  EA^  devient  obtus ,  et  mesure 
toujours  la  vraie  inclinaison  des  plans  :  c'est  pour 
cela  que  l'on  a  désigné  par  EA^ ,  et  non  par  OAi^, 
l'inclinaison  demandée  ,  afin  que  la  même  solution 
convienne  à  tous  les  cas  sans  exception. 

Scholie.  On  peut  demander  si,  en  prenant  trois 
angles  plans  à  volonté,  on  pourra  former  avec  ces  trois 
angles  plans  un  angle  solide. 

D'abord  il  faut  que  la  somme  des  trois  angles  don- 
nés soit  plus  petite  que  quatre  angles  droits ,  sans  quoi 
l'angle  solide  ne  peut  être  formé  *  ;  il  faut  de  plus 
qu'après  avoir  pris  deux  des  angles  à  volonté  B'SA, 
ASC,  le  troisième  CSB"  soit  tel,  que  la  perpendicu- 
laire B"G  au  côté  SG  rencontre  le  diamètre  B'E  entre 
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S'js  extrënntës  B'  et  E.  Ainsi  les  limites  de  la  gran- 
deur de  l'angle  CSB"  sont  celles  qui  font  aboutir  la 
perpendicidaire  B'  C  aux  points  B'  et  E.  De  ces  points 
abaissez  sur  CS  les  perpendiculaires  B'I ,  ER ,  qui 
rencontrent  en  1  et  K  la  circonférence  décrite  du 
rayon  SB",  et  les  limites  de  langle  CSB"  seront  CSl 
et  CSK. 

Mais  dans  le  triangle  isoscèle  B'SI,  la  ligne  CS  pro- 
longée étant  perpendiculaire  à  la  base  B'I,  on  a  l'an- 
gle CSI  =  CSB'=rrASGH-ASB'.  Et  dans  le  triangle 
isoscèle  ESK  ,  la  ligne  SG  étant  perpendiculaire  à 
EK,  on  a  l'angle  CSK=rCSE.  D'ailleurs,  à  cause  des 
triangles  égaux  ASE,  ASB' ,  l'angle  ASE^zASB', 
donc  CSE  ou  CSK  =  ASC  — ASB'. 

Il  résulte  de  là  que  le  problème  ser»  possible  toutes 
les  fois  que  le  troisième  angle  CSB'  sera  plus  petit 
que  la  somme  des  deux  autres  ASC,  ASB',  et  plus 
grand  que  leur  différence  :  condition  qui  s'accorde 
avec  le  théorème  xxi  ;  car,  en  vertu  de  ce  théorème, 
il  faut  qu'on  ait  CSB"  <  ASC  H- ASB';  il  faut  aussi 
qu'on  ait  ASC  <  CSB"  +  ASB',  ou  CSB"  >  ASC  — 
ASB'. 

PROPOSITION     XXV. 

PROBLÈME. 

Etant  donnés  deux  des  trois  angles  plans 
qui  j or  ment  un  angle  solide  ^  avec  l'angle  que 
leurs  plans  font  entre  eux ,  trouver  le  troisième 
angle  plan. 
^  8  Soient  ASC,  ASB',  les  deux  angles  plans  donnés, 
et  supposons  pour  un  moment  que  CSB"  soit  le  troi- 
sième angle  que  l'on  cherche  ,  alors  ,  en  faisant  la 
même  construction  que  dans  le  problême  précédent , 
l'angle  compris  entre  les  plans  des  deux  premierb 
serait   EA/>.  Or ,  de  même    qu'on    détermine   l'angh- 
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EAb  par  le  moyen  de  CSB" ,  les  deux  autres  étant 
donnés  ,  de  même  on  peut  détei miner  CSB"  par  ie 
moyen  de  EA^ ,  ce  qui  résoudra  le  problême  pro. 
posé. 

Ayant  pris  SB'  à  volonté ,  abaissez  sur  SA  la  per- 
pendiculaire indéfinie  B'E,  faites  l'angle  EA^  égal  a 
l'angle  des  deux  plans  donnés;  du  point  d  où  le  côté 
Au  rencontre  la  circonférence  décrite  du  centre  A  et 
du  rayon  AB',  abaissez  sur  AE  la  perpendiculaire 
^O ,  et  du  point  O  abaissez  sur  SG  la  perpendiculaire 
indéfinie  0GB ',  que  vous  terminerez  en  B"  de  ma- 
nière que  SB"=rSB';  l'angle  GSB"  sera  le  troisième 
angle  plan  demandé. 

Gar  si  on  forme  un  angle  solide  avec  les  trois  an- 
gles-plans B'SA,  ASG,  GSB",  l'inclinaison  des  plans 
où  sont  les  angles  donnés  ASB' ,  ASG  ,  sera  égale  à 
l'angle  donné  EAl?. 

Scholie.  Si  un  angle  solide  est  quadruple  ^  ou  lormé  £„_  ,gy_ 
par  quatre  angles  plans  ASB ,  BSG ,  GSD  ,  DSA ,  la 
connaissance  de  ces  angles  ne  suffit  pas  pour  déter- 
miner les  inclinaisons  mutuelles  de  leurs  pians;  car 
avec  les  mêmes  angles  plans  on  pourrait  former  une 
infinité  d'angles  solides.  Mais  si  on  ajoute  une  condi- 
tion ,  par  exemple ,  si  on  donne  finclinaison  des  deux 
plans  ASB  ,  BSG,  alors  l'angle  solide  est  entièrement 
déterminé ,  et  on  pourra  trouver  l'inclinaison  de 
deux  de  ses  plans  quelconques.  En  effet,  imaginer 
un  angle  solide  triple  formé  par  les  angles  plans  ASB, 
BSG ,  ASG  ;  les  deux  premiers  angles  sont  donnés, 
ainsi  que  l'inclinaison  de  leurs  plans;  on  pourra  donc 
déterminer,  par  le  problême  qu'on  vient  de  résoudre, 
le  troisième  angle  ASG.  Ensuite ,  si  on  considère 
l'angle  solide  triple  formé  par  les  angles  plans  ASG, 
ASD,  DSG,  ces  trois  angles  sont  connus  ;  ainsi  l'angle 
solide  est  entièrement  déterminé.  Mais  l'angle  solide 
quadruple  est  formé  par   la  réunion  des  deux  angles 
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solides  triples  dont  on  vient  de  parler  ;  donc,  puisque 
ces  angles  partiels  sont  connus  et  déterminés,  l'angle 
total  sera  pareillement  connu  et  déterminé. 

L'angle  des  deux  plans  ASD ,  DSC ,  se  trouverait 
immédiatement  par  le  moyen  du  second  angle  solide 
partiel.  Quant  à  l'angle  des  deux  plans  ESC ,  CSD ,  il 
faudrait  dans  un  angle  solide  partiel  chercher  l'angle 
compris  entre  les  deux  plans  ASC ,  DSC  ,  et  dans 
l'autre  l'angle  compris  entre  les  deux  plans  ASC  , 
BSG  ;  la  somme  de  ces  deux  angles  serait  l'angle  com- 
pris entre  les  plans  BSG,  DSC. 

On  trouvera  de  la  même  manière  que ,  pour  dé- 
terminer un  angle  solide  quintuple,  il  faut  connaître, 
outre  les  cinq  angles  plans  qui  le  composent,  deux 
des  inclinaisons  mutuelles  de  leurs  plans  ;  il  en  fau- 
drait trois  dans  l'angle  solide  sextuple,  et  ainsi  de 
suite. 


LIVRE  VI 


LES  POLYEDRES. 

DÉFINITIONS. 

[.  v_7n  appelle  solide  polyèdre ,  ou  simplement  po- 
lyèdre^ tout  solide  terminé  par  des  plans  ou  des  faces 
planes.  (Ces  plans  sont  nécessairement  terminés  eux- 
mêmes  par  des  lignes  droites.)  On  appelle  en  parti* 
culier  tétraèdre  le  solide  qui  a  quatre  faces  ;  hexaèdre 
celui  qui  en  a  six  ;  octaèdre  celui  qui  en  a  huit  ;  do- 
décaèdre celui  qui  en  a  douze  ;  icosaedre  celui  qui  en 
a  vingt,  etc. 

Le  tétraèdre  est  le  plus  simple  des  polyèdres;  car 
il  faut  au  moins  trois  plans  pour  former  un  angle  so- 
lide, et  ces  trois  plans  laissent  un  vide  qui ,  pour  être 
fermé ,  exige  au  moins  un  quatrième  plan. 

II.  L'intersection  commune  de  deux  faces  adjacentes 
d'un  polyèdre  s'appelle  côté  ou  arctc  du  polyèdre. 

III.  On  appelle  polyèdre  régulier  celui  dont  toutes 
les  faces  sont  des  polygones  réguliers  égaux,  et  dont    . 
tous  les  angles  solides  sont  égaux  entre  eux.  Ces  po- 
lyèdres sont  au  nombre  de  cinq.   Voyez  V appendice 
aux  livres  VI  et  VU. 

IV.  he prisme  est  \\n  solide  compris  sous  plusieurs 
plans  parallélogrammes,  terminés  de  part  et  d'autre 
par  deux  plans  polygones  égaux  et  parallèles. 

Pour  construire  ce  solide ,  soit  ABGDE  un  poly-   h-  'oo- 
gone quelconque;  si  dans  un  plan  parallèle  à  ABC, 
on  mène  les  lignes  FG,  GH,  HI,  etc.,  égales  et  pa- 
rallèles aux  côtés   AB,  BC,  CD,  etc.,  ce  qui   formera 

1 1 


i6:'  GÉO  MÉTR  II'.. 

le  polygone  FGHIK  égal  à  ABCDE;  si  ensuite  o?i 
joint  d'un  plan  à  l'autre  les  sommets  des  angles  lu»- 
mologues  par  les  droites  AF ,  EG ,  GH ,  etc. ,  les  faces 
ABGF,  BCHG,  etc.,  seront  des  parallélogrammes,  et 
le  solide  ainsi  formé  ABGDEFGHIK  sera  un  prisme. 

V.  Les  polygones  égaux  et  parallèles  ABGDE, 
FGHiK,  s'appellent  les  èases  c/u  prisme;  les  autres 
plans  parallélogrammes  pris  ensemble  constituent  la 
surface  latérale  ou  convexe  du  prisme.  Les  droites 
égales  AF,  BG ,  GH  ,  etc.,  s'appellent  les  côtés  du 
prisme. 

VL  La  hauteur  d'un  prisme  est  la  distance.de  ses 
deux  bases,  ou  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point 
de  la  base  supérieure  sur  le  plan  de  la  base  infé- 
rieure. 

VIL  Un  prisme  est  droit  lorsque  les  côtés  AF . 
BG,  etc.,  sont  perpendiculaires  aux  plans  des  bases: 
alors  cliacun  deux  est  égal  à  la  hauteur  du  prisme. 
Dan»  tout  autre  cas  le  prisme  est  oblique ,  et  la  hau- 
teur est  plus  petite  que  le  côté. 

Vlll.  \]n  prisme  est  triangulaire  ,  quadrangu- 
laire , pentagonal^  hexagonal ^  etc.,  selon  que  la  base 
est  un  triangle,  un  quadrilatère,  un  pentagone,  un 
hexagone,  etc. 
«g.  206.  LX.  Le  prisme  qui  a  pour  base  un  parallélogramme , 
a  toutes  ses  faces  parallélogrammiques;  il  s'appelle 
parallèlipipède. 

Le  parallèlipipède  est  rectangle  lorsque  toutes  ses 
faces  sont  des  rectangles. 

X.  Parmi  les  parailélipipèdes  rectangles  on  dis- 
tingue le  cube  ou  hexaèdre  régulier  compris  sous  six 
quarrés  égaux. 
%  '9^  XI.  La  pyramide  est  le  solide  formé  lorsque  plu- 
sieurs plans  triangulaires  partent  d'un  même  point  S, 
et  sont  terminés  aux  différeius  côtés  d'un  même  plan 
})olygonal  ABGDE. 
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Le  polygone  ABCDE  s'appelle  la  base  de  la  pyra- 
mide, le  point  S  en  est  le  sommet,  et  l'ensemble  des 
triangles  ASB  ,  BSG,  etc.,  forme  la  surface  convexe 
ou  latérale  de  la  pyramide. 

XJI.  La  hauteur  de  la  pyramide  est  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  sommet  sur  le  plan  de  la  base ,  pro- 
longé s'il  est  nécessaire. 

XIIL  La  pyramide  est  triangulaire^  quadrangu- 
laire y  etc.,  selon  que  la  base  est  un  triangle,  un  qua- 
drilatère, etc. 

XIV.  Une  pyramide  est  régulière^  lorsque  la  base 
est  un  polygone  régulier ,  et  qu'en  même  temps  la 
perpendiculaire  abaissée  du  sommet  sur  le  plan  de  la 
base  passe  par  le  centre  de  cette  base  :  cette  ligne 
s'appelle  alors  Vaxe  de  la  pyramide. 

XV.  Diagonale  d'un  polyèdre  est  la  droite  qui  joint 
les  sommets  de  deux  angles  solides  non  adjacents. 

XVL  J'appellerai  polyèdres  symétriques  deux 
polyèdres  qui,  ayant  une  base  commune,  sont  cons- 
truits semblablement,  l'un  au-dessus  du  plan  de  cette 
base,  l'autre  au-dessous,  avec  cette  condition  que  les 
sommets  des  angles  solides  homologues  soient  situés 
à  égales  distances  du  plan  de  la  base,  sur  une  même 
droite  perpendiculaire  à  ce  plan. 

Par  exemple ,  si  la  droite  ST  est  perpendiculairr*  fig.  202. 
au  plan  ABC,  et  qu'au  point  O,  où  elle  rencontre  ce 
plan,  elle  soit  divisée  en  deux  parties  égales  ,  les  deux 
pyramides  S  ABC,  TABG,  qui  ont  la  base   commune 
ABC,  seront  deux  polyèdres  symétriques. 

XVIL  Deux  pyramides  triangulaires  sont  sembla- 
bles, lorsqu'elles  ont  deux  faces  semblables  chacune 
à  chacune,  semblablement  placées  et  également  incli- 
nées entre  elles. 

Ainsi,  en  supposant  les  angles  ABC=DEF,BAC  fcg  îoî. 
=:EDF,ABS==DET,BAS=EDT,  si  en  outre  l'in- 
clinaison  des  plans  ABS,  ABC,  est  égale  à  celle  de 

II. 
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leurs  homologues  DTE,  DEF',  les  pyramides  SA13C, 

TDEF,  seront  semblables. 

XVIII.  Ayant  formé  un  triangle  avec  les  sommets 
de  trois  angles  pris  sur  une  même  face  ou  base  d'un 
polyèdre,  on  peut  imaginer  que  les  sommets  des  dif- 
férents angles  solides  du  polyèdre ,  situés  hors  du 
plan  de  cette  base,  soient  ceux  d'autant  de  pyramides 
triangulaires  qui  ont  pour  base  commune  le  triangle 
désigné,  et  chacune  de  ces  pyramides  déterminera  la 
position  de  chaque  angle  solide  du  polyèdre  par  rap- 
port à  la  base.  Gela  posé  : 

Deux  poiyedi'es  sont  semblables  lorsquayant  des 
bases  semblables,  les  sommets  des  angles  solides  ho- 
mologues, hors  de  ces  bases,  sont  déterminés  par  des 
pyramides  triangulaires  semblables  chacune  à  chacune. 

XIX.  J'appellerai  sommets  d'un  polyèdre  les  points 
situés  aux  sommets  de  ses  différents  angles  solides. 

N.  B.  Tous  les  polyèdres  que  nous  considérons  sont  des  polyèdres 
a  angles  saillants  ou  polyèdres  convexes.  PJous  appelons  ainsi  ceux 
dont  la  surface  ne  peut  être  rencontrée  par  une  ligne  droite  en  plus 
de  deux  points.  Dans  ces  sortes  de  polyèdres  le  plan  prolongé  d'une 
lace  ne  peut  couper  le  solide;  il  est  donc  impossible  que  le  polyèdre 
soit  en  partie  au  dessus  du  plan  d'une  face,  en  partie  au-dessous;  il 
est  tout  entier  d'un  même  côté  de  ce  plan. 

PROPOSITION  PREMIÈRE. 

THÉORÈME. 

Deux  polyèdres  ne  peuvent  avoir  les  mêmes 
sommets  et  en  même  nombre  sans  coïncider  Vun 
avec  Vautre 

Car  supposons  1  un  des  polyèdres   déjà   construit 
si  on  veut  en  construire  un  autre  qui  ait  les  mêmes 
sommets  et  en  même  nombre,  il  faudra  que  les  plans 
de  celui-ci  ne  passent   pas  tous  par  les  mêmes  point 
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que  dans  le  premier,  sans  quoi  ils  ne  différeraient 
pas  l'un  de  l'autre  :  mais  alors  il  est  clair  que  quel- 
ques-uns des  nouveaux  plans  couperaient  le  premier 
polyèdre  5  il  y  aui-ait  des  sommets  au-dessus  de  ces 
plans,  et  des  sommets  au-dessous  ,  ce  qui  ne  peut  con- 
venir à  un  polyèdre  convexe  :  donc ,  si  deux  polyèdres 
ont  les  mêmes  sommeis  et  en  même  nombre,  ils 
doivent  nécessairement  coïncider  l'un  a;* ec  l'autre. 

Scholie.  Etant  donnés  de  position  les  points  A,  B, 
G,  K,  etc.,  qui  doivent  servir  de  sommets  à  un  po- 
lyèdre ,  il  est  facile  de  décrire  le  polyèdre. 

Choisissez  d'abord  trois  points  voisins   D,   E     H,    fiy. 204. 
tels  que  le  plan  DEH  passe,  s'il  y  a  lieu,  par  de  nou- 
veaux points  K,  G,  mais   laisse  tous  les  autres  d'un 
même  côté,  tous  au-dessus   du  plan    ou  tous    au- 
dessous;  le  plan  DEH  ou  DEHKG,  ainsi  déterminé  , 
sera  une  face  du  solide.  Suivant  un  de  ses  côtés  EH, 
conduisez  un  plan  que  vous  ferez  tourner  jusqu'à  ce 
qu'il  rencontre  un  nouveau  sommet  F ,  ou  plusieurs 
à-la-fois  F,  1;  vous  aurez  une  seconde  face  qui  sera 
FEH  ou  FEHI.  Continuez  ainsi  en  faisant  passer  des 
plans  par  les   cotés  trouvés  jusqu'à  ce  que  le  solide 
soit  terminé  de  toutes  parts  :  ce  solide  sera  le  polyèdre 
demandé,  car  il  n'y  en  a  pas  deux  qui  puissent  avoir 
les  mêmes  sommets. 

PROPOSITION    II. 

THÉORÈME. 

Dans  deux  polyèdres  symétriques  les  faces 
homologues  sont  égales  chacune  à  chacune^  et 
r inclinaison  de  deux  faces  adjacentes  ^  dans  un 
de  ces  solides ,  est  égale  à  V inclinaison  des  faces 
homologues  dans  l'autre. 

Soit  ABGDE  la  base  commune  aux  deux  polyèdres,  fig-îo"*. 
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soient  M  et  N  les  sommets  de  deux  angles  solicles 
quelconques  de  l'un  des  polyèdres,  M'  et  N'  les  som- 
mets homologues  de  l'autre  polyèdre;  il  faudra,  sui- 
vant la  définition,  que  les  droites  MM',  NN',  soient 
perpendiculaires  au  plan  ABC,  et  qu'elles  soient  divi- 
sées en  deux  parties  égales  aux  points  m  et  n  où  elles 
rencontrent  ce  plan.  Cela  posé,  je  dis  que  la  distance 
MN  est  égale  à  M'N'. 

Car  si  on  fait  tourner  le  trapèze  m  M'N'«  autour 
de  fnn  jusqu'à  ce  que  son  plan  s'applique  sur  le  plan 
wMNn,-  à  cause  des  angles  droits  en  m  et  en  «,  le 
coté  ?nM'  tombera  sur  son  égal  //zM,  et  /^N' sur  «N  ; 
donc  les  deux  trapèzes  coïncideront ,  et  en  aura 
MN  =^  M'N'. 

Soit  P  un  troisième  sommet  du  polyèdre  supérieur, 
et  P'  son  homologue  dans  l'autre,  on  aura  de  même 
MP— M'P'  et  NP=N'P';  donc  le  triang/e  MNP, 
(jfui  jaint  trois  soimnets  quelconques  du  polyèdre  su- 
périeur ^  est  égal  au  triangle  M'N'P'  qui  joint  les  trois 
sommets  homologues  de  Vautre  polyèdre. 

Si  parmi  ces  triangles  on  considère  seulement  ceux 
qui  sont  formés  à  la  surface  des  polyèdres,  on  peut 
déjà  conclure  que  les  surfaces  des  deux  polyèdres 
sont  composées  d'un  même  nombre  de  triangles  égaux 
chacun  à  chacun. 

Je  dis  maintenant  que  si  des  triangles  sont  dans  un 
même  plan  sur  une  surface  et  forment  une  même  face 
polygone,  les  triangles  homologues  seront  dans  un 
même  plan  sur  l'autre  surface  et  formeront  une  face 
polygone  égale. 

En  effet,  soient  MPN,  NPQ,  deux  triangles  adja- 
cents qu'on  suppose  dans  un  même  plan  ,  et  soient 
M'P'N',  N'P'Q',  leurs  homologues.  On  a  l'angle 
MNP:i=  M'N'P',  l'angle  PNQ  — P'N'Q' ;  et  si  on 
joignait  MQ  et  M'Q',  le  triangle  MNQ  serait  égal  a 
M'N'Q',   ainsi   on    aurait    l'angle   MNQ— M'N'Q'- 
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Mais  puisque  MPNQ  est  un  seul  plan  ,  on  a  l'angle 
MNQ=MNPh-PIVQ;  donc  on  aura  aussi  M'N'Q' 
=rM'N'P'  +  P'N'Q'.  Or,  si  les  trois  plans  M'N'P', 
P'IV'Q',  M'N'Q',  n'étaient  pas  confondus  en  un 
seul,  ces  trois  plans  formeraient  un  angle  solide,  et 
on  aurait  *  l'angle  M'N' Q' <  M'N'P' +  P']\' Q';  "20,5. 
donc,  puisque  cette  condition  n'a  pas  lieu  ,  les  deux 
triangles  M'N'P',  P'N'Q',  sont  dans  un  même  plan. 

Il  suit  de  là  que  chaque  face,  soit  triangulaire,  soit 
polygone,  dans  un  polyèdre,  répond  à  une  face  égale 
dans  l'autre,  et  qu'ainsi  les  deux  polyèdres  sont  com- 
pris sous  un  même  nombre  de  plans  égaux ,  chacun  à 
chacun. 

11  reste  à  prouver  que  1  inclinaison  de  deux  faces 
adjacentes  quelconques  dans  l'un  des  polyèdres  est 
égale  à  l'inclinaison  des  deux  faces  homologues  dans 
l'autre. 

Soient  MPN,  NPQ ,  deux  triangles  formés  sur 
l'arête  commune  NP  dans  les  plans  des  deux  faces 
adjacentes,-  soient  M'P'N',  N'P'Q',  leurs  homolo- 
gues j  on  peut  concevoir  en  N  un  angle  solide  formé 
par  les  trois  angles  plans  MNQ,  MNP,  PNQ,  et  eu 
N'  un  angle  sohde  formé  par  les  trois  M'N'Q', 
M'N'P',  P'N'Q'.  Or,  on  a  déjà  prouvé  que  ces  angles 
plans  sont  égaux  chacun  à  chacun;  donc  l'inclinaison 
des  deux  plans  MNP,  PNQ,  est  égale  à  celle  de  leurs 
homologues  M'N'P',  P'N'Q'  *.  •aa,.'». 

Donc,  dans  les  polyèdres  symétriques,  les  faces 
sont  égales  chacune  à  chacune,  et  les  plans  de  deux 
faces  quelconques  adjacentes  d'un  des  solides ,  ont 
entre  eux  la  même  inclinaison  que  les  plans  des  deux 
faces  homologues  de  l'autre  solide. 

Scholie.  On  peut  remarquer  que  les  angles  solides 
d'un  polyèdre  sont  les  symétriques  des  angles  solides 
de  î-^ autre  polyèdre;  car  si  l'angle  solide  N  est  formé 
par  les  plans  MNP,  PNQ,  QNR,  etc.,  son  homoio- 
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gue  N'  est  formé  par  les  plans  M'N'P',  P'N'Q', 
Q'N'R',  etc.  Ceux-ci  paraissent  disposés  dans  le 
même  ordre  que  les  autres  ;  mais  comme  les  deux 
angles  solides  sont  dans  une  situation  inverse  l'un  par 
rapport  à  l'autre,  il  s'ensuit  que  la  disposition  réelle 
.  des  plans  qui  forment  l'angle  solide  N'  est  l'inverse 
de  celle  qui  a  lieu  dans  l'angle  homologue  N.  D'ail- 
leurs les  inclinaisons  des  plans  consécutifs  sont  égales 
dans  l'un  et  dans  l'autre  angle  solide;  donc  ces  angles 
solides  sont  symétriques  l'un  de  l'autre.  Voyez  le 
scholie  de  la  prop.  XXUÏ^  liv.  F. 

Cette  remarque  prouve  qu'un  polyèdre  quelconque 
ne  peut  Ui^oir  quhai  seul  polyèdre  symétrique.  Car  si  on 
construisait  sur  une  autre  base  un  nouveau  polyèdre 
symétrique  au  polyèdre  donné ,  les  angles  solides 
de  celui-ci  seraient  toujours  symétriques  des  angles 
du  polyèdre  donné;  donc  ils  seraient  égaux  à  ceux 
du  polyèdre  symétrique  construit  sur  la  première 
base.  D'ailleurs  les  faces  homologues  seraient  toujours 
égales;  donc  ces  deux  polyèdres  symétriques  cons- 
truits sur  une  base  ou  sur  une  autre  auraient  les  faces 
égales  et  les  angles  solides  égaux  ;  donc  ils  coïncide- 
raient par  la  superposition  ,  et  ne  feraient  qu'un  seul 
et  même  polyèdre. 

PROPOSITION    lli. 

THÉORÈME. 

Deux  prismes  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  un 
angle  solide   compris  entre  trois  plans  égaux 
chacun  à  chacun  et  semhlahlement placés. 
6^.  ,<,  Soit  la  base  ABGDE  égale  à  la  base  abcde,  le  pa- 

rallélogramme ABGF  égal  au  parallélogramme  abgfj 
et  le  parallélogramme  BCHG  égal  au  parallélogramme 
hchg;\Q  dis  que  le  prisme  ABCl  sera  égal  au  prisme 
abcL 
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Car  soir,  posée  la  base  ABCDE  sur  son  égAleabcde^ 
ces  deux  bases  coïncideront  :  mais  les  trois  angles 
plans  qui  forment  l'angle  solide  B  sont  égaux  aux 
trois  angles  plans  qui  forment  l'angle  solide  b,  cha- 
cun à  chacun,  savoir,  A.BC:=:abc,  ABG=^cibg,  et 
GBC=gbc;  de  plus  ces  angles  sont  semblablement 
placés  :  donc  les  angles  solides  B  et  b  sont  égaux ,  et 
par  conséquent  le  côté  BG  tombera  sur  son  égal  bg. 
On  voit  aussi  qu'à  cause  des  parallélogrammes  égaux 
ABGF,  aègf,  le  côté  GF  tombera  sur  son  égal  g/, 
et  semblablement  GH  sur  g/i;  donc  la  base  supé- 
rieure FGHIK  coïncidera  entièrement  avec  son  égale 
fghik ,  et  les  deux  solides  seront  confondus  en  un  ^ 
seul,  puisqu'ils  auront  les  mêmes  sommets*. 

Corollaire.  Deux  prismes  droits  qui  ont  des  bases 
égales  et  des  hauteurs  égales  sont  égaux.  Car  ayant 
le  côté  AB  égal  kab,  et  la  hauteur  BG  égale  à  bg,  le 
rectangle  ABGF  sera  égal  au  rectangle  abgf;  il  en 
sera  de  même  des  rectangles  BGHC,  bghc;  ainsi  les 
trois  plans  qui  forment  l'angle  solide  B  sont  égaux 
aux  trois  qui  forment  l'angle  solide  b.  Donc  les  deux 
prismes    sont  égaux. 

PROPOSITION    [V. 

THÉORÈME. 

Dans  tout ,  parallélipipede  les  plans  opposé 
sont  égaux  et  parallèles. 

Suivant  la  définition  de  ce  solide,  les  bases  ABGD,  ''g-  ^oO. 
EFGH ,  sont  des  parallélogrammes  égaux ,  et  leurs 
côtés  sont  parallèles  :  il  reste  donc  à  démontrer  que 
la  même  chose  a  lieu  pour  deux  faces  latérales  Oppo- 
sées ,  telles  que  AEHD,  BFGC.  Or,  AD  est  égale  et 
parallèle  à  BC,  puisque  la  figure  ABCD  est  un  parai- 


'3j,  5. 


fig.  ao(). 
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lélogramnie^  par  une  raison  semblable  AE  est  égale 
et  parallèle  à  BF  :  donc  l'angle  UAE  est  égal  à  l'angle 
CBF*,  et  le  plan  DAE  parallèle  à  CBF;  donc  aussi  le 
parallélogramme  DAEH  est  égal  au  parallélogramme 
CBFG.  On  démontrera  de  même  que  les  parallélo- 
grammes opposés  ABFE ,  DCGH ,  sont  égaux  et  pa- 
rallèles. 

Corollaire.  Puisque  le  parallélipipède  est  un  solide 
compris  sous  six  plans  dont  les  opposés  sont  égaux  et 
parallèles ,  il  s'ensuit  qu'une  face  quelconque  et  son 
opposée  peuvent  être  prises  pour  les  bases  du  paral- 
lélipipède. 

Scholie.  Etant  données  trois  droites,  AB,  AE,  AD, 
passant  par  un  même  point  A,  et  faisant  entre  elles 
des  angles  donnés,  on  peut  sur  ces  trois  droites  cons- 
truire un  parallélipipède  5  il  faut  pour  cela  mener 
par  l'extrémité  de  chaque  droite  un  plan  parallèle 
au  plan  des  deux  autres;  savoir,  par  le  point  B  un 
plan  parallèle  à  DAE,  par  le  point  D  un  plan  paral- 
lèle à  BAE,  et  par  le  point  E  un  plan  parallèle  à  BAD. 
Les  rencontres  mutuelles  de  ces  plans  formeront  le 
parallélipipède  demandé. 

PROPOSITION    V. 

THÉORÈME. 

Dans  tout  parallélipipède  les  angles  solides 
opposes  sont  symétriques  Vun  de  Vautre  ;  et 
les  diagonales  menées  par  les  sommets  de  ces 
angles  se  coupent  mutuellement  en  deux  parties 
égales. 

Comparons ,  par  exemple ,  l'angle  solide  A  à  son 
opposé  G;  l'angle  EAB,  égal  à  EFB,  est  aussi  égal  à 
HGC,  l'angle  DAE  —  DUE  z^CGF,  et  l'angle  DAB 
=  DGB=  HGF;  donc  les  trois  angles  plans  qui  for- 


ntent  l'angle  solide  A  sont  égaux  aux  trois  qui  forment 
l'angle  solide  G ,  chacun  à  chacun  ;  d'ailleurs  il  est 
facile  de  l'oir  que  leur  disposition  est  différente  dans 
l'un  et  dans  l'autre;  donc  i**  les  deux  angles  solides  A 
et  G  sont  symétriques  l'un  de  l'autre  *.  *  ^^1  ^* 

En  second  lieu,  imaginons  deux  diagonales  EC, 
AG ,  menées  l'une  et  l'autre  par  des  sommets  opposés  : 
puisque  AE  est  égale  et  parallèle  à  CG ,  la  figure  AEGG 
est  un  parallélogramme;  donc  les  diagonales  EC,  AG, 
se  couperont  mutuellement  en  deux  parties  égales 
On  démontrera  de  même  que  la  diagonale  EC  et  une 
autre  DF  se  couperont  aussi  en  deux  parties  égales; 
donc  2^'  les  quatre  diagonales  se  couperont  mutuel- 
lement en  deux  parties  égales,  dans  un  même  point 
quon  peut  regarder  comme  le  centre  du  paralléli- 
pipède. 

PROPOSITION    VI. 

THEOREME. 

I.e  plan   HDHF,  qui  passe  par  deux  arêtes  fig.  207. 
parallèles  opposées  RF ,    Dfl ,    danse  le  paral- 
lélipipede   AG    en    deux  prismes  triangulaires 
ABDHEF,    GHFBCD,    symétriques    Vun   de 
Vautre. 

D'abord  ces  deux  solides  sont  des  prismes;  caries 
triangles  ABD ,  EFH ,  ayant  leurs  côtés  égaux  et  paral- 
lèles ,  sont  égaux ,  et  en  même  temps  les  faces  latérales 
ABFE,  ADHE,  BDHF,  sont  des  parallélogrammes; 
donc  le  solide  ABDHEF  est  un  prisme  :  il  en  est  de 
même  du  solide  GHFBCD.  Je  dis  maintenant  que  ces 
deux  prismes  sont  symétriques  l'un  de  l'autre. 

Sur  la  hase  ABD  faites  le  prisme  ABDE'F'H'  que 
soit  le  symétrique  dn  prisme  ABDEFH.  Suivant 
ce  qui  a  été   démontré  *,  le  plan   ABF'E'  est  égal  à     *  2. 
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ABFE,  et  le  plan  ADH'E'  est  égal  ix  ADHE;  mais 
si  on  compare  le  prisme  GHFBCD  au  prisme 
ABDH'E'F',  la  base  GHF  est  égale  à  ABD;  le  pa- 
rallélogramme GHDC,  qui  est  égal  à  ABFE,  est  aussi 
égal  à  ABF'E',  et  le  parallélogramme  GFBC ,  qui 
est  égal  à  ADHE,  est  aussi  égal  à  ADH'ET';  donc 
les  trois  plans  qui  forment  l'angle  solide  G  dans  le 
prisme  GHFBCD,  sont  égaux <»ux  trois  plans  qui  for- 
ment l'angle  solide  A  dans  le  prisme  ABDH'E'F', 
chacun  à  chacun,  d'ailleurs  ils  sont  disposés  sem- 
blablement;  donc  ces  deux  prismes  sont  égaux  *, 
et  pourraient  être  superposés.  Mais  l'un  d'eux 
ABDH'E'F'  est  symétrique  du  prisme  ABDHEF  ; 
donc  l'autre,  GHFBCD,  est  aussi  le  symétrique  de 
ABDHEF. 

PROPOSITION  Vil.  ' 

LEMME. 

Cg  aoi.  Dans  tout  prisme  ABCI ,  les  sections  NOPQR 
STYXY,  faites  par  des  plans  parallèles ,  sont 
des  polygones  égaux. 

Car  les  côtés  KO,  ST,  sont  parallèles,  comme  étant 
les  intersections  de  deux  plans  parallèles  par  un  troi- 
sième plan  ABGF;  ces  mêmes  côtés  NO,  ST,  sont 
compris  entre  les  parallèles  NS,  OT,  qui  sont  côtés 
du  prisme;  donc  NO  est  égal  à  ST.  Par  une  semblable 
raison  les  côtés  OP,  PQ,  QR,  etc.,  de  la  section 
NOPQR,  sont  égaux  respectivement  aux  côtés  TV, 
VX,  XY,  etc.,  de  la  section  STVXY.  D'ailleurs  les 
côtés  égaux  étant  en  même  temps  parallèles,  il  s'en- 
suit que  les  angles  NOP,  OPQ,  etc.,  de  la  première 
section ,  sont  égaux  respectivement  aux  angles  STV, 
TVX,  etc.,  de  la  seconde.  Donc  les  deux  sections 
iNOPQR,  STVXY,  sont  des  polygones  égaux. 
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Corollaire.  Toute  section  faite  tlans  un  prisme  pa- 
rallèlement à  sa  base ,  est  égale  à  cette  base. 

PROPOSITION    VIII. 

THÉORÈME. 

Les  deux  prismes   triangulaires   symétriques  (ig.  aoS 
ABDHEF,  BCDFGH,  dans  lesquels  se  décompose 
le  parallélipipede  AG,    sont   équivalents   eiitie 
eux. 

Par  les  sommets  B  et  F  menez  perpendiculairement 
au  coté  BF,  les  plans  V>ndc ,  Yehg^  qui  rencontreront, 
d'une  part  en  a ,  d ,  c ,  de  l'autre  en  e,  h,  g,  lés  trois 
autres  côtés  AE  ,  DH  ,  CG,  du  même  parallélipipede; 
les  sections  Y^adc,  Yehg ,  seront  des  parallélogrammes 
égaux.  Ces  sections  sontégales,  parce  qu'elles  sont  faites 
par  des  plans  perpendiculaires  à  une' même  droite  et 
par  conséquent  parallèles  *;  elles  sont  des  parallélo-  *  7-  ■ 
grammes,  parce  que  deux,  côtés  opposés  d'une  même 
section  «B,â?c,  sont  les  intersections  de  deux  plans 
parallèles  ABFE ,  DCGH,  par  un  même  plan. 

Par  une  raison  semblable,  la  figure  B«6'F  est  un 
parallélogramme ,  ainsi  que  les  autres  faces  latérales 
BF^c,  cdhg,  adhe,  du  solide  BadcFehg;  donc  ce  so- 
lide est  un  prisme  *;  et  ce  prisme  est  droit,  puisque  *déf.  4. 
le  côté  BF  est  perpendiculaire  au  plan  de  la  base. 

Cela  posé ,  si  par  le  plan  BFHD  on  divise  le  prismç 
droit  Bh  en  deux  prismes  triangulaires  droits  ahdeYh  , 
BdcYhg,'  je  dis  que  le  prisme  triangulaire  oblique 
ABDEFII,  sera  équivalent  au  prisme  triangulaire 
droit  aBdeFh. 

En  effet  ces  deux  prismes  ayant  une  partie  com- 
mune ABD/ieF,  il  suffira  de  prouver  que  les  parties 
restantes,  savoir,  les  solides  BaADd,  FeEWi  sont 
équivalents  entie  eux. 
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Or,  à  cause  des  parallélogrammes  ABFE,  aBVe,  les 
côtés  AE,  ac,  égaux  à  leur  parallèle  BF,  sont  égaux 
entre  eux;  ainsi,  en  ôtant  la  partie  commune  Ad,  il 
restera  Aa  =:  Ee.  On  prouvera  de  même  que  D</rr:  Hk. 

Maintenant,  pour  opérer  la  superposition  des  deux 
solides  BaADd^  FeEH/i,  plaçons  la  base  Yeh  sur  son 
égale  Bad;  alors  le  pointe  tombant  en  a,  et  le  point 
k  en  d,  les  côtés  eE,  hff^  tomberont  sur  leurs  égaux 
aA ,  dD  ,  puisqu'ils  sont  perpendiculaires  au  même 
plan  Bad.  Donc  les  deux  solides  dont  il  s'agit  coïnci- 
Heront  entièrement  l'un  avec  l'autre;  donc  le  prisme 
oblique  BADFEH  est  équivalent  au  prisme  droit 
BadYek. 

On  démontrera  semblablement  que  le  prisme  obli- 
que BDCFHG  est  équivalent  au  prisme  droit  B<^cFA^. 
Mais  les  deux  prismes  droits  BadFch,  BdcYhg  sont 
égaux  entre  eux  ,  puisqu'ils  ont  même  liauteur  BF  , 
et  que  leurs  bases  Bad^  Bdc  sont  moitiés  d'un  môme 
3  parallélogramme  *.  Donc  les  deux  prismes  triangu- 
laires BADFEH,  BDCFHG,  équivalents  à  des  prismes 
égaux,  sont  équivalents  entre  eux. 

Corollaire.  Tout  prisme  triangulaire  ABDHEF  est 
la  moitié  du  parallélipipède  AG  ,  construit  sur  le 
même  angle  solide  A,  avec  les  mêmes  arêtes  AB, 
AD ,  AE. 

PROPOSITION    IX. 

T  ri  li  O  R  K  M  K 

aog.  Si  deux  paTallélipipedes  A(i ,  AJ^ ,  ont  unt 
base  commune  ABCJ),  et  que  leurs  bases  supé- 
rieures EFGH ,  IKLM  ,  soient  comprises  dans  un 
même  plan  et  entre  les  mêmes  pajallèlesYVi^' 
HIj  ,  ces  deux  parallélipipedes  seront  équi^'a- 
ItTits  entîf  fux. 


C:>r 
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11  peut  arriver  trois  cas,  selon  que  El  est  plus 
grand ,  plus  petit  ou  égal  à  EF  ;  mais  la  démonstration 
est  la  même  pour  tous  :  et  d'abord  je  dis  que  le  prisme 
triangulaire  AEIDHM  est  égal  au  prisme  triangulaire 
BFKCGL. 

En  effet,  puisque  AE  est  parallèle  à  BF  et  HE  à 
GF,  l'angle  AE1  =  BFK,  HE1  =  GFK,  et  HEArii: 
GFB.  Ue  ces  six  angles  les  trois  premiers  forment 
l'angle  solide  E ,  les  trois  autres  forment  Fangle  solide 
F;  donc,  puisque  les  angles  plans  sont  égaux  chacun 
à  chacun,  et  semblablement  disposés,  il  s'ensuit  que 
les  ani^-les  solides  E  et  F  sont  é^aux.  Maintenant,  si 
on  pose  le  prisme  AEM  sur  le  prisme  BFL,  et  d'abord 
la  base  AEl  sur  la  base  BFK ,  ces  deux  bases  étant 
égales  coïncideront  ;  et  puisque  l'angle  solide  E  est 
égal  à  l'angle  sobde  F,  le  côté  EH  tombera  sur  son 
égal  FG  :  il  n'en  faut  pas  davantage  pour  prouver  que 
les  deux  prismes  coïncideront  dans  toute  leur  éten- 
due; car  la  base  AEI  et  l'arête  EH  déterminent  les 
prisme  AEM,  comme  la  base  BFK  et  l'arête  FG  dé- 
terminent le  prisme  BFL  *  :  donc  ces  prismes  sont 
égaux. 

Mais  si  du  solide  AL  on  retranche  le  prisme  AEM, 
il  restera  le  parallélipipède  AIL;  et  si  du  ijiêine  so- 
lide AL  on  retranche  le  prisme  BEL-,  il  restera  le 
parallélipipède  AEG;  donc  les.de'ifx  parallélipipèdes 
AIL ,  AEG ,  sont  équivalèhts  entre  eux. 

PROPOSITION    X. 

TH£OR£M£. 

Deux  parallélipipèdes  de  même  base   et  de 
même  hauteur  sont  équivalents  entre  eux. 

Soit  ABCD  la  base  commune  aux  deux  paraléli-  fiir 
pipèdes  AG  ,  AL;  puisqu'ils  ont  même  hauteur,  leurs 
bases  supérieures  EFGH,  IKLM,  seront  sur  le  même 
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plan.  De  pins  les  côtés  EF  et  AB  sont  égaux  et  paral- 
lèles ,  il  en  est  de  même  de  IK  et  AB  ;  donc  EF  est  égal 
et  parallèle  à  IK  :  par  une  raison  semblable  GF  est 
égal  et  parallèle  à  LK.  Soient  prolongés  les  côtés  EF, 
HG,  ainsi  que  LK ,  IM ,  jusqu'à  ce  que  les  uns  et  les 
autres  forment  par  leurs  intersections  le  parallélo- 
gramme NOPQ,  il  est  clair  que  ce  parallélogramme 
sera  égal  à  chacune  des  bases  EFGH,  IKLM.  Or  si 
on  imagine  un  troisième  parallélipipède  qui,  avec  la 
même  base  inférieure  ABCD,  ait  pour  base  supérieure 
]\OPQ,  ce  troisième  parallélipipède  serait  équivalent 
♦  ^  au  parallélipipède  AG*,  puisqu'ayantmême  base  infé- 
rieure, les  bases  supérieures  sont  comprises  dans  un 
même  plan  et  entre  les  parallèles  GQ ,  FN.  Par  la  même 
raison  ce  troisième  parallélipipède  serait  équivalent 
au  parallélipipède  AL; donc  les  deux  parallélipipèdes 
AG,  AL,  qui  ont  même  base  et  même  hauteur,  sont 
équivalents  entre  eux. 

PROPOSITION    XI. 

THÉORÈME. 

Tout  parallélipipède  peut  être  changé  en  un 
paraimipipède  rectangle  équivalent  qui  aura 
même  lim^et^:  et  une  base  équivalente. 

fig.  I02.  Soit  AG  le  paraWHjj)igèd.e  proposé;  des  points  A, 
B,  G,  D,  menez  AI,  BR.,'^L,  DM,  perpendiculaires 
au  plan  de  la  base ,  vous  formerez  ainsi  le  parallélipi- 
pède AL  équivalent  au  parallélipipe  de  AG  ,  et  dontles 
faces  latérales  AK  ,  BL,  etc. ,  seront  des  rectangles.  Si 
donc  la  base  ABCD  est  un  rectangle,  AL  sera  le  paral- 
lélipipède rectangle  équi\  aient  au  parallélipipède  pro- 
posé AG.  Mais  si  ABCD  n'est  pas  un  rectangle,  menez 

fig. 511.  ^Q  gj-  ]3]>j  perpendiculaires  sur  CD,  ensuite  OQ  et 
NP  perpendiculaiies  sur  la  base,  vous  aurez  le  solide 
ABNOIRPQ  qui  sera  un  parallélipipède   rectangle  ; 
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en  effet ,  par  construction ,  la  base  ABNO  et  son  op- 
posée IKPQ  sont  des  rectangles;  les  faces  latérales  en 
sont  aussi,  puisque  les  arêtes  AI,  OQ,  etc.,  sont  per- 
pendiculaires au  plan  de  la  base;  donc  le  solide  AP 
est  un  parallélipipède  rectangle.  Mais  les  deux  paral- 
lélipipèdes  AP,  AL ,  peuvent  être  censés  avoir  même 
base  ABKI  et  même  hauteur  AO  :  donc  ils  sont  équi- 
valents; donc  le  parallélipipède  AG,  qu'on  avait  d'à-  fig.  210 
bord  changé  en  un  parallélipipède  équivalent  AL,  se 
trouve  de  nouveau  changé  en  un  parallélipipède  rec- 
tangle équivalent  AP,  qui  a  la  même  hauteur  AI,  et 
dont  la  base  ABNO  est  équivalente  à  la  base  ABGD. 

PROPOSITION    XIL 

THÉORÈME. 

Deux  parallélipipedes    rectangles  AG,  AL,    fig.  aia. 
qui  ont  la  même  hase  ABGD,  sont  entre  eux 
comme  leurs  hauteurs  AE,  AI. 

Supposons  d'abord  que  les  hauteurs  AE,  AI,  soient 
entre  elles  comme  deux  nombres  entiers,  par  exemple, 
comme  i5  est  à  8.  On  divisera  AE  en  i5  parties  égales, 
dont  AI  contiendra  8,  et  par  les  points  de  division  or, 
y,z,  etc.,  on  mènera  des  plans  parallèles  à  la  base. 
Ces  plans  partageront  le  solide  AG  en  i5  parallélipi- 
pedes partiels  qui  seront  tous  égaux  entre  eux,  comme 
ayant  des  bases  égales  et  des  hauteurs  égales  ;  des  bases 
égales,  parce  que  toute  section  comme  MIKL,  faite 
dans  un  prisme  parallèlement  à  sa  base  ABGD,  est  égale 
à  cette  base*;  des  hauteurs  égales,  parce  que  ces  hau-  *7- 
teurs  sont  les  divisions  mêmes  Ax,  xj^  xz,  etc.  Or, 
de  ces  i5  parallélipipedes  égaux  huit  sont  contenus 
dans  AL  ;  donc  le  solide  AG  est  au  solide  AL  comme 
i5  est  à  8,  ou  en  général  comme  la  hauteur  AE  est  à 
la  hauteur  AI. 


bs.  Qi:^. 
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En  second  lieu,  si  le  rappori:  tle  AE  à  Al  ne  peut 
s'exprimer  en  nonal)res ,  je  dis  qu'on  n'en  aura  pas 
moins  solid.  AG  :  so/id.  AL  :  :  AE  :  Al.  Car ,  si  cette 
proportion  n'a  pas  lieu,  supposons  qu'on  ait  sol.  AG  : 
so/.  AL  :  :  AE  :  AO.  Divisez  AE  en  parties  égales  dont 
chacune  soit  plus  petite  que  01 ,  il  y  aura  au  moins 
un  point  de  division  m  entre  O  et  1.  Soit  P  le  parai- 
jélipipède  qui  a  pour  base  ABGD  et  pour  hauteur 
Afn;  puisque  les  hauteurs  AE,  Am  sont  entre  elles 
comme  deux  nombres  entiers ,  on  aura  sol.  AG  :  P  :  : 
AE  :  Arn.  Mais  on  a,  par  hypothèse,  sol.  AG  :  sol.  AL  :  : 
AE  :  AO  ;  de  ià  résulte  sol.  AL  :  P  :  :  AO  :  Am.  Mais  AO 
est  plus  grand  que  Arn;  donc  il  faudrait,  pour  que  la 
proportion  eût  lieu,  que  le  solide  AL  fût  plus  grand 
que  P.  Or  au  contraire  il  est  plus  petit  :  donc  il  est 
impossible  que  le  quatrième  terme  de  la  proportion 
sol.  aG  :  sol.  AL  :  :  AE  :  x,  soit  ime  ligne  plus  grande 
que  Al.  Par  un  raisonnement  semblable  on  démon - 
ireiait  que  le  quatrième  terme  ne  peut  être  plus  petit 
que  Al  ;  donc  il  est  égal  à  Al  ;  donc  les  parallélipipèdes 
rectangles  de  même  base  sont  entre  eux  comme  leur^ 
hauteurs. 

PROPOSITION   XllL 

THÉORÈME. 

Deux  para  l  lé  li pipe  des  rectangles  AG  j  Aîv, 
qui  ont  même  hauteur  AY..^  sont  entre  eux  comme 
leurs  bases  ABCi),  AMNO. 

Ayant  placé  les  deux  solides  l'un  à  côté  de  l'autre, 
comme  la  figure  les  représente ,  prolongez  le  plan 
ONKL,  jusqu'à  ce  qu'il  rencontre  le  plan  DGGH  sui- 
vant PQ,  vous  aurez  un  troisième  parallélipipède  AQ, 
qu'on  pourra  comparer  à  chacun  des  parallélipipèdes 
AG ,  AK.  Les  deux  solides  AG,  A(^,  ayant  même  base 
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AEHD,  sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs  A.0,  AB  ; 
pareillement  les  deux  solides  AQ,  AK,  ayant  même 
base  AOLE,  sont  entre  eux  comme   leurs  hauteurs 

AD,  AM.  Ainsi  on  aura  les  deux  proportions, 

sol.  AG:  sol.  AQ::  AB:AO, 
sol.  AQ  :  sol.  AK  ::  AD  :  AM. 
Multipliant  ces  deux  proportions  par  ordre ,  et  omet- 
tant, dans  le  résultat,  le  multiplicateu  commun  soi, 
AQ,  on  aura, 

sol.  AG  :  sol.  AK  ::  AB  X  AD  :  AO  X  AM. 
Mais  AB  x  AD  représente  la  base  ABCD,  et  AO  X  AM 
représente  la   base  AMNO  ;   donc  deux   parallélipi- 
pèdes  rectangles  de   même    hauteur  sont  entre  eux 
comme  leurs  bases. 

PROPOSITION  XIV. 

THEOREME. 

Deux  parallélipiphdcs  rectangles  quelconques 
sont  entre  eux  comme  les  produits  de  leurs  hases 
par  leurs  hauteurs  ,  ou  comme  les  produits  de 
leurs  trois  dimensions. 

Car  ayant  place  les  deux  solides  AG ,  AZ,  de  ma-  (ij; 
nière  que  leurs  surfaces  aient  l'angle  commun  BAE, 
prolongez  les  plans  nécessaires  pour  former  le  troi- 
sième parallélipipède  AK  de  même  hauteur  avec  le 
paraliélipipède  AG.  On  aura,  par  la  proposition  pré- 
cédente , 

soi.  AG  :  sol.  AK  ::  ABCD  :  AMNO. 
Mais  les  deux  parallélipipèdes  AK ,  AZ,  qui  ont  même 
base  AMNO ,  sont  entre  eux  comme  leurs   hauteurs 

AE,  AX  ;  ainsi  on  a, 

sol.  AK:  sol.  AZ  .:  AE  :  AX. 
Multipliant  ces  deux  proportions  par  ordre,  ei  omet- 
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tant,  dîiiis  le  résultat,  le  multiplicateur  commun  sot. 

AK,  on  aura 

sol.  AG  :  sol.  AZ  :  :  ABCD  x  AE  :  AMNO  x  AX. 
A  la  place  des  bases  ABCD  et  AMNO,  on  peut  metti^ 
AB  X  AD  et  AO  x  AM ,  ce  qui  donnera  , 

sol.  AG  :  sol.  AZ  :  :  AB  X  AD  X  AE  :  AO  x  AM  x  AX. 
Donc   deux  parallélipipèdes    rectangles  quelconques 
sont  entre  eux ,  etc. 

Scholic.  11  suit  de  là  qu'on  peut  prendre  pour  me- 
sure d'un  parallélipipède  rectangle  le  pro<luit  de  sa 
base  par  sa  hauteur,  ou  le  produit  de  ses  trois  dimen- 
sions. C'est  sur  ce  principe  que  nous  évaluerons  tous 
les  autres  solides. 

Pour  l'intelligence  de  cette  mesure  il  faut  se  rap- 
peler qu'on  entend  par  produit  de  deux  ou  de  plu- 
sieurs lignes,  le  produit  des  nombres  qui  representen. 
ces  lignes,  et  ces  nombres  dépendent  de  l'unité  linéaire 
qu'on  peut  prendre  à  volonté  :  cela  posé,  le  produit 
des  trois  dimensions  d'un  parallélipipède  est  un  nom- 
bre qui  ne  signifie  rien  en  lui-rtième,  et  qui  serait 
différent  si  on  avait  pris  une  autre  unité  linéaire.  Mais 
si  on  multiplie  de  même  les  trois  dimensions  d'un  autre 
parallélipipède ,  en  les  évaluant  d'après  la  même  unité 
linéaire ,  les  deux  produits  seront  entre  eux  com'me 
les  solides  et  donneront  l'idée  de  leur  grandeur  re- 
lative. 

La  grandeur  d'un  solide,  son  volume  ou  son  éten-, 
due  constituent  ce  qu'on  appelle  sa  solidité.^  et  le  mot 
de  solidité  est  employé  particulièrement  pour  désigner 
la  mesure  d'un  solide  :  ainsi  on  dit  que  la  solidité  d'un 
parallélipipède  rectangle  est  égale  au  produit  de  sa 
base  par  sa  hauteur ,  ou  au  produit  de  ses  trois  di- 
mensions. 

Les  trois  dimensions  du  cube  étant  égales  entre 
elles,  si  le  coté  est  i,  la  solidité  sera  i  X  i  +  i,ou  i  ; 
si  le  côté  est  2 ,  la  solidité  sera  2  X  2  X  2  ,  ou  8  j  si  le 
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côté  est  3,  la  solidité  sera  3  X  3  X  3,  ou  27,  et  ainsi  de 
suite;  ainsi  les  côtés  des  cubes  étant  comme  les  nombres 
I,  2,  3,  etc.,  les  cubes  eux-mêmes  ou  leurs  solidités 
sont  comme  les  nombres  i,  8,  27,  etc.  De  là  vient  qu'on 
appelle  en  arithmétique  cube  d'un  nombre  le  produit 
qui  résulte  de  trois  facteurs  égaux  à  ce  nombre. 

Si  on  proposait  de  faire  un  cube  double  d'un  cube 
donné,  il  faudrait  que  le  côté  du  cube  cherché  fût  au 
côté  du  cube  donné  comme  la  racine  cube  de  2  est  à 
l'unité.  Or  on  trouve  facilement,  par  une  construc- 
tion géométrique,  la  racine  quarrée  de  2;  mais  on  ne 
peut  pas  trouver  de  même  sa  racine  cube,  du  moins 
par  les  simples  opérations  de  la  géométrie  élémen- 
taire ,  lesquelles  consistent  à  n'employer  que  des 
lignes  droites  dont  on  connaît  deux  points ,  et  des 
cercles  dont  les  centres  et  les  rayons  sont  déterminés. 

A  raison  de  cette  difficulté  le  problême  de  la 
duplication  du  cube  a  été  célèbre  parmi  les  anciens 
géomètres,  comme  celui  de  la  trisection  de  F  angle  ^ 
qui  est  à- peu- près  du  même  ordre.  Mais  on  connaît 
depuis  long- temps  les  solutions  dont  ces  sortes  de 
problêmes  sont  susceptibles  ,  lesquelles  ,  quoique 
moins  simples  que  les  constructions  de  la  géométrie 
élémentaire,  ne  sont  cependant  ni  moins  exactes, 
ni  moins  ri^roureuses. 

PROPOSITION    X\^ 

THÉORÈME. 

La  solidité  d'un  parallélipipède  ^  et  en  gé- 
néral la  solidité  d'un  prisme  quelconque ,  est 
égale  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Gai-  1"  un  parallélipipède  quelconque  est  équiva- 
lent à  un  parallélipipède  rectangle  de  même  hauteur 
<H  de  base  équivalente*.  Or  la  solidité  de  celui-ci  est 
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égale  à  sa  base  multipliée  par  sa  hauteur;  donc  la 
solidité  du  premier  est  pareillement  égale  au  produit 
de  sa  base  par  sa  hauteur. 

2°  Tout  prisme  triangulaire  est  la  moitié  du  paral- 
élipipède  construit  de  manière  qu'il  ait  la  même  hau- 
'•  teur  et  une  base  double*.  Or  la  solidité  de  celui-ci  est 
égale  à  sa  base  multipliée  par  sa  hauteur  ;  donc  celle 
du  prisme  triangulaire  est  égale  au  produit  de  sa  base, 
moitié  de  celle  du  parallélipipède ,  multipliée  par  sa 
hauteur. 

3°  Un  prisme  quelconque  peut  être  partagé  en  au- 
tant de  prismes  triangulaires  de  même  hauteur  qu'on 
peut  former  de  triangles  dans  le  polygone  qui  lui  sert 
de  base.  Mais  la  solidité  de  chaque  prisme  triangulaire 
est  égale  à  sa  base  multipliée  par  sa  hauteur;  et  puis- 
que la  hauteur  est  la  même  pour  tous,  il  s'ensuit  que 
la  somme  de  tous  les  prismes  partiels  sera  égale  à  la 
somme  de  tous  les  triangles  qui  leur  servent  de  bases, 
multipliée  par  la  hauteur  commune.  Donc  la  solidité 
d'un  prisme  polygonal  quelconque  est  égale  au  pro- 
duit de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Corollaire.  Si  on  compare  deux  prismes  qui  ont 
même  hauteur,  les  produits  des  bases  par  les  hau- 
teurs seront  comme  les  bases  ;  donc  deux  prismes  de 
même  hauteur  sont  entre  eux  comme  leurs  bases;  j)ar 
une  raison  semblable,  deux  prismes  de  même  base  sont 
entre  eux  comme  leurs  hauteurs. 

PROPOSITION    XVI. 

LEMME. 

2i4        Si  une  pyramide  S  ABC  DE  est  coupée  par  un 
plan  abd  parallèle  à  sa  base  ^ 

I  °  Les  côtés  S  A ,  SB,  SC,  —  et  la  hauteur  SO,  se- 
ront dis^isés  proportionnellement  en  a,  h, c,. .  et  o  - 
i"  La  section  abcde  ^-era  un  polygone  sembla- 
ble à  la  hase  ABCDI'!.. 
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Car  i"  les  plans  ABC,  abc ^  étant  parallèles,  leurs 
intersections  AB,  ah  ^  par  un  troisième  plan  SAB, 
seront  parallèles*;  donc  les  triangles  SAB,  Sa^,  sont  'io,5. 
semblables,  et  on  a  la  proportion  SA  :  Sa  ;  :  SB  :  '&h ; 
on  aurait  de  même  SB  :  S(^  ::  SG  :  Se,  et  ainsi  de 
suite.  Donc  tous  les  côtés  SA,  SB,  SC,  etc.,  sont 
coupés  proportionnellement  en  «,  ^,  c,  etc.  La  hau- 
teur SO  est  coupée  dans  la  même  proportion  au 
point  o;  car  BO  et  ho  sont  parallèles,  et  ainsi  on  a 
SO  :  So  :  :  SB  :  Sh. 

2*^  Puisque  ah  est  parallèle  à  AB,  hc  à  BG,  cd  à 
GD,  etc.,  l'angle  «/^c=:ABG,  l'angle  ic^mBCD,  et 
ainsi  de  suite.  De  plus,  à  cause. des  triangles  sembla- 
bles SAB,  Sah^  on  a  AB  :  ah  w  SB  :  S/:»;  et  à  cause  des 
triangles  semblables  SBG,  S^c,  on  a  SB  :  S^  :  :  BG  ;  hc; 
donc  AB  :  ah  ::  BG  :  hc;  on  aurait  de  même  BG  :  hc:: 
GD  :  6v/,  et  ainsi  de  suite.  Donc  les  polygones  ABGDE, 
ahcde^  ont  les  angles  égaux  chacun  à  chacun  et  les 
côtés  homologues  proportionnels  ;  donc  ils  sont  sem- 
blables. 

Corollaire.  Soient  SABGDE ,  SXYZ ,  deux  pyra- 
mides dont  le  sommet  est  commun,  et  qui  ont  même 
hauteur,  ou  dont  les  bases  sont  situées  dans  un  même 
plan  ;  si  on  coupe  ces  pyramides  par  un  même  plan 
parallèle  au  plan  des  bases ,  et  qu'il  en  résulte  les 
sections  ahcde,  xyz;  je  dis  que  les  sections  abcde, 
xyz,  seront  entre  elles  comme  les  hases  ABGDE ,  XYZ. 

Caries  polygones  ABGDE,  ahcde^  étant  semblables, 
leurs  surfaces  sont  comme  les  quarrés  des  côtés  ho- 
mologues AB ,  ab  ;  mais  AB  :  ab  ::  SA  :  Sa  ;  donc 

ABGDE  :  abcde  :  :  SA  :  Sa.  Par  la  même  raison,  XYZ  , 

x'yz  :  :  SX  :  Sx..  Mais  puisque  abcxyz  n'est  qu'un 
même  plan,  on  a  aussi  SA  :  Sa  :  :  SX  :  Sa:;  donc 
ABGDE  :  abcde  :  :  XYZ  :  xyz;  donc  les  sections  abcde-, 
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xjz^  sont  entre  elles  cotume  les  bases  ABGDE,  XYZ- 
Donc  si  les  bases  ABGDE,  XYZ  sont  équivalentes ,  les 
sections  laites  à  égale  hauteur  sont  pareillement 
équivalentes. 

PROPOSITION    XVIL 

THÉORÈME. 

Deux  pyramides  triangulaires  qui  ont  des  ba- 
ses équii^^alentes  et  des  hauteurs  égales,  sont 
équivalentes. 

65.215,  Soient  S  ABC,  sabc  les  deux  pyramides  dont  les 
bases  ABC ,  abc ,  que  nous  supposons  placées  sur  un 
même  plan,  sont  équivalentes  et  qui  ont  même  hau- 
teur TA  ;  si  ces  pyramides  ne  sont  pas  équivalentes , 
i>o\X.iabc  la  plus  petite  et  soit  Ax  la  hauteur  d'un  prisme 
qui  étant  construit  sur  la  base  ABC,  serait  égal  à 
leur  différence. 

Divisez  la  hauteur  commune  AT  en  parties  égales  plus 
petites  que  kx  ^  et  soit  k  une  de  ces  parties;  parles 
points  de  division  de  la  hauteur,  faites  passer  des 
plans  parallèles  au  plan  des  bases;  les  sections  faites 
par  chacun  de  ces  plans  dans  lesdeux  pyramides,  seront 
'16,  équivalentes  *,  telles  que  DEF  et  def  ^  GHI  et  ghi^  etc. 
Cela  posé,  sur  les  triangles  ABC,  DEF,  GHI,  etc.,  pris 
pour  bases,  construisez  des  prismes  extérieurs  qui 
aient  pour  arêtes  les  parties  AD,  DG,  GK,  etc.  du 
côté  SA;  de  même  sur  les  triangles  def^  ghi^  klni^  etc., 
pris  pour  bases  ,  construisez  dans  la  seconde  pyramide 
des  prismes  intérieurs  qui  aient  pour  arêtes  les  parties 
correspondantes  du  côté  sa  ;  tous  ces  prismes  partiels 
auront  pour  hauteur  commune  k. 

La  somme  des  prismes  extérieurs   de  la    pyramide 
SABG  est  plus  grande  que  cette  pyramide,  la  somra^^ 
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des  prismes  intérieurs  de  la  pyramide  sabc  est  plus 
petite  que  cette  pyramide;  donc  par  ces  deux  raisons 
la  différence  entre  les  deux  sommes  de  prismes  devra 
être  plus  grande  que  la  différence  entre  les  deux 
pyramides. 

Or  à  partir  des  bases  ABC,  abc ^  le  second  prisme 
extérieur  DEFG  est  équivalent  au  premier  prisme 
intérieur  de/a,  puiscfue  leurs  bases  DEF,  def^  sont 
équivalentes  et  qu'ils  ont  une  même  hauteur  k -^  sont 
équivalents  par  la  même  raison  le  troisième  prisme 
extérieur  GHIK  et  le  second  intérieur  ghid ,  le  qua- 
trième extérieur  et  le  troisième  intérieur,  ainsi  de 
suite  jusqu'au  dernier  des  uns  et  des  autres.  Donc 
tous  les  prismes  extérieurs  de  la  pyramide  SABC,  à 
l'exception  du  premier  ABCD ,  ont  leurs  équivalents 
dans  les  prismes  intérieurs  de  la  pyramide  sabc.  Donc 
le  prisme  ABCD  est  la  différence  entre  la  somme  des 
prismes  extérieurs  de  la  pyramide  SABC  et  la  somme 
des  prismes  intérieurs  de  la  pyramide  sabc  ;  mais  la 
différence  de  ces  deux  sommes  est  plus  grande  que 
la  différence  des  deux  pyramides;  donc  il  faudrait 
que  le  prisme  ABCD  fût  plus  grand  que  le  prisme 
ABCX;  or  au  contraire  il  est  plus  petit,  puisqu'ils 
ont  une  même  base  ABC,  et  que  la  hauteur  k  du 
premier  est  moindre  que  la  hauteur  A.r  du  second. 
Donc  l'hypothèse  d'où  l'on  est  parti  ne  saurait  avoir 
lieu;  donc  les  deux  pyramides  SABC,  sabc ^  de  bases 
équivalentes  et  de  hauteurs  égales ,  sont  équivalentes. 

PROPOSITION    XVIIl. 

THÉORÈME. 

Toute  pyramide  triangulaire  est  Le  tiers  du 
prisme  triangulaire  de  même  base  et  de  même 
hauteur. 

Soit  SABC  une  pyramide  triangulaire,  ABCUKS  un    H-  216. 
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prisme  triangulaire  de  même  base  et  de  même  hauteur, 
je  dis  que  la  pyramide  esl  le  tiers  du  prisme. 

Retranchez  du  prisme  la  pyramide  SABG ,  il  restera 
le  solide  SACDE,  qu'on  peut  considérer  comme  une 
pyramide  quadrangulaire  dont  le  sommet  est  S  et  qui 
a  pour  base  le  parallélogramme  ACDE;  tirez  la  diago- 
nale CE  et  conduisez  le  plan  SCE  qui  partagera  la  py- 
ramide quadrangulaire  en  deux  pyramides  triangulaires 
SAGE  SDCE.  Ces  deux  pyi-amides  ont  pour  hauteur 
commune  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  S 
sur  le  plan  ACDE  ;  elles  ont  des  bases  égales,  puisque 
les  triangles  ACE,  DCE,  sont  les  deux  moitiés  du  même 
parallélogramme;  donc  les  deux  pyramides  SAGE, 
SDCE ,  sont  équivalentes  entre  elles  ;  mais  la  pyramide 
SDGE  et  la  pyramide  SABG  ont  des  bases  égales  ABC  , 
DES;  elles  ont  aussi  même  hauteur ,  car  cette  hauteur 
est  la  distance  des  plans  parallèles  ABC,  DES.  Donc 
les  deux  pyramides  SABG,  SDGE,  sont  équivalentes  ; 
mais  on  a  démontré  que  la  pyramide  SDGE  est  équi- 
,  valente  à  la  pyramide  SAGE  ;  donc  les  trois  pyramides 
SABG,  SDGE,  SAGE,  qui  composent  le  prisme  ABD 
sont  équivalentes  entre  elles.  Donc  la  pyramide  SABG 
est  le  tiers  du  prisme  ABD  qui  a  même  base  et 
même  hauteur. 

Corollaire.  La  solidité  d'une  pyramide  triangulaire 
est  égale  au  tiers  du  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

PROPOSITION     XIX. 

THÉORÈME. 

fig.  vi/,.  Toute  pyramide  SABCDE  a  pour  mesure  le 
tiers  du  produit  de  sa  base  ABCDEy^a/'  sa  hau- 
teur AO. 

Car  en  taisant  passer  les  plans  SEB,  SEC,  par  les 
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diagonales  EB,  EC ,  on  divisera  la  pyramide  polygo- 
nale SABCDE  en  plusieurs  pyramides  triangulaires 
qui  auront  toutes  la  même  hauteur  SO.  Mais  par  le 
théorème  précédent  chacune  de  ces  pyramides  se 
mesure  en  multipliant  chacune  des  bases  ABE ,  BGE, 
CDE ,  par  le  tiers  de  sa  hauteur  SO  ;  donc  la  somme 
des  pyramides  triangulaires ,  ou  la  pyramide  polygo- 
nale SABCDE,  aura  pour  mesure  la  somme  des  tri- 
angles ABE,  BGE,  CDE,  ou  le  polygone  ABCDE, 
multiplié  par  7SO;  donc  toute  pyramide  a  pour  me- 
sure le  tiers  du  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Corollaire  I.  Toute  pyramide  est  le  tiers  du  prisme 
de  même  base  et  de  même  hauteur. 

Corollaire  II.  Deux  pyramides  de  même  hauteur 
sont  entre  elles  comme  leurs  bases ,  et  deux  pyra- 
mides de  même  base  sont  entre  elles  comme  leurs 
hauteurs. 

.  Sc/iolie.  On  peut  évaluer  la  solidité  de  tout  corps 
polyèdre  en  le  décomposant  en  pyramides ,  et  cette 
décomposition  peut  se  faire  de  plusieurs  manières  : 
une  des  plus  simples  est  de  faire  passer  les  plans  de 
division  par  le  sommet  d'un  même  angle  solide  ;  alors 
on  aura  autant  de  pyramides  partielles  quil  y  a  de 
faces  dans  le  polyèdre ,  excepté  celles  qui  forment 
l'angle  solide  d'où  partent  les  plans  de  division. 

PROPOSITION    XX. 

THÉORÈME. 

Deux  polyèdres  symétriques  sont  équivalents 
entre  eux  ou  égaux  en  solidité. 

Car   i"  deux  pyramides  triangulaires  symétriques,    Cg.  202. 
telles  queSABC,  TADC,  ont  pour  mesure  commune 
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le  produit  de  la  base  ABC  par  le  tiers  de  la  hauteur 
SO  ou  TO  ;  donc  ces  pyramides  sont  équiva  entes 
entre  elles. 

2°  Si  on  partage  d'une  manière  quelconque  l'un  des 
polyèdres  symétriques  en  pyramides  triangulaires, 
on  pourra  partager  de  même  l'autre  polyèdre  en  py- 
ramides triangulaires  symétriques  ;  or  les  pyramides 
triangulaires  symétriques  sont  équivalentes  chacune 
à  chacune;  donc  les  polyèdres  entiers  seront  équiva- 
lents entre  eux  ou  égaux  en  solidité. 

Scholie.  Cette  proposition  semblait  résulter  immé- 
diatement de  la  proposition  II,  oii  Ion  a  fait  voir  que 
dans  deux  polyèdres  symétriques,  toutes  les  parties 
constituantes  d'un  solide  sont  égales  aux  parties  cons- 
tituantes de  l'autre;  mais  il  n'en  était  pas  moins  né- 
cessaire de  la  démontrer  d'une  manière  rigouieuse. 

PROPOSITION    XXL 

THÉORÈME. 

Si  une  pyramide  est  coupée  par  un  plan  pa- 
rallèle à  sa  hase^  le  tronc  qui  reste  en  étant  la 
petite  pyramide,  est  égal  à  la  somme  de  trois 
pyramides  qui  auraient  pour  hauteur  commune 
la  hauteur  du  tronc,  et  dont  les  hases  seraient 
la  base  inférieure  du  tronc ^  sa  base  supérieure, 
et  une  moyenne  proportionnelle  entre  ces  deux 
bases. 

'*'  ^*''  Soit  ABCDE  une  pyramide  coupée  par  le  plan  aOd 
parallèle  à  la  base;  soitTFGH  une  pyramide  triangu- 
laire dont  la  base  et  la  hauteur  soient  égales  ou  équi- 
valentes à  celles  de  la  pyramide  SABCDE.  On  peut 
supposer  les  deux  bases  situées  sur  un  même  plan  ;  e^ 
alors  le  plan  abd ^  prolongé,  déterminera  dans  la  py- 
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ramide  triangulaire  une  section  Jgh  ,  située  à  la  même 
hauteur  au-dessus  du  plan  commun  des  bases  :  d'où 
il  résulte  que  la  section^A  est  à  la  section  «^â?  comme 
la  base  FGH  est  à  la  base  ABD  *  ;  et  puisque  les  bases  '  "' 
sont  équivalentes,  les  sections  le  seront  aussi.  Les  py- 
ramides Sadcde,  T/gh ,  sont  donc  équivalentes,  puis- 
qu'elles ont  même  hauteur  et  des  bases  équivalentes- 
Les  pyramides  entières  SABGDE,  TFGH,  sont  équi- 
valentes par  la  même  raison  ;  donc  les  troncs  ABDdùa^ 
FGHk/g^  sont  équivalents  ,  et  par  conséquent  il  suf- 
fira de  démontrer  la  proposition  énoncée ,  pour  le  seul 
cas  du  tronc  de  pyramide  triangulaire. 

Soit  YGU/i/g  un  tronc  de  pyramide  triangulaire  ,„  ,,« 
à  bases  parallèles  :  par  les  trois  points  F,  g^  H,  con- 
duisez le  plan  F^H  ,  qui  retranchera  du  tronc  la  py- 
ramide triangulaire  ^FGH.  Cette  pyramide  a  pour  base 
la  base  inférieure  FGH  du  tronc,  elle  a  aussi  pour 
hauteur  la  hauteur  du  tronc  ,  puisque  le  sommet  g 
est  dans  le  plan  de  la  base  supérieure ^«. 

Après  avoir  retranché  cette  pyramide ,  il  restera  la 
pyramide  quadrangulaire  gJ'kUF  ^  dont  le  sommet  est 
g  et  la  ha.se/hlrLY.  Par  les  trois  pointsy^,  gj  H,  con- 
duisez le  plan^/^H,  qui  partagera  la  pyramide  qua- 
drangulaire en  deux  triangulaires ^F/ H,  gj^hlî.  Cette 
dernière  a  pour  base  la  base  supérieure  gj/i  du  tronc, 
et  pour  hauteur  la  hauteur  du  tronc ,  puisque  son 
sommet  H  appartient  à  la  base  inférieure  :  ainsi  nous 
avons  déjà  deux  des  trois  pyramides  qui  doivent  com- 
poser le  tronc. 

11  reste  à  considérer  la  troisième  gY/ll  :  or,  si  on 
mène^K  parallèle  ày^F,  et  qu'on  imagine  une  nou- 
velle pyramideyTHK ,  dont  le  sommet  est  K  et  la  base 
F/ H,  ces  deux  pyramides  auront  même  base  F/H  j 
elles  auront  aussi  même  hauteur ,  puisque  les  sommets 
^  et  K  sont  situés  sur  une  ligne  ^K  parallèle  à  F/,  et 
par  conséquent  parallèle  au  plan  de  la  base  ;  donc  ce 
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pyramides  sont  équivalentes.  Mais  la  pyramide  /FIvH 
peut  être  considérée  comme  ayant  son  sommet  en  /, 
et  ainsi  elle  aura  même  hauteur  que  le  tronc  ;  quant 
à  sa  base  FKH  ,  je  dis  qu'elle  est  moyenne  proportion- 
nelle entre  les  bases  YGYl^Jgh.  En  effet  les  triangles 
FHK,^/i,  ont  un  angle  égal  F=/,  et  un  côté  égal 
♦  ,^,3  ¥K=Jg;  on  a  donc*  FHK:/g/i  ::  FH  :/h.  On  a  aussi 
FHG  :  FHK  :  :  FG  :  FK  ou  fg.  Mais  les  triangles  sem- 
blables FGH,  /gh,  donnent  FG :fg:  :Fil:/h;  donc 
FGH  :FHK:  :  FHK  :/gh',  et  ainsi  la  base  FHK  est 
moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  bases  FGH, 
/gh.  Donc  un  tronc  de  pyramide  triangulaire,  à  bases 
parallèles,  équivaut  à  trois  pyramides  qui  ont  pour 
hauteur  commune  la  hauteur  du  tronc,  et  dont  les 
bases  sont  la  base  inférieure  du  tronc  ,  sa  base  supé- 
rieure ,  et  une  moyenne  proportionnelle  entre  ces 
deux  bases. 

PROPOSITION     X  X 1 1. 

THÉORÈME. 

{i-  îif).  .Si  on  coupe  un  prisme  triangulabe  dont  A  BC 
est  la  base,  par  un  plan  DES  incliné  à  cette 
hase,  le  solide  ABC  DES,  qui  résulte  de  cette 
section,  sera  égal  à  la  somme  de  trois  pyramides 
dont  les  sommets  sont  D ,  Fj  ,  Si  ^  et  la  base  com- 
mune AliC. 

Par  les  trois  points  S,  A,  G,  faites  passer  le  plan 
SAC,  qui  retranchera  du  prisme  tronqué  ABCDESla 
pyramide  triangulaire  SABG  :  cette  pyramide  a  pour 
base  ABC  et  pour  sommet  le  point  S. 

Après  avoir  retranché  cette  pyramide ,  il  resteia  la 
pyramide  quadrangulaire  SACDE,  dont  S  est  le  som- 
met, et  ACDE  la  base.  Par  les  trois  points  S,  E,  C, 
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menez  encore  un  plan  SEC,  qui  divisera  la  pyra- 
mide quadrangulaire  en  deux  pyramides  triangulaires 
SAGE,  SGDE. 

La  pyramide  SAEC,  qui  a  pour  base  le  triangle 
AEG  et  pour  sommet  le  point  S,  est  équivalente  à  uuf 
pyramide  EABG,  qui  aurait  pour  base  AEG  et  pour 
sommet  le  point  B.  Gar  ces  deux  pyramides  ont  même 
base;  elles  ont  aussi  même  hauteur,  puisque  la  ligne 
BS,  étant  parallèle  à  chacune  des  lignes  AE,  GD,  est 
parallèle  à  leur  plan  AGE;  donc  la  pyramide  SAEG 
est  équivalente  à  la  pyramide  EABG,  laquelle  peut 
être  considérée  comme  ayant  pour  base  ABG  et  pour 
sommet  le  point  E. 

La  troisième  pyramide  SGDE  peut  être  changée 
d'abord  en  ASGD;  car  ces  deux  pyramides  ont  la 
même  base  SGD  ;  elles  ont  aussi  la  même  hauteur, 
puisque  AE  est  parallèle  au  plan  SGD;  donc  la  pyra- 
mide SGDE  est  équivalente  à  ASGD.  Ensuite  la  py- 
ramide ASGD  peut  être  changée  en  ABGD ,  car  ces 
deux  pyramides  ont  la  base  commune  AGD;  elles  ont 
aussi  la  même  hauteur,  puisque  leurs  sommets  S  et  B 
sont  situés  sur  une  parallèle  au  plan  de  la  base.  Donc 
la  pyramide  SGDE,  équivalente  a  ASGD,  est  aussi 
équivalente  à  AJ^GD  ;  or,  celle-ci  peut  être  regardée 
conmie  ayant  pour  base  ABG  et  pour  sommet  le 
point  D. 

Donc  enfin  le  prisme  tronqué  ABGDES  est  égal  à 
la  somme  de  trois  pyramides  qui  ont  pour  base  com- 
mune ABG,  et  dont  les  sommets  sont  respectivement 
les  points  D,  E,  S. 

Corollaire.  Si  les  arêtes  AE ,  BS ,  CD,  sont  perpen- 
diculaires au  plan  de  la  base ,  elles  seront  en  même 
temps  les  hauteurs  des  trois  pyramides  qui  composent 
le  prisme  tronqué;  de  sorte  que  la  solidité  du  prisme 
tronqué  sera  exprimée  par  j  ABG  x  AE  H- 1  ABG  x  BS 
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H-  y  ABC  X  CD,  quantité  qui  se  réduit  à  }ABC  X  (AE+ 
BS+CD). 

PROPOSITION    XXIJI. 

THEOREME. 

Deux  pyramides  triangulaires  semblables  onl 
les  faces  homologues  semblables ,  et  les  angles 
solides  homologues  égaux. 

Suivant  la  définition,  les  deux  pyramides  triangu- 
laires S  ABC,  TDEF,  sont  semblables,  si  les  deux  tri- 
fig. 2o3,  angles  SAB ,  ABC,  sont  semblables  aux  deux  TDE, 
DEF,  et  semblablement  placés,  c'est-à-dire,  si  l'on  a 
l'angle  ABS  =  DET,  BASr^EDT,  ABC  =r  DEF,  BAC 
=:EDr,  et  si  en  outre  l'inclinaison  des  plans  SAB, 
ABC,  est  égale  à  celle  des  plans  TDE,  DEF  :  cela 
posé ,  je  dis  que  ces  pyramides  ont  toutes  les  faces 
semblables  chacune  à  chacune,  et  les  angles  solides 
homologues  égaux. 

Prenez  BGr=ED,  BH=:EF,  BI  =  ET,  et  joignez 
GH,  GI,  IH.  La  pyramide  TDEF  est  égale  à  la  pyra- 
mide IGBH  ;  car  ayant  pris  les  côtés  GB,  BU  ,  égaux 
aux  côtés  DE,  EF,  et  l'angle  GBH  étant,  par  hypo- 
thèse, égal  à  l'angle  DEF,  le  triangle  GBH  est  égal 
à  DEF;  donc,  pour  opérer  la  superposition  des  deux 
pyramides,  on  peut  d'abord  placer  la  base  DEF  sur 
son  égale  GBH  ;  ensuite ,  puisque  le  plan  DTE  est  in- 
cliné sur  DEF  autant  que  le  plan  SAB  sur  ABC,  il  est 
clair  que  le  plan  DET  tombera  indéfiniment  sur  le 
plan  ABS.  Mais ,  par  hypothèse ,  l'angle  DET  =  GBI , 
donc  ET  tombera  sur  son  égale  BI  ;  et  puisque  les 
quatre  points  D,  E,  F,  T,  coïncident  avec  les  quatre 
G,  B,  H,  I,  il  s'ensuit*  que  la  pyramide  TDEF  coïn- 
cide avec  la  pyramide  IGBH. 
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Or,  à  cause  des  triangles  égaux  DEF,  GBH,  on  a 
l'angle  BGHr=  EDF  =  BAC  ;  donc  GH  est  parallèle  à 
AC.  Par  une  raison  semblable  GI  est  parallèle  à  AS  ; 
donc  le  plan  IGH  est  parallèle  à  SAC*.  De  là  il  suit  •  ,3,5, 
que  le  triangle  IGH,  ou  son  égal  TDF,  est  semblable 
à  SAC*,  et  que  le  triangle  IBH ,  ou  son  égal  TEF,  est  *  iH. 
semblable  à  SBC;  donc  les  deux  pyramides  triangu- 
laires semblables  SABC,  TDEF,  ont  les  quatre  faces 
semblables  chacune  à  chacune  :  de  plus  elles  ont  les 
angles  solides  homologues  égaux. 

Car  on  a  déjà  placé  l'angle  solide  E  sur  son  homo- 
logue B,  et  on  pourrait  faire  de  même  pour  deux  autres 
angles  solides  homologues  ;  mais  on  voit  immédiate- 
ment que  deux  angles  solides  homologues  sont  égaux, 
par  exemple,  les  angles  T  et  S,  parce  qu'ils  sont  for- 
més par  trois  angles  plans  égaux  chacun  à  chacun  , 
et  semblablement  placés. 

Donc,  deux  pyramides  triangulaires  semblables  ont 
les  faces  homologues  semblables  et  les  angles  solides 
homologues  égaux. 

Corollaire  I.  Les  triangles  semblables  dans  les  deux 
pyramides  fournissent  les  proportions  ABrDE::  BC: 
EF  ::  AG  :  DF  :  :  AS  :  DT  ::  SB  :  TE  :  :  SC  :TF;  donc, 
dans  les  pyramides  triangulaires  semblables ,  les  côtés 
homologues  sont  proportionnels. 

II.  Et  puisque  les  angles  solides  homologues  sont 
égaux ,  il  s'ensuit  que  Vinclinaison  de  deux  faces  quel- 
conques d^une  pyramide  est  égale  a  Vinclinaison  des 
deux  faces  homologues  de  la  pyramide  semblable. 

III.  Si  on  coupe  la  pyramide  triangulaire  SABG 
par  un  plan  GIH  parallèle  à  l'une  des  faces  SAC,  la 
pyramide  partielle  BGIH  sera  semblable  à  la  pyramide 
entière  BASG  :  car  les  triangles  BGI,  BGH,  sont  sem- 
blables  aux  triangles  BAS,  BAC,  chacun  à  chacun, 
et  semblablement  placés  ;  l'inclinaison  de  leurs  plans 
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est  la  même  de  part  et  d'autre;  donc  les  deux  pyra^ 
mides  sont  semblables. 

fig.  ai4.  IV.  En  général,  si  on  coupe  une  pyramide  quel- 
conque SABCDE  par  un  plan  abc  de  parallèle  a  la 
hase ,  la  pyramide  partielle  Sabcde  sera  semblable  a 
la  pyramide  entière  SABCDE.  Car  les  bases  ABCDE , 
abcde ^  sont  semblables,  et  en  joignant  AC,  ac^  on 
vient  de  prouver  que  la  pyramide  triangulaire  SABG 
est  semblable  à  la  pyramide  'ètabc  ;  donc  le  point  S  est 
déterminé  par  rapport  à  la  base  ABC  comme  le  point 

♦Jpf.iS.  S  l'est  par  rapport  à  la  base  abc* \  donc  les  deux  py- 
ramides SABCDE,  'Sabcde.  sont  semblables. 

Scholie.  Au  lieu  des  cinq  données  requises  par  la  dé- 
linition  pour  que  deux  pyramides  triangulaires  soient 
semblables,  on  pourrait  en  substituer  cinq  autres, 
suivant  différentes  combinaisons  ,  et  il  en  résulterait 
autant  de  théorèmes,  parmi  lesquels  on  peut  distin- 
guer celui-ci  :  Deux  pyramides  triangulaires  sont  seni' 
hlables  lorsqu'elles  ont  les  côtés  homologues  propor-^ 
tionnels. 

fig.  2o3.  Car,  si  on  a  les  proportions  AB:DE  ::  BC:  EF  ::  AC 
:  DF  :  :  AS  :  DT  .  :  SB  :  TE  :  :  se  :  TF ,  ce  qui  renferme 
cinq  conditions,  les  triangles  ABS  ,  ABC,  seront  sem- 
blables aux  triangles  DET,  DEF,  et  semblablement 
placés.  On  aura  aussi  le  triangle  SBC  semblable  à 
TEF  ;  donc  les  trois  angles  plans  qui  forment  l'angle 
solide  B ,  seront  égaux  aux  angles  plans  qui  forment 
l'angle  solide  E,  chacun  à  chacun;  d'où  il  suit  que 
l'inclinaison  des  plans  SAB  ,  ABC  ,  est  ég.ile  à  celle  de 
leurs  homologues  TDE  ,  DEF  ,  et  qu'ainsi  les  deux 
pyramides  sont  semblables. 

PROPOSITION   XXIV. 


T  H  E  O  H  £  M  £. 


Deux  polyèdres  semblables  ont  les  faces  ho- 
mologues  semblables  y  et  les  angles  solides  hom.o< 
logues  égaux. 
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Soit  ABCUE  la  base  d'un  polyèdre  ;  soient  M  et  N  fig- 
les  sommets  de  deux  angles  solides ,  hors  de  cette  base , 
déterminés  par  les  pyramides  triangulaires  M  ABC, 
NABC  ,  dont  la  base  commune  est  ABC  ;  soient  dans 
l'autre  polyèdre,  ahcde  la  base  homologue  ou  sem- 
blable à  ABGDE  y  771  et  n  les  sommets  homologues  à 
M  et  N  ,  déterminés  par  les  pyramides  77iabc ,  Tiabc , 
semblables  aux  pyramides  MABG  ,  NABC  j  je  dis 
d'abord  que  les  distances  MN,  ruTi^  sont  proportion- 
nelles aux  côtés  homologues  AB ,  ab. 

En  effet,  les  pyramides  MABC ,  77iahc ^  étant  sem- 
blables, l'inclinaison  des  plans  MAC,  BAC,  est  égale 
à  celle  des  plans  mac,  hac\  pareillement  les  pyramides 
NABC,  7iabc y  étant  semblables,  l'inclinaison  des  plans 
NAC,  BAC  ^  est  égale  à  celle  des  plans  «ac,  bac  :  donc, 
si  on  retranche  les  premières  inclinaisons  des  der- 
nières, il  restera  Tinclinaison  des  plans  jNAC,  MAC, 
égale  à  celle  des  plans  7iac ,  /7iac.  Mais ,  à  cause  de  la 
similitude  tles  mêmes  pyramides,  le  triangle  MAC  est 
semblable  à  i7iac  ^  et  le  triangle  NAC  est  semblable  à 
nac  :  donc  les  deux  pyramides  triangulaires  MNAC, 
7nnac ,  ont  deux  faces  semblables  chacune  à  chacune, 
serablablement  placées  et  également  inclinées  entre 
elles;  donc  ces  pyramides  sont  semblables*,  et  leurs  ♦  : 
côtés  homologues  donnent  la  proportion  MN  :  tn7i  :: 
AM  :  a77i.  D'ailleurs  AM  :  ar/i  :  :  AB  :  ab  ;  donc  MN  :  /7^/^ 
::AB:a. 

Soient  P  et  /?  deux  autres  sommets  homologues  des 
mêmes  polyèdres,  et  on  aura  semblablement  PN:p7t 
:  :  AB  :  a^ ,  PM  :p>7i  :  :  AB  :  ab.  Donc  MN  :  mw  .  :  PN  :p/i 
:  :  PM  :  pTri.  Donc  le  triangle  PNM  qui  joint  trois  som- 
mets quelco/iques  d'un  polyèdre  est  se7nblable  au  t7^i~ 
angle  pnm  qui  ioi/it  les  trois  so7nniets  homologues  de 
l'autre  polyèdre. 

Soient  encore  Q  et  ^  deux  sommets  homologues,  et 
le  triangle  PQN  sera  semblable  'nn  pqn.  Je  dis  de  plus 

i3. 
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que  rinclinaison  des  plans  PQN,  PMN,  est  égah'  a 
celle  des  \)\ans  pqn,  pmn. 

Car  si  on  joint  QM  et  qm^  on  aura  toujours  le  tri- 
angle QNM  semblable  a  y«/«,  et  par  conséquent  l'angle 
QNM  égal  à  qnm.  Concevez  en  N  un  angle  solide  for- 
mé par  les  trois  angles  plans  QNM,  QNP,  PNM,  et 
en  ri  un  angle  solide  formé  par  les  trois  angles  plans 
qw}2 f  qnp^pniii  :  puisque  ces  angles  plans  sont  égaux 
chacun  à  chacun,  il  s'ensuit  que  les  angles  solides  son 
égaux.  Donc  l'inclinaison  des  deux  plans  PNQ,  PNM  , 
est  égale  à  celle  de  leurs  homologues /^/z^  ^ pnin\  donc, 
si  les  deux  triangles  PNQ,  PNM,  étaient  dans  un 
même  plan,  auquel  cas  on  aurait  l'angle  QNM  =  QNP 
4- PNM,  on  aurait  aussi  l'angle  qnm:=zqnp  +  pnni ^  et 
les  deux  triangles  qnp^pnni^  seraient  aussi  dans  un 
même  plan. 

Tout  ce  qui  vient  d'être  démontré  a  lieu,  quels 
que  soient  les  angles  M,  N,  P,  Q,  comparés  à  leiu's 
homologues  m^  f^  ■>  p -,  q- 

Supposons  maintenant  que  la  surface  de  1  un  <les 
polyèdres  soit  partagée  en  triangles  ABC ,  ACD , 
MNP,  NPQ,  etc.,  on  voit  que  la  surface  de  l'autie 
polyèdre  contiendra  un  pareil  nombre  de  triangles 
abc^  acd ^  mnp ^  npq ^  etc.,  semblables  et  semblable- 
ment  placés;  et  si  plusieurs  triangles,  comme  MPN, 
NPQ,  etc.,  appartiennent  à  une  même  face  et  sont 
dans  un  même  pian ,  leurs  homologues  inpn ,  iipq ,  etc., 
seront  pareillement  dans  un  même  plan.  Donc  toute 
face  polygone  dans  un  polyèdre  répondra  à  une  lace 
polygone  semblable  dans  l'autre  polyèdre  ;  donc  les 
deux  polyèdres  seront  compris  sous  un  même  noml)re 
de  plans  semblables  etsemblablement  placés.  Je  dis  de 
plus  que  les  angles  solides  homologues  seront  égaux. 

Car,  si  langle  solide  N,  par  exemple,  est  formé 
par  les  angles  plans  QNP,  PNM,  MNR,  QNll,  l'an- 
gle solide   homologue   //    sera  formé   par  les  angles 
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plans  qnpy  pnm^  mnr^  qnr.  Or,  ces  angles  plans  sont 
égaux  chacun  à  chacun ,  et  l'inclinaison  de  deux  plans 
adjacents  est  égale  à  celle  de  leurs  homologues  ;  donc 
les  deux  angles  solides  sont  égaux,  comme  pouvant 
être  superposés. 

Donc  enfin  deux  polyèdres  semblables  ont  les  faces 
homologues  semblables  et  les  angles  solides  homo- 
logues égaux. 

Corollaire.  Il  suit  de  la  démonstration  précédente 
que  si,  avec  quatre  sommets  d'un  polyèdre,  on  forme 
une  pyramide  triangulaire  ,  et  qu'on  en  forme  une 
seconde  avec  les  quatre  sommets  homologues  d'un 
polyèdre  semblable,  ces  deux  pyramides  seront  sem- 
blables ;  car  elles  auront  les  côtés  homologues  pro- 
portionnels *.  *21,SCli, 

On  voit  en  même  temps  que  deux  diagonales  ho- 
mologues*, par  exemple,  AN,  ««,  sont  entre  elles 
comme  deux  côtés  homologues  AB ,  ab. 

PROPOSITION    XXY. 

THÉORÈME. 

Deux  polyèdres  semblables  peuvent  se  parta- 
ger en  un  même  nombre  de  pyramides  triangu- 
laires semblables  chacune  à  chacune ,  et  sem- 
blablement  placées. 

Car  on  a  déjà  vu  que  les  surfaces  de  deux  polyè- 
dres peuvent  se  partager  en  un  même  nombre  de 
triangles  semblables  chacun  à  chacun ,  et  semblable- 
ment  placés.  Considérez  tous  les  triangles  d'un  po- 
lyèdre ,  excepté  ceux  qui  forment  l'angle  solide  A , 
comme  les  bases  d'autant  de  pyramides  triangulaires 
dont  le  sommet  est  en  A  ;  ces  pyramides  prises  en- 
semble composeront  le  polyèdre  :  partagez  de  même 
l'autre  polyèdre  en  pyramides  qui  aient  pour  sommet 
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commun  celui  de  l'angle  a  homologue  à  A;  il  est  clair 
que  la  pyramide  qui  joint  quatre  sommets  d'un  po- 
lyèdre sera  semblable  à  la  pyramide  qui  joint  les  qua- 
tre sommets  homologues  de  l'autre  polyèdre.  Donc 
deux  polyèdres  semblables,  etc. 

PROPOSITION  XXVI. 

THÉORÈME. 

Deux  pyramides  semblables  sont  entre  elles 
cunime  les  cubes  des  côtés  homologues. 
fig.  ai4.       Car  deux  pyramides  étant  semblables ,  la  plus  petite 
pourra  être  placée  dans  la  plus  grande ,  de  manière 
qu'elles  aient  l'angle  solide  S  commun.  Alors  les  bases 
ABCDE,  ahcde^  seront   parallèles;  car,   puisque  les 
*  22  faces  homologues  sont  semblables*,  l'angle  'è>ab  est 
égal  à  SAB ,  ainsi  que  S^c  à  SBC  ;  donc  le  plan  abc 
i3,  6.   est  parallèle  au  plan  ABC*.  Cela  posé,   soit  SO  la 
perpendiculaire  abaissée   du    sommet  S   sur  le  plan 
ABC,  et  soit  o  le  point  où  cette  perpendiculaire  ren- 
contre le  plan  abc  ;  on  aura ,  suivant  ce  qui  a  été  déjà 
*i5.      démontré*,  SO:So  ::  SArSa::  ABra*?»  ;  et  par  consé- 
quent, 

^SO:|So  ::  AB  :  «^. 

Mais  les  bases  ABCDE,  ahcde^  étant  des  figures  sem- 
blables, on  a , 

ABCDE  :  abcde  ::  Âïï':  ^.' 
Multipliant  ces  deux  proportions  terme  à  terme,  il  ei: 
résultera  la  proportion  , 

ABCDE  X  7SO.«^c^6XiSo::ÂB':â^; 

or,  ABCDE  X  jSO  est   la  solidité  de  la  pyramide 
i8.  SABCDE*,  et  abcde x\So  est  celle  de   la  pyramide 
Sabcde  ;   donc  deux  pyramides  semblables  sont  entr® 
elles  comme  les  cubes  de  leurs  côtés  homologues. 
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PROPOSITION      XXVI  1. 


THEOREME. 

Deux   polyèdres  semblables  sont   entre   eux 
comme  les  cubes  des  cotés  homologues. 

Car  deux  polyèdres  semblables  peuvent  être  par-  fig.  aig. 
tagés  en  un  même  nombre  de  pyramides  triangulaires 
semblables  chacune  à  chacune*.  Or,  les  deux  pyra-  *  ^3, 
mides  semblables  APNM,  apnm^  sont  entre  elles 
comme  les  cubes  des  côtés  homologues  AM,  am^  ou 
comme  les  cubes  des  côtés  homologues  AB,  ab.  Le 
même  rapport  aura  lieu  entre  deux  autres  pyramides 
homologues  quelconques  ;  donc  la  somme  de  toutes 
les  pyramides  qui  composent  un  polyèdre,  ou  le  po- 
lyèdre lui-même ,  est  à  l'autre  polyèdre ,  comme  le 
cube  d'un  côté  quelconque  du  premier  est  au  cube 
du  côté  homologue  du  second. 

Scholie  général. 

On  peut  présenter  en  termes  algébriques ,  c'est-à- 
dire,  de  la  manière  la  plus  succincte,  la  récapitulation 
des  principales  propositions  de  ce  livre  concernant  les 
solidités  des  polyèdres. 

Soit  B  la  base  d'un  prisme,  H  sa  hauteur;  la  soli- 
dité du  prisme  sera  B  X  H  ou  BH. 

Soit  B  la  base  d'une  pyramide,  H  sa  hauteur;  la 
solidité  de  la  pyramide  sera  Bx^H,  ou  Hx^B,  ou 
jBH. 

Soit  H  la  hauteur  d'un  tronc  de  pyramide  à  bases 
parallèles  ,  soient  A  et  B  ses  bans  ;  l/AB  sera  la 
moyenne  proportionnelle  entre  elles ,  et  la  solidité  du 
îronc  sera  ^HxfA-J-B-l-v/'AB.) 
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Soit  B  la  base  d'un  tronc  de  prisrfie  triangulaire 
H,  H',  H",  les  hauteurs  de  ses  trois  sommets  supé- 
rieurs, la  solidité  du  prisme  tronqué  sera  ^B  X  (H  + 
H'  +  H"). 

Soient  enfin  P  et^  les  solidités  de  deux  polyèdres 
semblables,  A  et  a  deux  côtés  ou  deux  diagonales 
homologues  de  ces  polyèdres,  on  aura  P  :/?  ::  A'  :  a. 
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LA   SPHERE. 

DÉFINITIONS. 

I.  J_JA  sphère  est  un  solide  terminé  par  une  surlace 
courbe,  dont  tous  les  points  sont  également  distants 
d'un  point  intérieur  qu'on  appelle  centre. 

On  peut  imaginer  que  la  sphère  est  pr^uite  par   Gg  220. 
la  révolution  du  demi-cercle  DAE  autour  du  diamètre 
DE  :  car  la  surface  décrite  dans  ce  mouvement  par  la 
courbe  DAE  aura  tous  ses  points  à  égales   distances 
du  centre  C. 

II.  Le  rayon  de  la  sphère  est  une  ligne  droite  me- 
née du  centre  à  un  point  de  la  siirface  ;  le  diamètre 
ou  axe  est  une  ligne  passant  par  le  centre ,  et  termi- 
née de  part  et  d'autre  à  la  surface. 

Tous  les  rayons  de  la  sphère  sont  égaux  ;  tous  les 
diamètres  sont  égaux  et  doubles  du  rayon. 

III.  Il   sera   démontré  *  que  toute   section   de   la    '  P"^-  *• 
sphère ,  faite  par  un  plan  ,  est  un  cercle  :  cela  posé , 

on  appelle  grand  cercle  la  section  qui  passe  par  le 
centre ,  petit  cercle  celle  qui  n'y  passe  pas. 

TV.  Un  plan  est  tangent  à  la  sphère  lorsqu'il  n'a 
qu'un  point  commun  avec  sa  surface. 

V.  Le  pôle  d^un  cercle  de  la  sphère  est  un  point 
de  la  surface  également  éloigné  de  tous  les  points  de 

la  circonférence  de  ce  cercle.  On  fera  voir  *  que  tout    *  P*-  ^• 
cercle,  grand  ou  petit,  a'  toujours  deux  pôles. 

VI.  Triangle  sphérique  est  une  partie  de  la  surface 
de  la  sphère  comprise  par  trois  arcs  de  grands  cercles- 
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Ces  arcs,  qui  s'appellent  les  côtes  du  triangle,  sont 
toujours  supposés  plus  petits  que  la  demi-circonfé- 
rence. Les  angles  que  leurs  plans  font  entre  eux  sont 
les  angles  du  triangle. 

VII.  Un  triangle  sphérique  prend  le  nom  de  rec- 
tangle^ isoscele^  équilatéral,  dans  les  mêmes  cas  qu'un 
triangle  rectiligne. 

VIII.  Polygone  sphérique  est  une  partie  de  la  sur- 
face de  la  sphère  terminée  par  plusieurs  arcs  de  graiids 
cercles. 

iX.  Fuseau  est  la  partie  de  la  surface  de  la  sphère 
comprise  entre  deux  demi-grands  cercles  qui  se  ter- 
minent à  un  diamètre  commun. 

X.  J'appellerai  coin  ou  onglet  sphérique  la  partie  du 
solide  de  la  sphère  comprise  entre  les  mêmes  demi- 
grands  cercles,  et  à  laquelle  le  fuseau  sert  de  base. 

XI.  Pyramide  sphérique  est  la  partie  du  solide  de 
la  sphère  comprise  entre  les  plans  d'un  angle  solide 

'  '  dont  le  sommet  est  au  centre.  La  base  de  la  pyramide 
est  le  polygone  sphérique  intercepté  par  les  mêmes 
plans. 

XII.  On  appelle  zone  la  partie  de  la  surface  de  la 
sphère  comprise  entre  deux  plans  parallèles  qui  en 
sont  les  bases.  L'un  de  ces  plans  peut  être  tangent  à  la 
sphère ,  alors  la  zone  n'a  qu'une  base. 

XIII.  Segment  sphérique  est  la  portion  du  solide 
de  la  sphère  comprise  entre  deux  plans  parallèles  qui 
en  sont  les  bases. 

L'un   de  ces  plans  peut  être  tangent  à  la  sphère, 
alors  le  segment  sphérique  n'a  qu'une  base, 
fip.  220.       XIV.  La  hauteur  d'une  zone  ou  (Vun  segment  est 
la   distance  des   deux   plans   parallèles    qui   sont  les 
bases  de  la  zone  ou  du  segment. 

XV.  Tandis  que  le  demi-cercle  DAE  tournant  au- 
tour du  diamètre  DE  décrit   la  sphère,  tout  secteur 
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circulaire,  comme    DGF  ou  FCH  ,  décrit  un  solide 
(jii'on  appelle  secteur  sphérique. 

PROPOSITION    PREMIERE. 

THÉORÈME. 

Toute  section  de  la  sphère ,  faite  par  un  plan ^ 
est  un  cercle. 

Soit  AMB  la  section  faite  par  un  plan  dans  la  sphère 
dont  le  centre  est  G.  Du  point  G  menez  la  perpendi-     ^  **- 
culaire  GO  sur  le  plan  AMB,  et  différentes  lignes  GM, 
GM ,  à  différents  points  de  la  courbe  AMB  qui  termine 
^a  section. 

Les  obliques  GM,  GM,  GB,  sont  égales,  puisqu'elles 
sont  des  rayons  de  la  sphère  ,  elles  sont  donc  égale- 
ment éloignées  de  la  perpendiculaire  GO*;  donc  toutes 
les  lignes  OM,  OM,  OB,  sont  égales;  donc  la  section 
AMB  est  un  cercle  dont  le  point  O  est  le  centre. 

Corollaire  I.  Si  la  section  passe  par  le  centre  de  la 
sphère,  son  rayon  sera  le  rayon  de  la  sphère;  donc 
tous  les  grands  cercles  sont  égaux  entre  eux. 

II.  Deux  grands  cercles  se  coupent  toujours  en  deux 
parties  égales;  car  leur  intersection  commune,  pas- 
sant par  le  centre,  est  un  diamètre. 

III.  Tout  grand  cercle  divise  la  sphère  et  sa  surface 
en  deux  parties  égales;  car  si,  après  avoir  séparé  les 
deux  hémisphères,  on  les  applique  sur  la  base  com- 
mune en  tournant  leur  convexité  du  même  côté  les 
deux  surfaces  coïncideront  l'une  avec  l'autre  ,  sans 
quoi  il  y  aurait  des  points  plus  près  du  centre  les  uns 
que  les  autres. 

IV.  Le  centre  d'un  petit  cercle  et  celui  de  la  sphère   fig.  221. 
sont  sur  une  même  droite  perpendicidaire  au  plan  du 

petit  cercle. 

V.  Les  petits  cercles  sont  d'autant  plus  petits  qu'ils 


'5.5. 
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sont  plus  éloignés  du  centre  de  la  sphère;  car  plus  !;> 
distance  CO  est  grande,  plus  est  petite  la  corde  AB, 
diamètre  du  petit  cercle  AMB. 

VI.  Par  deux  points  donnés  sur  la  surface  d'une 
sphère,  on  peut  faire  passer  un  arc  de  grand  cercle; 
car  les  deux  points  donnés  et  le  centre  de  la  sphère 
sont  trois  points  qui  déterminent  la  position  d'un  plan 
Si  cependant  les  deux  points  donnés  étaient  aux  ex- 
trémités d'un  diamètre,  alors  ces  deux  points  et  le 
centre  seraient  en  ligne  droite,  et  il  y  aurait  une  in- 
finité de  grands  cercles  qui  pourraient  passer  par  les 
deux  points  donnés. 

PROPOSITION  IL 

THÉORÈME. 

g.  222.        Dans  tout  triangle  sphérique  ABC  ,  un  côté 
^  quelconque  est  plus  petit  que  la  somme  des  deux 
autres. 

Soit  O  le  centre  de  la  sphère,  et  soient  menés  les 
rayons  OA,  OB,  OC.  Si  on  imagine  les  plans  AOB  , 
AOG,  GOB,  ces  plans  formeront  au  point  O  un  angle 
solide,  et  les  angles  AOB,  AOG,  GOB,  auront  pour 
njesure  les  côtés  AB,  AG,  BG,  du  triangle  sphérique 
ABG„  Or,  chacun  des  trois  angles  plans  qui  composent 
l'angle  solide  est  moindre  que  la  somme  des  deux 

21,5.    autres*;  donc  un  côté  quelconque  du  triangle  ABC 
est  moindre  que  la  somme  des  deux  autres. 

PROPOSITION     III. 

THÉORÈME. 

Le  plus  court  chemin  d'un  point  à  un  autre, 
sur  la  surface  de  la  sphère,  est  l'arc  de  grand 
cercle  qui  joint  les  deux  points  donnés. 
g.  22i.       Soit  ANB  l'arc  de  grand  cercle  qui  joint  les  points 
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A  et  B,  et  soit  liors  de  cet  arc,  s'il  est  possible,  M  un 
point  de  la  ligne  la  plus  courte  entre  A  et  B.  Par  le 
point  M  menez  les  arcs  de  grands  cercles  MA,  MB, 
et  prenez  BN=rMB. 

Suivant  le  théorème  précédent  l'arc  ANB  est  plus 
court  que  AM  +-MB;  retranchant  de  part  et  d'autie 
BN  =  BM,  il  restera  AN<AM.  Or,  la  distance  de  B 
en  M,  soit  ({u'elle  se  confonde  avec  l'arc  BM,  ou 
qu'elle  soit  toute  autre  ligne,  est  égale  à  la  distance  de 
B  et  N;  car  en  faisant  tourner  le  plan  du  grand  cercle 
BM  autour  du  diamètre  qui  passe  par  B  ,  on  peut  awe- 
ner  le  point  M  sur  le  point  N ,  et  alors  la  ligne  la  plus 
courte  de  M  en  B,  quelle  qu'elle  soit,  se  confondra 
avec  celle  de  N  en  B;  donc  les  deux  chemins  de  A  en 
B,  l'un  en  passant  par  M,  l'autre  en  passant  par  N, 
ont  une  partie  égale  de  M  en  B  et  de  N  en  B.  Le  pre- 
mier chemin  est,  par  hypothèse,  le  plus  court;  donc 
la  distance  de  A  en  M  est  plus  courte  que  la  distance 
de  A  en  N  ,  ce  qui  serait  absurde ,  puisque  l'arc  AM 
est  plus  grand  que  AN  ;  donc  aucun  point  de  la  ligne 
la  plus  courte  entre  A  et  B  ne  peut  être  hors  de  l'arc 
ANB  ;  donc  cet  arc  est  lui-même  la  ligne  la  plus  courte 
entre  ses  extrémités. 

PROPOSITION    [V. 

THÉORÈME. 

La  somme  des  trois  côtés  d'un  triangle  sphc- 
rique  est  moindre  que  la  circonférence  d'un 
grand  cercle. 

Soit  ABC  un  triangle  sphérique  quelconque  ;  pro-  fig.  124 
longez  les  côtés  AB,  AC,  jusqu'à  ce  qu'ils  se  rencon- 
trent de  nouveau  en  D.  Les  arcs  ABD,  AGD,  seront 
des  demi-circonférences,  puisque  deux  grands  cercles 
Se  coupent  toujoui^  en  deux  parties  égales*;  mais  dans    *  «• 
le  triangle  BGD  on  a  le  côté  BG  <  BD  -|-  GD*  ;  ajoutant    •  2. 
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de  part  et  tl'autie  AB  +  AG ,  on  aura  AB -4-  AC  -f-  BC 
<  ABD  -h  ACD ,  c'est-à-dire ,  plus  petit  qu'une  circon- 
férence, 

PROPOSITION    V. 

THÉORÈME. 

La  somme  des  côtés  de  tout  polygone  sphé- 
rique  est  moindre  que  la  circonférence  d'un 
grand  cercle. 
fig.  225.  Soit,  par  exemple,  le  pentagone  ABCDE  :  prolon- 
gez les  côtés  AB,  DC,  jusqu'à  leur  rencontre  en  F; 
puisque  BG  est  plus  petit  que  BF  +  GF ,  le  contour  du 
pentagone  ABCDE  est  plus  petit  que  celui  du  quadri- 
latère AEDF.  Prolongez  de  nouveau  les  côtés  AE, 
FD,  jusqu'à  leur  rencontre  en  G,  on  aura  ED  <  EG 
-h  GD  5  donc  le  contour  du  quadrilatère  AEDF  est 
plus  petit  que  celui  du  triangle  AFG  ;  celui-ci  est  plus 
petit  que  la  circonléreiice  d'un  grand  cercle  ;  donc 
a  fortiori  le  contour  du  polygone  ABCDE  est  moindre 
que  cette  même  circonférence. 

Scholie.  Cette  proposition  est  au  fond  la  même  que 
la  xxii^  du  livre  V  ;  car,  si  O  est  le  centre  de  la  sphère, 
on  peut  imaginer  au  point  O  un  angle  solide  formé 
par  les  angles  plans  AOB ,  BOC ,  COD ,  etc. ,  et  la 
somme  de  ces  angles  doit  être  plus  petite  que  quatre 
angles  droits,  ce  qui  ne  diffère  pas  de  la  proposition 
présente.  La  démonstration  que  nous  venons  de  don- 
ner est  différente  de  celle  du  livre  v  j  l'une  et  l'autre 
supposent  que  le  polygone  ABCDE  est  convexe,  ou 
qu'aucun  côté  prolongé  ne  coupe  la  figure. 

PROPOSITION  vr. 

théorèsie. 

fig.220.        Si  on  mène  le  diamètre  DE  perpendiculaire 
au  plan  du  grand  cercle  A  MB,   les  extrémités 
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t)  et  E  de  ce  diamètre  seront  les  pôles  du  cercle 
âMB  ,  et  de  tous  les  petits  cercles ,  comme  FNG  , 
qui  lui  sont  parallèles. 

Car  DG  étant  perpendiculaire  au  plan  AMB,  est 
perpendiculaire  à  toutes  les  droites  CA,  CM,  CE,  etc., 
menées  par  son  pied  dans  ce  plan  ;  donc  tous  les  arcs 
DA,  DM,  DB,  etc. ,  sont  des  quarts  de  circonférence: 
il  en  est  de  même  des  arcs  EA,  EM,  EB,  etc.  5  donc 
les  points  D  et  E  sont  chacun  également  éloignés  de 
tous  les  points  de  la  circonférence  AMB  ;  donc  ils  sont 
les  pôles  de  cette  circonférence  *.  *  <icf.  î. 

En  second  lieu,  le  rayon  DG,  perpendiculaire  au 
plan  AMB,  est  perpendiculaire  à  son  parallèle  FJNG  ; 
donc  il  passe  par  le  centre  O  du  cercle  FNG  *  ;  donc  *  '• 
si  on  tire  les  obliques  DF ,  DN ,  DG ,  ces  obliques  s'é- 
carteront également  de  la  perpendiculaire  DO  et  seront 
égales.  Mais  les  cordes  étant  égales,  les  arcs  sont 
égaux  ;  donc  tous  les  arcs  DF,  DN,  DG ,  etc.,  sont  égaux 
entre  eux  ;  donc  le  point  D  est  le  pôle  du  petit  cercle 
FNG ,  et  par  la  même  raison  le  point  E  est  l'autre  pôle. 

Corollaire  1.  Tout  arc  DM  mené  d  un  poitit  de  l'arc 
de  grand  cercle  AMB  à  son  pôle  est  un  quart  de  cir- 
conférence ,  que  nous  appellerons  pour  abréger  un 
quadrans ,  ou  un  quadrant,  et  ce  quadrant  fait  en 
même  temps  un  angle  droit  avec  l'arc  AM.  Caria  ligne 
DG  étant  perpendiculaire  au  plan  AMG,  tout  plan 
DMC  qui  passe  par  la  ligne  DG  est  perpendiculaire  au 
plan  AMG  *;  donc  l'angle  de  ces  plans,  ou,  suivant  la  *  18,  r>. 
déf.  VI,  l'angle  AMD ,  est  un  angle  droit. 

II.  Four  trouver  le  pôle  d'un  arc  donné  AM,  menez 
l'arc  indéfini  MD  perpendiculaire  à  AM,  prenez  MD 
égal  à  un  quadrant,  et  le  point  D  sera  un  des  pôles 
de  l'arc  MD  ;  ou  bien  menez  aux  deux  points  A  et  M 
les  arcs  AD  et  MD  perpendiculaires  à  AM,  le  point  de 
concours  D  de  ces  deux  ares  sera  le  pôle  demandé. 
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m.  Réciproquement,  si  la  distance  du  point  D  i\ 
chacun  des  points  A  et  M  est  égale  à  un  quadrant, je 
dis  que  le  point  D  sera  le  pôle  de  l'arc  AM,  et  qu'en 
même  temps  les  angles  DAM,  AMD,  seront  droits. 

Car  soit  G  le  centre  de  la  sphère,  et  soient  menés  les 
rayons  GA,  CD,  CM:  puisque  les  angles  ACD,  MCD, 
sont  droits,  la  ligne  CD  est  perpendiculaire  aux  deux 
droites  GA,  CM  ;  donc  elle  est  perpendiculaire  à  leui 
plan  ;  donc  le  point  D  est  le  pôle  de  l'arc  AM  ;  et  par 
suite  les  angles  DAM,  AMD,  sont  droits. 

Scliolie.  Les  propriélés  des  pôles  permettent  de  tra- 
cer sur  la  surface  de  la  sphère  des  arcs  de  cercle  avec 
la  même  facilité  que  sur  une  surface  plane.  On  voit, 
par  exemple,  qu'en  faisant  tourner  l'arc  DF  ou  toute 
autre  li^^ne  de  même  intervalle  autour  du  point  D, 
l'extrémité  F  décrira  le  petit  cercle  FNG;  et  si  on  fait 
tourner  le  quadrant  DFA  autour  du  point  D  ,  Tex- 
trémité  A  décrira  l'arc  de  grand  cercle  AM. 

S'il  faut  prolonger  l'arc  AM,  ou  si  on  ne  donne  que 
les  points  A  et  M  par  lesquels  cet  arc  doit  passer,  on 
déterminera  d'abord  le  pôle  D  par  l'intersection  de 
deux  arcs  décrits  des  points  A  et  M  comme  centres 
avec  un  intervalle  égal  au  quadrant.  Le  pôle  D  étant 
trouvé,  on  décrira  du  point  D,  comme  centre  et  avec 
le  même  intervalle,  l'arc  AM  et  son  prolongement. 

Enfin,  s'il  faut  du  point  donné  P  abaisser  un  arc 
perpendiculaire  sur  l'arc  donné  AM,  on  prolongera 
celui-ci  en  S  jusqu'à  ce  que  l'intervalle  PS  soit  égal  à 
un  quadrant;  ensuite  du  pôle  S  et  du  même  intervalle 
on  décrira  l'arc  PM,  qui  sera  l'arc  perpendiculaire  de- 
mandé. 
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PROPOSITION    VII. 

THEOREME. 

Tout  plan  perpendiculaire  à  l'extrémité  d'un 
rayon  est  tangent  à  la  sphère. 

Soit  FAG  un  plan  perpendiculaire  à  l'extrémité  du  fig  astt. 
rayon  OA  ;  si  on  prend  un  point  quelconque  M  sur 
ce  plan ,  et  qu'on  joigne  OM  et  AM ,  l'angle  OAM  sera 
droit,  et  ainsi  la  distance  OM  sera  plus  grande  que 
OA.  Le  point  M  est  donc  hors  de  la  sphère  ;  et,  comme 
il  en  est  de  même  de  tout  autre  point  du  plan  FAG , 
il  s'ensuit  que  ce  plan  n'a  que  le  seul  point  A  com- 
mun avec  la  surface  de  la  sphère  ;  donc  il  est  tangent 
à  cette  surlace  *.  ♦dëf.  4. 

Schalie.  On  peut  prouver  de  même  que  deux  sphères 
n'ont  qu'un  point  commun,  et  sont  par  conséquent 
tangentes  l'une  à  l'autre  :  lorsque  la  distance  de  leurs 
centres  est  égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  de 
leurs  rayons,  alors  les  centres  et  le  point  de  contact 
sont  en  ligne  droite. 

PROPOSITION    VIII. 

THÉORÈME, 

L'angle  ^kC  que  font  entre  eux  deux  arcs  de  Sg.  aa6i 
grands  cercles  AB ,  AC ,  est  égal  à  l'angle  Y\G  , 
formé  par  les  tangentes  de  ces  arcs  au  point  A  : 
il  a  aussi  pour  mesure  l'arc  DE,  décrit  du  point 
A  comme  pôle  entre  les  côtés  AB,  AC,  prolongés 
s'il  est  nécessaire. 

Car  la  tangente  AF,  menée  dans  le  plan  de  l'arc 
AB,  est  perpendiculaire  au  rayon  AO  j  la  tangente 
AG,  menée  dans  le  plan  de  l'arc  AC,  est  perpendi- 
culaire au  même  rayon  AO.  Donc  l'angle  FAG  est 

i4 
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*  1",  5.  égal  à  l'angle  des  plans  OAB,  OAC*,  qui  est  celui  des 
arcs  A.B ,  AC ,  et  qui  se  désigne  par  IjAG. 

Pareillement,  si  l'arc  AD  est  égal  à  un  quadrant, 
ainsi  que  AE,  les  lignes  OD,  OE,  seront  perpendicu* 
laires  à  AO,  et  l'angle  DOE  sera  encore  ésral  à  l'angle 
des  plans  AOD,  AOE  ;  donc  l'arc  DE  est  la  mesure  de 
l'angle  de  ces  plans,  ou  la  mesure  de  l'angle  GAU. 

Corollaire.  Les  angles  des  triangles  sphériques  peu- 
vent se  comparer  entre  eux  par  les  arcs  de  grands  cer- 
cles décrits  de  leurs  sommets  comme  pôles  et  compris 
entre  leurs  côtés  :  ainsi  il  est  facile  de  faire  un  an^rle 
éij^al  à  un  aiisle  donné. 
fit;,  a?".  Scholie.  Les  angles  opposés  au  sommet ,  tels  que 
ACO  et  BCN,  sont  égaux  ;  car  l'un  ou  l'autre  est  tou- 
jours l'angle  formé  par  les  deux  plans  ACB,  OCN. 

On  voit  aussi  que  dans  la  rencontre  de  deux  arcs 
ACB,  OCN,  les  deux  angles  adjacents  ACO,  OCB  , 
pris  ensemble,  valent  toujours  deux  angles  droits, 

PROPOSITION    IX. 

THÉORÈME. 

tig.  227.  Etant  donné  le  triangle  ABC ,  si  des  points 
A  ,  B,  C,  comme  pôles  y  on  décrit  les  aies  EF, 
FD  ,  DE ,  qui  forment  le  triangle  DEF  ;  récipro- 
quement les  trois  points  D,  E,  F,  seront  les 
pôles  des  côtés  RC,  AC  ,  AB. 

Car  le  point  A  étant  le  pôle  de  lare  EF,  la  distance 
AE  est  un  quadrant  ;  le  point  C  étant  le  pôle  de  l'arc 
DE,  la  distance  CE  est  pareillement  un  quadrant- 
donc  le  point  E  est  éloigné  d'im  quadrant  de  chacun 

i,  des  points  A  et  C  j  donc  il  est  le  pôle  de  l'arc  AC  *. 

cor.  ï.    On  démontrera  de  même  que  D  est  le  pôle  de  l'arc  - 
BC  ,  et  F  celui  de  l'arc  AB. 

Corollaire.  Donc  le  triangle  ABC  peut  être  décrit 
par  le  moyen  de  DEF ,  comme  DEF  par  le  moyen  de 
ABC. 
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PROPOSITION   X. 

THÉORÈME. 

Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le 
théorème  précédent,  chaque  angle  de  l'un  des 
triangles  ABC,  DEF,  aura  pour  mesure  la  demi-  eg.  iA-;. 
circonférence  moins  le  côté  opposé  dans  Vautre 
triangle. 

Soient  prolongés,  s'il  est  nécessaire,  les  côtés  AD, 
AC,  jusqu'à  la  rencontre  de  EF  en  G  et  H  ;  puisque 
le  point  A  est  le  pôle  de  l'arc  GH ,  l'angle  A  aura  pour 
mesure  l'arc  GH.  Mais  l'arc  EH  est  un  quadrant 
ainsi  que  GF ,  puisque  E  est  le  pôle  de  AH ,  et  F  le 
pôle  de  AG  j  donc  EH  +  GF  vaut  une  demi -circon- 
férence. Or  EH  +  GF  est  la  même  chose  que  EF  4- 
GH  ;  donc  l'arc  G  H  qui  mesure  l'angle  A  est  égal  à 
une  demi-circonférence  moins  le  côté  EF  ;  de  même 
l'angle  B  aura  pour  mesure  \  cire.  —  DF  et  l'aui-le  C , 
\circ.  —  DE.  -  '  - 

Cette  propriété  doit  être  réciproque  entre  les  deux 
triangles,  puisqu'ils  se  décrivent  de  la  même  manière 
l'un  par  le  moyen  de  l'autre.  Ainsi  on  trouvera  que 
les  angles  D,  E,  F,  du  triangle  DEF,  ont  pour  me- 
sures respectivement  {  cire.  —  BG ,  ~  cire. —  AG,  -'  cire. 
—  AB.  En  effet  l'angle  D,  par  exemple,  a  pour  me- 
sure l'arc  Ml  ;  or  MI  +  BG  =  MG  H-  mz=z^circ  : 
donc  l'arc  MI ,  mesure  de  l'angle  D,  =r=  ^  cire.  —  BC, 
et  ainsi  des  autres. 

Scholie.  Il  faut  remarquer  qu'outre  le  triangle  DEF  H-  2*8. 
on  en  pourrait  former  trois  autres  par  l'intersection 
des  trois  arcs  DE,  EF,  DF.  Mais  la  proposition  ac- 
tuelle n'a  lieu  que  pour  le  triangle  central,  qui  est 
distingué  des  trois  autres  en  ce  que  les  deux  angles  A 
et  D  sont  situés  d'un  même  côté  de  BG    les  deux  B  fig.  227. 

14. 
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et  E  d'un  même  coté  de  AC,  et  les  deux  C  et  F  iPiin 
même  côté  de  AB. 

On  donne  différents  noms  aux  deux  triangles  ABC, 
DEF  ;  nous  les  appellerons  triangles  polaires. 

PROPOSITION   XI. 

LEHME. 

fig. 229.  Etant  donné  le  triangle  ABC,  si  du  pôle  A  et 
de  V intervalle  AC  on  décrit  l'arc  de  petit  cercle 
DEC  ;  si  du  pôle  B  et  de  l'intervalle  BC  on  décrit 
pareillement  Varc  DFC ,  et  que  du  point  D  ,  oh 
les  arcs  DEC,  DFC,  se  coupent,  on  mené  les 
arcs  de  grands  cercles  AD ,  DB  ;  je  dis  que  le 
triangle  ADB  ainsi  formé  aura  ses  parties  égales 
à  celles  du  triangle  ACB. 

Car  par  construction  le  côté^D=:AC,  DB=  BC, 
AB  est  commun  ;  donc  ces  deux  triangles  ont  les  cotés 
égaux  chacun  à  chacun.  Je  dis  maintenant  que  les 
angles  opposés  aux  côtés  égaux  sont  égaux. 

En  effet,  si  le  centre  de  la  sphère  est  supposé  en 
O,  on  peut  concevoir  un  angle  solide  formé  au  point 
O  par  les  trois  angles  plans  AOB ,  AOG ,  BOC  ;  on 
peut  concevoir  de  même  un  second  angle  solide  formé 
par  les  trois  angles  plans  AOB,  AOD,  BOD.  Et  puis- 
que les  côtés  du  triangle  ABC  sont  égaux  à  ceux  du 
triangle  ADB ,  il  s'ensuit  que  les  angles  plans  qui 
forment  un  de  ces  angles  solides  sont  égaux  aux  angles 
plans  qui  forment  l'autre  angle  solide ,  chacun  à 
*a3, 5.  chacun  :  mais  dans  ce  cas  il  a  été  démontré*  que  les 
plans  dans  lesquels  sont  les  angles  égaux  sont  égale- 
ment inclinés  entre  eux  ;  donc  les  angles  du  triangle 
sphérique  DAB  sont  égaux  à  ceux  du  triangle  CAB, 
savoir  DAB  =  BAC,  DBA  =: ABC,  et  ADB  =  ACB; 
donc  les  côtés  et  les  angles  du  triangle  ADB  sont  égaux 
aux  côtés  et  aux  angles  du  triangle  ACB. 
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Scholie.  L'égalité  de  ces  triangles  n'est  cependant 
pas  une  égalité  absolue  ou  de  superposition  ,  car  il 
serait  impossible  de  les  appliquer  l'un  sur  l'autre 
exactement,  à  moins  qu'ils  ne  fussent  isoscèles.  L'éga- 
lité dont  il  s'agit  est  ce  que  nous  avons  déjà  appelé 
une  égalité  par  symmétrie ,  et  par  cette  raison  nous 
appellerons  les  triangles  ACB,  ADB,  triangles  sym- 
métricjues. 

PROPOSITION  XIL 


THEOREME. 


Deux  triangles  situés  sur  la  même  sphère ,  ou 
sur  des  sphères  égales  ,  sont  égaux  dans  toutes 
leurs  parties,  lorsqu'ils  ont  un  angle  égal  com- 
pris entre  côtés  égaux  chacun  à  chacun. 

Soit  le  côté  AB=:EF,  le  côté  AG  — EG,  et  l'angle  tig.îSo, 
BAG  =  FEG,  le  triangle  EFG  pourra  être  placé  sur 
le  triangle  ABC  ou  siu'  son  symmétrique  ABD,  de  la 
même  manière  qu'on  superpose  deux  triangles  recti- 
lignes  qui  ont  un  angle  égal  compris  entre  côtés 
égaux.  Donc  toutes  les  parties  du  triangle  EFG  seront 
égales  à  celles  du  triangle  ABC,  c'est-à-dire  qu'outre 
les  trois  parties  qui  sont  supposées  égales,  on  aura  le 
côté  BC  =  FG,  l'angle  ABC  =EFG,  et  l'angle  ACB 
t=EGF. 

PROPOSITION  XIII. 


THEOREME. 


Deux  triangles  situés  sur  la  même  sphère  ,  ou 
sur  des  sphères  égales^  sont  égaux  dans  toutes 
leurs  parties  y  lorsqu'ils  ont  un  côté  égal  adja' 
cent  à  deux  angles  égaux  chacun  à  chacun. 

Car  l'un  de  ces  triangles  peut  être  placé  sur  l'autre 
ou  sur  son  symmétrique,  comme  on  le  fait  dans  le  cas 
pareil  des  triangles  rectilignes.  Voyezprop.  VU,  Hv.  I , 
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PROPOSITION    XIV. 

THÉORÈME. 

.Vf  deux  triangles  situés  sur  la  même  sphère  , 
ou  sur  des  sphères  égales,  sont  équilatéraux 
entre  eux,  ils  seront  aussi  équiangles ,  et  les  angles 
égaux  seront  opposés  aux  côtés  égaux. 
^29.  Cela  est  manifeste  par  la  proposition  xi,  où  Ton  a 
X'ii  qu'avec  trois  côtés  donnés  AB,  AC,  BG,  on  ne 
peut  faire  que  deux  triangles  AGB,  ABD,  différents 
quant  à  la  position  des  parties,  mais  égaux  quant  à 
la  grandeur  de  ces  mêmes  parties.  Donc  daux  triangles 
équilatéiaux  entre  eux  sont  ou  absolument  égaux,  ou 
au  moins  égaux  par  symmétrie  ;  dans  l'un  et  l'autre 
cas  ils  sont  équiangles  ,  et  les  angles  égaux  sont  oppo- 
sés aux  côtés  égaux. 

PROPOSITION    XV. 

T  U  É  O  K  È  M  E. 

Dans  tout  triangle  sphérique  isoscèle  les  angles 
opposés  aux  côtés  égaux  sont  égaux  ;  et  récipro- 
quement ,  si  deux  angles  d'un  triangle  sphérique 
sont  égaux ,  le  triangle  sera  isoscèle. 
■*-^'-  1°  Soit  le  côté  ABrrrAG  ;  je  dis  qu'on  aura  l'angle 
(jrzzB  :  car  si  du  sommet  A  au  point  D,  milieu  de  la 
hase,  on  mène  l'arc  AD,  les  deux  triangles  ABD, 
ADG,  auront  les  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun  j 
savoir,  AD  commun  ,  BD=:^  DG,  et  ABi=:AG  :  donc, 
par  le  théorème  précédent,  ces  triangles  auront  les 
ai)2;les  égraux,  et  on  aura  B=:G. 

a"  Soit  l'angle  BnirG  ;  je  dis  qu'on  aura  AG  =  AB  ; 
«'•ar  si  le  côté  AB  n'est  pus  égal  à  AC ,  soit  AB  le  plu& 
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^raiicl  des  deux,  prenez  BO=:AG,  et  joignez  OC. 
Les  deux  côtés  BO,  BC,  sont  égaux  aux  deux  AG,  BG  ; 
Tangle  compris  par  les  premiers  OBC  est  égal  à  l'angle 
compris  par  les  seconds  AGB.  Donc  les  deux  triangles 
BOC,  AGB,  ont  les  autres  parties  égales  * ,  et  on  a  'ai- 
l'angle  OGB=:ABG  :  mais  l'angle  ABG,  par  hypothèsa 
=rACB;  donc  on  aurait  0GB  =r AGB,  ce  qui  est  im- 
possible ;  donc  on  ne  peut  supposer  AB  différent  de 
AG  ;  donc  les  côté?  AB ,  AG ,  opposés  avix  angles  égaux 
B  et  G,  sont  égaux. 

Scholie.  La  même  démonstration  prouve  que  l'angle 
BAD  — DAG  ,  et  que  l'angle  BDA=ADG.  Donc  ces 
deux  derniers  sont  droits  j  donc  Varc  mené  du  som- 
met (Vun  triangle  sphérîque  isoscèle  au  milieu  de  sa  base 
est  perpendiculaire  à  cette  base ,  et  divise  l'angle  du 
sommet  en  deux  parties  égales. 

PROPOSITION  XVL 

THÉOftÈME. 

a 

Dans  un  p'iangle sphériqiie  ABC,  si  l'angle  A  fig-^Sa. 
est  plus  grand  que  V angle  R  ,  le  côté  BC  opposé 
à  l'angle  A  sera  plus  grand  que  le  côté  AC  op- 
posé à  l'angle  B  ;  réciproquement ,  si  le  côté  BC 
est  plus  grand  que  C  A  ,  l'angle  A  sera  plus  grand 
que  l'angle  B. 

I"  Soit  l'angle  A  >  B,  faites  l'angle  BADzzrB,  vous 
aurez  AD::î=:DB  *  :  mais  AD  +  DG  est  plus  grand  que  *i5. 
A(>  ;  à  la  place  de  AD  mettant  DB ,  on  aura  DB  -\-  DG 
ou  BG>AC. 

1°  Si  on  suppose  BG>  AG,je  dis  que  l'angle  BAG 
sera  plus  grand  que  ABG  :  car ,  si  BAG  était  égal  à 
ABC ,  on  aurait  BG:^=  AG  ;  et  si  on  avait  BAG  <  ABG , 
il  s'ensuivrait ,  par  ce  qui  vient  d'être  démontré ,  qu'on 
il  BG<AG;  ce  qui  est  contre  la  supposition.  Donc 
l'angle  BAG  est  plus  grand  que  AB(>. 
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PROPOSITION   XVII. 


THEOREME. 


Sg.  a33.  Si  les  deux  côtés  AB,  AC ,  du  triangle  sphé- 
rique  ABC  sont  égaux  aux  deux  côtés  DE ,  DF  , 
du  triangle  DEF  tracé  sur  une  sphère  égale ,  si 
en  même  temps  l'angle  A  est  plus  grand  que 
l'angle  D ,  je  dis  que  le  troisième  côté  BC  du  pre- 
mier triangle  sera  plus  grand  que  le  troisième 
EF  du  second. 

La  démonstration  est  absolument  semblable  à  celk 
•le  la  prop.  x,  livre  i. 

PROPOSITION  XVIIL 

THÉORÈME. 

Si  deux  triangles  tracés  sur  la  même  sphère 
ou  sur  des  spJtères  égales  sont  équiangles  entre 
eux  ,  ils  seront  aussi  équilatéraux . 

Soient  Aet  B  les  deux  triangles  donnés,  P  et  Q  leurs 

triangles  polaires.  Puisque  les  angles  sont  égaux  dans 

les  triangles  A  et  B,  les  côtés  seront  égaux  dans  les  po» 

lo.   lalres  P  et  Q*  :  mais  de  ce  que  les  triangles  P  et  Q  sont 

équilatéraux  entre  eux,   il  s'ensuit  qu'ils  sont  aussi 

*  14    équiangles  *  ;  enfin ,  de  ce  que  les  angles  sont  égaux 

*  10.   dans  les  triangles  P  et  Q,  il  s  ensuit  *  que  lés  côtés  sont 

égaux  dans  leurs  polaires  A  et  B.  Donc  les  triangles 
équiangles  A  et  B  sont  en  même  temps  équilatéraux 
entre  eux. 

On  peut  encore  démontrer  la  même  proposition  san« 

le  secours  des  triangles  polaires  de  la  manière  suivante. 

fig.  234,        Soient  ABC  ,  DEF ,  deux  triangles  équiangles  entre 

^    eux,  de  sorte  qu'on  ait  AmziD,  B=:E,  C=:F;  je  dis> 

(juon  aura  le  côté  AB  =  DE,  AC  =  DF,  BG=EF. 
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Sur  le  prolongement  des  côtés  AB,  AG,  prenez  AG 
— :  DE,  et  AH  =  DF  ;  joignez  GH  et  prolongez  les  arcs 
BC ,  GH ,  jusqu'à  ce  qu'ils  se  rencontrent  en  I  et  K. 

Les  deux  côtés  AG  ,  AH ,  sont  par  construction 
égaux  aux  deux  DF,  DE  ;  l'angle  compris  GAH=:BAG 
=:EDr;  donc  *  les  triangles  AGH,  DEF,  sont  égaux 
dans  toutes  leurs  parties,  donc  l'angle  AGH  ==  DEF 
—  ABC,  et  l'angle  AHG=:DFE=  AGB. 

Dans  les  triangles  IBG,  KBG,  le  côté  BG  est  com- 
mun, l'angle  IGB=:GBK  ;  et  puisque  IGB-|-BGK  est 
égal  à  deux  droits,  ainsi  que  GBK+IBG,  il  s'ensuit 
que  BGK  =  IBG.  Donc  les  triangles  IBG,  GBK,  sont 
égaux  *  ,  donc  IG  =  BK ,  et  IB  =:  GK. 

Pareillement,  de  ce  que  l'angle  AHG  =  AGB,  on 
conclura  que  les  triangles  IGH  ,  HGK,  ont  un  côté  égal 
adjacent  à  deux  angles  égaux;  donc  ils  sont  égaux; 
donc  IH=:GR,et  HK=:IG. 

Maintenant,  si  des  égales  BR,  IG ,  on  retranche  les 
égales  GK,  IH,  les  restes  BG,  GH,  seront  égaux.  D'ail- 
leurs l'angle  BGA=:AHG,  et  l'angle  ABG=^AGH. 
Donc  les  triangles  ABG ,  AHG ,  ont  un  côté  égal  ad- 
jacent à  deux  angles  égaux  ;  donc  ils  sont  égaux  : 
mais  le  triangle  DEF  est  égal  dans  toutes  ses  parties 
au  triangle  AHG  ;  donc  il  est  égal  aussi  au  triangle 
ABG,  et  on  aura  AB  =  DE,  AG  =  DF,  BG=:EF; 
donc  ,  si  deux  triangles  sphériques  sont  équiangles 
entre  eux,  les  côtés  opposés  aux  angles  égaux  seront 
égaux. 

Scholie.  Gette  proposition  n'a  pas  lieu  dans  les 
triangles  rectilignes  ,  où  de  l'égalité  des  angles  on  ne 
peut  conclure  que  la  proportionnalité  des  côtés.  Mais 
il  est  aisé  de  rendre  compte  de  la  différence  qui  se 
trouve  à  cet  égard  entre  les  triangles  rectilignes  et 
les  triangles  sphériques.  Dans  la  proposition  présente, 
ainsi  que  dans  les  prop.  xii ,  xm ,  xiv  et  xvii ,  ou 
il  s'agit  de   la  comparaison   des   triangles ,   il   est    dit 
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expressément  que  ces  triangles  sont  tracés  sur  la 
même  sphère  ou  sur  tles  sphères  égales.  Or  les  arcs 
semblables  sont  proportionnels  aux  rayons;  donc, 
sur  des  sphères  égales ,  deux  triangles  ne  peuvent 
être  semblables  sans  être  égaux.  Il  n'est  donc  pas 
surprenant  que  l'égalité  des  angles  entraîne  l'égalité 
des  côtés. 

11  en  serait  autrement  si  les  triangles  étaient  tracés 
sur  des  sphères  inégales;  alors  les  angles  étant  égaux, 
les  triangles  seraient  semblables,  et  les  côtés  homo- 
logues seraient  entre  eux  comme  les  rayons  des 
sphères. 

PROPOSITION   XIX. 

THÉORÈME. 

La  somme  des  angles  de  tout  triangle  sphé- 
T'ique  est  moindre  que  six  et  plus  grande  que 
deux  angles  droits. 

Car  1"  chaque  angle  d'un  triangle  sphérique  est 
moindre  que  deux  angles  droits  (^l'o/ez  le  scholie  ci- 
apres)-^  donc  la  somme  des  trois  angles  est  moindre 
;}ue  six  angles  droils. 

2°  La  mesure  de  chaque  angle  d'un  triangle  sphé- 
ri([ue  est  égale  à  la  demi-circonférence  moins  le  côté 
lo.  correspondant  du  triangle  polaire*;  donc  la  somme 
des  trois  angles  a  pour  mesure  trois  demi -circonfé- 
rences moins  la  somme  des  côtés  du  triangle  polaire. 
Or  cette  dernière  somme  est  plus  petite  qu'une  cir- 
'4  conférence*;  donc,  en  la  retranchant  de  trois  demi- 
circonférences,  le  reste  sera  plus  grand  qu'une  demi- 
circonférence  ,  qui  est  la  mesure  de  deux  angles 
droits;  donc  a'^  la  somme  des  trois  angles  d'un  triangle 
sphérique  est  plus  grande  que  deux  angles  droits. 

Corollaire  I.  La  somme  des  angles  d'un  triangle 
s})hérique  n'est   pas  constant»?  comme   celle   des   tri- 
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ani>'it'h  lecdlignes  ;  elle  varie  depuis  deux  angles  droits 
jusqu'à  six,  sans  pouvoir  être  égale  à  l'une  ni  à  l'autre 
limite.  Ainsi  deux  angles  donnés  ne  font  pas  connaître 
le  troisième. 

Corollaire  II.  Un  triangle  sphérique  peut  avoir 
à&ixx  ou  trois  angles  droits,  deux  ou  trois  angles 
obtus. 

Si  !e  triangle  ABC   est  bi-rectangle ,   c'est-à-dire  %• '-^5. 
s'il  a  deux  angles  droits  B  et  C,  le  sommet  A  sera  le 
pôle  de  la  base  BG*;  et  les   côtés  AB,  AG,  seront  des  *  '^■ 
quadrants. 

Si  en  outre  l'angle  A  est  droit ,  le  triangle  ABGsera 
tri-rectangle^  ses  angles  seront  tous  droits  et  ses  côtés 
des  quadrants.  Le  triangle  tri  -  rectangle  est  contenu 
huit  fois  dans  la  surface  de  la  sphère  ;  c  est  ce  que  l'oii 
voit  par  la  fig.  236  ,  en  supposant  l'arc  MIN  égal  à  un 
(juadrant. 

Schotie.  Nous  avons  supposé  dans  tout  ce  qui  pré- 
cède, et  conformément  à  la  définit,  vi,  que  les  trian- 
gles sphériques  ont  leurs  côtés  toujours  plus  petits 
que  la  dcmi-circonféiènce  ;  alors  il  s'ensuit  que  les 
angles  sont  toujours  plus  petits  que  deux  angles  droits: 
car,  si  le  côté  AB  est  moindre  que  la  demi-ci rconfé-  S  '^^^• 
rence,  ainsi  que  AG,  ces  arcs  doivent  être  prolongés 
tous  Aexxy^  pour  se  rencontrer  en  D.  Or  les  deux  angles 
Ai]G,  CBD  ,  pris  ensemble,  valent  deux  angles  droits; 
donc  l'angle  A  B  G  tout  seul  est  moindre  que  deux 
angles  droits. 

Nous  observerons  cependant  qu'il  existe  des  trian- 
gles spliériques  dont  certains  côtés  sont  plus  grands 
que  la  demi  -  circonférence  ,  et  certains  angles  plus 
grands  que  <ieux  angles  droits.  Car,  si  on  prolonge 
le  côté  AG  en  une  circonférence  entière  AGE,  ce  qui 
reste,  en  retranchant  de  la  demi -sphère  le  triangle 
ABG ,  est  un  nouveau  tiiangle,  qu'on  peut  désigner 
aussi   par  ABG,  et  dotit  les  côtés  honi  AB,  BC,  AED(>. 
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On  voit  donc  que  le  côté  AEDC  est  plus  grand  que  la 
derai-circonférence  AED  ;  mais  en  même  temps  l'an- 
gle opposé  en  B  surpasse  deux  angles  droits  de  la 
quantité  CBD. 

Au  reste,  si  on  a  exclu  delà  définition  les  triangles 
dont  les  côtés  et  les  angles  sont  si  grands,  c'est  que 
leur  résolution  ou  la  détermination  de  leurs  parties 
se  réduit  toujours  à  celle  des  triangles  renfermés  dans 
la  définition.  En  effet,  on  voit  aisément  que  si  on 
connaît  les  angles  et  les  côtés  du  triangle  ABC,  on 
connaîtra  immédiatement  les  angles  et  les  côtés  du 
triangle  de  même  nom  qui  est  le  reste  de  la  demi-sphère. 

PROPOSITION   XX. 

THÉORÈME. 

H-  a36.  Le  fuseau  A  MBNA  est  à  la  surface  de  la  sphère 
comme  l'angle  M  AN  de  ce  fuseau  est  à  quatre 
angles  droits,  ou  comme  l'arc  MN  qui  mesure 
cet  angle  est  à  la  circonférence. 

Supposons  d'abord  que  l'arc  MN  soit  à  la  circon- 
férence MNPQ  dans  un  rapport  rationnel ,  par  exem- 
ple, comme  5  est  à  48.  On  divisera  la  circonférence 
MNPQ  en  48  parties  égales,  dont  MN  contiendra  5; 
joignant  ensuite  le  pôle  A  et  les  points  de  division 
par  autant  de  quarts  de  circonférence,  on  aura  48  tri- 
angles dans  la  demi-sphère  AMNPQ,  lesquels  seront 
tous  égaux  entre  eux,  puisqu'ils  auront  toutes  leurs 
parties  égales.  La  sphère  entière  contiendra  donc  96 
de  ces  triangles  partiels ,  et  le  fuseau  AMBN A  en  con- 
tiendra 10  ;  donc  le  fuseau  est  à  la  sphère  comme  10 
est  à  ç^G.,  ou  comme  5  est  à  4^1  c'est-à-dire  comme 
l'arc  MN  est  à  la  cii'conlérence. 

Si  l'arc  MN  nest  pas  commensurable  avec  la  cir- 
conférence ,  on  prouvera  par  le  méuie  raisonnement 
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tlt>nt  on  a  déjà  vu  beaucoup  d'exemples,  que  le  fuseau 
est  toujours  à  la  sphère  comme  l'arc  MN  est  à  la  cir- 
conférence. 

Corollaire  I.  Deux  fuseaux  sont  entre  eux  comme 
leurs  angles  respectifs. 

Corollaire  II.  On  a  déjà  vu  que  la  surface  entière 
de  la  sphère  est  égale  à  huit  triangles  tri-rectangles*  j  *  19. 
donc,  si  l'aille  d'un  de  ces  triangles  est  prise  pour 
l'unité,  la  surface  de  la  sphère  sera  représentée  par  8. 
Cela  posé ,  la  surface  du  fuseau  dont  l'angle  est  A  sera 
exprimée  par  2 A  (si  toutefois  l'angle  A  est  évalue 
en  prenant  l'angle  droit  pour  unité)  ;  car  on  a  2A  :  8 
::  A:4-  Il  y  a  donc  ici  deux  unités  différentes  ;  l'une 
pour  les  angles,  c'est  l'angle  droit  ;  l'autre  pour  les 
surfaces,  c'est  le  triangle  sphérique  tri -rectangle,  ou 
celui  dont  tous  les  angles  sont  tlroits,  et  les  côtés  des 
quarts  de  circonférence. 

Scholie.  L'onglet  sphérique  compris  par  les  plans 
AMB,  ANB,  est  au  solide  entier  de  la  sphère  comme 
l'angle  A  est  à  quatre  angles  droits.  Car  les  fuseaux 
étant  égaux ,  les  onglets  sphériques  seront  pareille- 
ment égaux  :  donc  deux  onglets  sphériques  sont  entre 
eux  comme  les  angles  formés  par  les  plans  qui  les 
comprennent. 

PROPOSITION    XXI. 

THÉORÈME. 

Deux  triangles  sphériques  symmétriques  sont 
égaux  en  surface. 

Soient  ABC  ,  DEF  deux  triangles  symmétriques , 
c'est-à-dire,  deux  triangles  qui  ont  les  côtés  égaux,  AB  fis-  "^"^i 
=  DE,  AC  =  DF,  CB=:EF,  et  qui  cependant  ne 
pourraient  être  superposés  ;  je  dis  que  la  surface  ABC 
est  égale  à  la  surface  DEF. 
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Soit  P  le  pôle  (lu  petit  cercle  qui  passerait  par  les 
trois  points  A,  lî,  C  (i)  ;  de  ce  point  soient  menés  les 

♦6.  arcs  égaux  *  PA,  PB,  PC  ;  au  point  F  faites  l'angle 
DFQ  =  ACP,  l'arc  FQ=:CP,  et  joignez  DQ,  EQ. 

•Les  côtés  DF,  FQ ,  sont  égaux  aux  côtés  AC,  GP , 
langle   DrQ  =  ACP;  donc  les  deux  triangles  DFQ, 

12.  AGP,  sont  égaux  dans  toutes  leurs  parties*  ;  donc  le 
côté  DQnzAP,  et  l'angle  DQFzz=APG. 

Dans  les  triangles  proposés  DFK,  ABG,  les  angles 

II.  DFE,  AGE,  opposés  aux  côtés  égaux  DE,  AB,  étant 
égaux  *,  si  on  en  retranche  les  angles  DFQ,  AGP, 
égaux  par  construction,  il  restera  Tangle  QFE  égal  à 
PGB.  D'ailleurs  les  côtés  QF  ,  FE,  sont  égaux  aux 
côtés  PG,  GB  ;  donc  les  deux  triangles  FQE,  GPB, 
sont  égaux  dans  toutes  leurs  parties  ;  donc  le  côté 
QE=:PB,  et  l'angle  FQE=:GPB. 

Si  on  observe  maintenant  que  les  triangles  DFQ, 
AGP,  qui  ont  les  côtés  égaux  chacun  à  chacun,  sont 
en  même  temps  isoscèîes,  on  verra  qu'ils  peuvent  s'ap- 
pliquer l'un  sur  l'autre  ;  car,  ayant  placé  PA  sur  son 
égal  QF,  le  côté  PG  tombera  sur  son  égal  QD,  et 
ainsi  les  deux*  triangles  seront  confondus  en  un  seul  : 
donc  ils  sont  égaux,  donc  la  surface  DQFz=:APC. 
Par  une  raison  semblable  la  surface  FQErrrGPB,  et 
la  surfUce  DQE  =  APB  ;  donc  on  a  DQF  4-  FQE — 
DQE  — APG  +  GPB  — APB;  ou  DFE  =  ABG  ;  donc 
les  deux  ti-iangles  symmétriques  ABG,  DEF,  sont 
éiraux  en  surface. 

Scholie.  Les  pôles  P  et  Q  pourraient  être  situés  au- 
dedans  des  triangles  ABG  ,  DEF  ;  alors  il  faudrait 
ajouter  les  trois  triangles  DQF,  FQE,  DQE,  pour 

(i)  Le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points  A  ,  B,  C,  ou  qui 
tst  circonscrit  au  triangle  ABC ,  ne  peut  être  qu'un  petit  cercle 
de  la  sphère  ;  car  ,  si  c'était  un  grand  cercle  ,  les  trois  côtés  AB, 
BC  ,  AC  ,  seraient  situés  dans  un  même  plan  ,  et  le  triangle  ABC 
se  rt'du irait  a  un  de  ses  côtés. 
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en  composer  le  triangle  DEF,  et  pareillemenr,  il  fau- 
drait ajouter  les  trois  triangles  APC  ,  CPB,  APB,  pour 
en  composer  le  triangle  ABC;  d'ailleurs  la  démonstra- 
tion et  la  conclusion  seraient  toujours  les  mêmes. 

PROPOSITION     XXll. 

THÉORÈME. 

Si  deux  grands  cercles  AOB  ,  COD  ,  se  coupent   n-.  ^!■5s. 
comme  on  voudra  dam  V hémisphère  AOCBl), 
la  somme  des  triangles  opposés  AOC ,  BOl) ,  sera 
égale  au  fuseau  dont  V angle  est  BOi). 

Car,  en  prolongeant  les  arcs  OB,  OD,  dans  l'autre 
hémisphère  jusqu'à  leur  rencontre  en  N  ,  OBN  sera 
une  demi-circonférence,  ainsi  que  AOB  ;  retranchant 
de  part  et  d  autre  OB ,  on  aura  BN  z=z  AO.  Par  une 
raison  semblable  on  a  DN  =  CO ,  et  BD  =  AC  ;  donc 
les  deux  triangles  AOC,  BDN,  ont  les  trois  côtés  égaux 
d'ailleurs  leur  position  est  telle  qu'ils  sont  symmétri- 
qucs  l'un  de  l'autre;  donc  ils  sont  égaux  en  surface  *  ''• 
et  la  somme  des  triangles  AOC,  BOD,  est  équivalente 
au  fuseau  OBNDO  dont  l'angle  est  BOD. 

Scholie.  Il  est  clair  aussi  que  les  deux  pyramide^ 
sphériques  qui  ont  pour  bases  les  triangles  AOC, 
BOD ,  prises  ensemble  ,  équivalent  à  l'onglet  sphé- 
rique  dont  l'angle  est  BOD. 

PROPOSITION    XXlil. 

THÉOUÈME. 

La  surface  d'un  triangle  sphérique  quelconque 
a  pour  mesure  l'excès  de  la  somme  de  ses  trois 
angles  sur  deux  angles  droits. 

Soit  ABC  le  triangle  proposé;  prolongez,  ses  côtés    Cg. 239. 
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jusqu'à  ce  qu'ils  rencontrent  le  grand  cercle  DEFG, 
mené  comme  on  voudra  hors  du  triangle.  En  vertu  du 
théorème  précédent,  les  deux  triangles  ADE,  AGH , 
pris  ensemble,  équivalent  au  fuseau  dont  l'angle  est 

*io.  A,  et  qui  a  pour  mesure  aA*  :  ainsi  on  aura  ADE -H 
AGH  =  2A;  par  une  raison  semblable  BGF  +  BID 
=  2B ,  CIH  -h  CEE  =:  2C.  Mais  la  somme  de  ces  six 
triangles  excède  la  demi-sphère  de  deux  fois  le  tri- 
angle ABC,  d'ailleurs  la  demi-sphère  est  représentée 
par  4;  donc  le  double  du  triangle  ABC  est  égal  à  2  A 
H-aB+aC^ —  4?  et  par  conséquent  ABC  =  A  +  B 
+  C  —  2  ;  donc  tout  triangle  sphérique  a  pour  mesure 
la  somme  de  ses  angles  moins  deux  angles  droits. 

Corollaire  I.  Autant  il  y  aura  d'angles  droits  dans 
cette  mesure,  autant  le  triangle  proposé  contiendra 
de  triangles  tri-rectangles  ou  de  huitièmes  de  sphère 

»2o.  qui  sont  l'unité  de  surface*.  Par  exemple,  si  les  angles 
sont  égaux  chacun  aux  ^  d'un  angle  droit,  alors  les 
trois  angles  vaudront  4  angles  droits,  et  le  triangle 
proposé  sera  représenté  par  4  • —  2  ou  2  ;  donc  il  sera 
égal  à  deux  triangles  tri-rectangles  ou  au  quart  de  la 
surface  de  la  sphère. 

Corollaire  II.  Le  triangle  sphérique  ABC  est  équi- 
valent au  fuseau  dont  l'angle  est i  ;  de 

même   la    pyramide    sphérique  ,    dont    la    base    est 

ABC ,  équivaut  à  l  onglet  sphérique  dont  l'angle  est 

A  +  B4-C 

— ■ ■ I. 

Scholie.  En  même  temps  qu'on  compare  le  triangle 
sphérique  ABC  au  triangle  tri  -  rectangle ,  la  pyra- 
mide sphérique  qui  a  pour  base  ABC  se  compare  avec 
la  pyramide  tri-rectangle ,  et  il  en  résulte  la  même 
proportion.  L'angle  solide  au  sommet  de  la  pyramide 
se  compare  de  même  avec  l'angle  solide  au  sommet 
de  la  pyramide   tri  -  rectangle  :  en  effet  la  comparai- 
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son  s'établit  par  la  coïncidence  des  parties.  Or,  si 
les  bases  des  pyramides  coïncident,  il  est  évident  que 
les  pyramides  elles-mêmes  coïncideront,  ainsi  que 
les  angles  solides  à  leur  sommet.  De  là  résultent  plu- 
sieurs conséquences. 

i^  Deux  pyramides  triangulaires  sphériques  sont 
entre  elles  comme  leurs  bases;  et,  puisqu'une  pyra- 
mide polygonale  peut  se  partager  en  plusieurs  pyra- 
mides triangulaires  ,  il  s'ensuit  que  deux  pyramides 
sphériques  quelconques  sont  entre  elles  comme  les 
polygones  qui  leur  servent  de  bases. 

2°  Les  angles  solides  au  sommet  des  mêmes  pyra- 
mides sont  également  dans  la  proportion  des  bases  ; 
donc,  pour  comparer  deux  angles  solides  quelcon- 
ques ,  il  faut  placer  leurs  sommets  au  centre  de  deux 
sphères  égales,  et  ces  angles  solides  seront  entre  eux 
comme  les  polygones  sphériques  interceptés  entre 
leurs  plans  ou  faces. 

L'angle  au  sommet  de  la  pyramide  tri-rectangle  est 
formé  par  trois  plans  perpendiculaires  entre  eux  :  cet 
angle,  qu'on  peut  appeler  angle  solide  droite  est  très- 
propre  à  servir  d'unité  de  mesure  aux  autres  angles 
solides.  Cela  posé ,  le  même  nombre  qui  donne  l'aire 
d'un  polygone  sphérique  donnera  la  mesure  de  l'angle 
solide  correspondant.  Par  exemple,  si  l'aire  du  poly- 
gone sphérique  est  j,  c'est-à-dire,  s'il  est  les  |  du 
triangle  tri,- rectangle ,  l'angle  solide  correspondant 
sera  aussi  les  |  de  l'angle  solide  droit. 

PROPOSiTlON    XXIV. 

THÉORÈME. 

La  surjace  d'un  polygone  sphérique  a  pour 
mesure  la  somme  de  ses  angles,   moins  le  pro- 
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duit  de  deux  angles  droits  pur  le  nombre  des 
côtés  du  polygone  moins  deux. 
Cg.  24o.  D'un  même  sommet  A  soient  menées  à  tous  les 
autres  sommets  les  diagonales  AG,  AD;  le  polygone 
ABGDE  sera  partagé  en  autant  rie  triangles  moins 
deux  qu'il  a  de  côtés.  Mais  la  surface  de  chaque  tri- 
angle a  pour  mesure  la  somme  de  ses  angles  moins 
deux  angles  droits ,  et  il  est  clair  que  la  somme  de  tous 
les  anjjles  des  triangles  est  éjjale  à  la  somme  des  ans:! es 
du  polygone  :  donc  la  surface  du  polygone  est  égale  à 
la  somme  de  ses  angles  diminuée  d'autant  de  fois  deux 
angles  droits  qu'il  a  de  côtés  moins  deux. 

Scholic.  Soit  5  la  somme  des  angles  d'un  polygone 
sphérique  ,  n  le  nombre  de  ses  côtés;  l'angle  droit 
étant  supposé  l'unité  ,  ia  surface  du  polygone  aura 
pour  mesure  s —  a  {ii —  2)  ou  s —  in  -\-  4. 

PROPOSITION  XXV. 

H  E  o  R  £  M  £. 

Soit  S  Le  nombre  des  angles  solides  d un  polyèdre ,  Il  le 
nombre  de  ses  faces ,  A  le  nombre  de  ses  arêtes  ;je  dis  qu  'on 
aura  toujours  S  -j-  Hm  AH-  2- 

Prenez  au-dedans  du  polyèdre  un  point  d'où  vous  mène- 
rez des  lignes  droites  aux  sommets  de  tous  ses  angles  ;  ima- 
ginez ensuite  que  du  même  point  comme  centre  on  décrive 
une  surface  sphérique  qui  soit  rencontrée  par  toutes  ces 
lignes  en  autant  de  points  ;  joignez  ces  points  par  des  arcs 
de  grands  cercles  ,  de  manirre  à  former  sur  la  surface  de  la 
s])hère  des  polygones  correspondants  et  en  même  nombre 
avec  les  faces  du  polyèdre.  Soit  ABCDE  un  de  ces  polygones 
et  soit  n  le  nombre  de  ses  côtés  ;  sa  surface  sera  s  —  2«  +  4, 
s  étant  la  somme  des  angles  A,  B ,  C  ,  D  ,  E.  Si  on  évalue 
semblablement  la  surface  de  chacun  des  autres  polygones 
sphériques  ,  et  qu'on  les  ajoute  toutes  ensemble  ,  on  en  con- 
clura que  leur  somme,  ou  la  surface  delà  sphère  représentée 
par  8,  fst  égal<»  à  la  somme  de  tous  les  anglesdes  polygones,, 
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moins  deux  fois  le  nombre  de  leurs  côtés  ,  pius  4  pris  autant 
de  fois  qu'il  y  a  de  faces.  Or ,  comme  tous  les  angles  qui 
s'ajustent  autour  d'un  même  point  A  valent  quatre  angles 
droits  ,  la  somme  de  tous  les  angles  des  polygones  est  égale 
à  4  pris  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'angles  solides  ;  elle  est 
donc  égale  à  4^»  Ensuite  le  double  du  nombre  des  côtés  AB  , 
BC  ,  CD  ,  etc.  est  égal  au  quadruple  du  nombre  des  arêtes 
ourzr  4A,  puisque  la  même  arête  sert  de  côté  à  deux  faces  : 
donc  on  aura  8:=4S  —  4-A-  +  4H;  ou,  en  prenant  Je  quart 
de  chaque  membre,  -i^ziS  —  A  -j-H;  donc  S  -f-  H    =1  A-f- 

Corollaire.  Il  suit  de  là  que  la  somme  des  çngles  plans 
qui  forment  les  unifies  solides  d un  polyèdre  est  égale  h  au- 
_  tant  de  fois  quatre  angles  droits  qu'il  y  a  d'unités  dans  S  —  2, 
S  étant  le  nombre  des  angles  solides  du  polyèdre. 

Car,  si  on  considère  une  face  dont  le  nombre  de  côtés 
est  n  ,  la  somme  des  angles  de  celte  face  sera  in — 4  angles 
droits*.  Mais  la  somme  de  tous  les  in ,  ou  le  double  du  nom-  *  ^^'  '• 
bre  des  côtés  de  toutes  les  faces ,  =  4-A^  )  et  4  pris  autant  de 
fois  qu'il  y  a  de  faces  zz:4H  ;  donc  la  somme  des  angles  de 
toutes  les  faces  zzz  4A — 1\\\.  Or,  par  le  théorème  qu'on  vient 
de  démontrer,  on  a  A  —  H  =:  S  —  2,  et  par  conséquent  4 A 
—  4H  rr  4  (S  —  1).  Donc  la  somme  des  angles  plans  ,  etc. 

PROPOSITION    XXVI. 

THÉORÈME. 

De  tous  les  triangles  sphériques  formés  avec  deu.r  côtés    fig.  or-t. 
donnés  CB  ,  CA  ,  et  un  troisième  ii  volonté ,  le  plus  grand    et  173. 
ABC  e.v;  celui  dans  lequel  l'angle  C  ,  compris  par  les  côté 
donnés ,  est  égal  à  la  somme  des  deux  autres  angles  A  et  B. 

Prolongez  les  deux  côtés  AC  ,  AB  ,  jusqu'à  leur  rencontre 
en  D  ,  vous  aurez  un  triangle  sphérique  BCD  ,  dans  lequel 
l'angle  DBC  sera  aussi  égal  à  la  somme  des  deux  autres 
angles  BDC  ,  BCD  :  car  BCD  -f-  BCA  étant  égal  à  deux 
angles  droits ,  ainsi  que  CBA -\-  CBD  ,  on  a  BCD  +  BCA  = 
CBA-I-CBD;  ajoutant  de  part  et  d'autre  BDC  =: BAC,  ou 
aura  BCD  +  BCAH-  BDC  -z^  CBA  -f-  CBD  -f-  BAC.  Or ,  par 
liypothèse,  RCA=rCBA-l-BAC;  doncCBD  — BCD-f-BDC 

i5. 
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Menez  Bl  qui  fasse  l'angle  CBI  zriBCD  ,  et  par  suite  1BÎ3 

—  BDC  ;  les  deux  triangles  IBC  ,  IBD  ,  seront  isoscèles  ,  et  on 
aura  IC^iIBcznlD.  IJonc  le  point  I  ,  milieu  de  DC  ,  est  a 
égale  distance  des  trois  points  B  ,  C  ,  D  :  par  une  raison  sem- 
blable le  point  O,  milieu  de  AB  ,  sera  également  distant 
des  trois  points  A  ,  B  ,  C. 

Soit  maintenant  CA'  =z  CA  et  l'angle  BCA'  >  BCA  ;  si  l'on 
6*72.  joint  A'B ,  et  qu'on  prolonge  les  arcs  A'C  ,  A'B  ,  jusqu'à 
leurrencontre  en  D',  l'arc  D'CA'  sera  une  demi-circonférence 
ainsi  que  DCA  ;  donc  puisqu'on  a  CA'=rCA  ,  on  aura  aussi 
CD'=:CD.  Mais  dans  le  triangle  CID',  on  a  Cl  4-ID' >CD'; 
donc  ID'  >  CD  —CI ,  ou  ID'  >  ID. 

Dans  le  triangle  isoscèle  CIB  divisons  l'angle  du  sommet  I 
en  deux  également  par  l'arc  EIF  qui  sera  perpendiculaire 
sur  le  milieu  de  BC.  Si  on  prend  un  point  L  entre  I  et  E,  la 
distance  BL ,  égale  à  LC  ,  sera  moindre  que  BI  ;  car  on  peut 
démontrer,  comme  dans  la  prop.  ix,  liv.  i,  qu'on  a  BL  + 
LC<  Bl-f-IC;  donc  enpreiiantlesmoitiésdepart  et  d'autre, 
on  aura  BL  <  BI.  Mais  dans  le  triangle  D'LC  on  a  D'L  >  D'C 

—  CL  ,  et  à  plus  forte  raison  D'L  >  DC  —  CI ,  ou  D'L  >  Dl , 
ou  D'L>BI;  doncDL>BL.  Donc  si  on  cherche  sur  l'arc 
EIF  un  point  également  distant  des  trois  points  B,  C,  D', 
ce  point  ne  saurait  se  trouver  que  sur  le  prolongement  de 
El  vers  F.  Soit  l' le  point  cherché  ,  en  sorte  qu'on  ait  D'  I' 

•  rr:  BI'^CF  ;  les  triangles  l'CB  ,  l'CD',  l'BD',  étant  isoscèles, 
on  aura  les  angles  égaux  I'BC  =  I'CB  ,  l'BD'^I'D'B  ,  l'CD, 
=:1'D'C.  Mais  les  angles  D'BC-f-CBA' valent  deux  angles 
droits,  ainsi  que  D'CB-f-BCA'  ;  donc 

D'BFH-  l'BC  +  CBA'=z  2 , 

BCI'— rCD'-l-BCA'=a. 

Ajoutant  les  deux  sommes  et  observant  qu'on  aI'BC:rr:BCl' 
elD'Bl'— l'CD'=BDT— rD'C=rCD'B  =  CA'B,  on  aura 

2l'BC4-C.VBH-CBA'H-BCA'— 4. 
Donc  CA'  B  -j-  CBA'-h  BCA' —  2  (  mesure  de  l'aire  du  trian- 
gle A'BC  )  =  2  —  al'BC  ;  de  sorte  qu'on  a  aire  A'BC  =  1  — 
1  angle  l'BC  ;  semblablement  dans  le  triangle  ABC  ,  on  au- 
rait aire  ABC  ::=  2  —  2  angle  IBC.  Or,  on  a  démontre  que 
l'angle  l'BC  est  plus  grand  que  IBC  ;  donc  l'aire  A'BC  est 
plus  petite  que  ABC. 
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La  mt^me  démonstration  et  la  même  conclusion  auraient  fig  aS". 
lien,   si,    en  prenant  toujours  l'arc  CA' rr:  CA,  on  faisait 
Tangle  BCA'<BCA;  donc  ABC  est  le  triangle  le  plus  grand 
entre  tous  ceux  qui  ont  deux  côtés  donnés  et  le  troisième  à 
volonté. 

Scholie  I.  Le  triangle  ABC  ,  le  plus  grand  entre  tous  ceux  fig.  241. 
qui  ont  deux  côtés  donnés  CA,  CB,  peut  être  inscrit  dans 
un  demi-cercle  dont  la  corde  du  troisième  côté  AB  sera  le 
diamètre  j  car  O  étant  le  milieu  de  AB  ,  on  a  vu  que  les  dis- 
tances OC,  OB,  sont  égales;  donc  la  circonférence  de  petit 
cercle  décrite  du  point  O  comme  pôle  et  de  l'intervalle  OB 
I)assera  par  les  trois  points  A,  B,  C.  De  plus  la  ligne  droite 
BA  est  un  diamètre  de  ce  petit  cercle  ;  par  le  centre  qui  doit 
se  trouver  à  la  fois  dans  le  plan  du  petit  cercle  et  dans  le 
plan  de  l'arc  de  grand  cercle*  EGA  ,  se  trouvera  nécessai-  •  pr.  i, 
rement  dans  l'intersection  de  ces  deux  plans  qui  est  la  droite    cor.  4. 
BA  ,  et  ainsi  BA  sera  un  diamètre. 

II.  Dans  le  triangle  ABC,  l'angle  C  étant  ég.il  à  la  somme 
des  deux  autres  A  et  B,  il  s'ensuit  que  la  somme  des  trois 
angles  est  double  de  l'angle  C.  Mais  cette  somme  est   toTi- 
jours  plus  grande  que  deux  angles  droits*  ;  donc  l'angle  C      •  iq. 
esl  plus  grand  qu'un  droit. 

m.  Si  l'on  prolonge  les  côtés  CB  ,  C  A ,  jusqu'à  leur  ren- 
contre en  E ,  le  triangle  BAE  sera  égal  au  quart  de  la  surface 
de  la  sphère.  Car  l'angle  E=:C=:  ABC  H-CAB  ;  donc  le* 
•  rois  angles  du  triangle  BAE  équivalent  aux  quatre  ABC, 
ABE,  CAB,  BAE,  dont  la  somme  est  égale  à  quatre  angles 
droits;  donc  la  surface  du  triangle  BAE'*=z:4 — arrra,  •  ,4. 
qui  est  le  quart  de  la  surface  de  la  spLère. 

IV.  Il  n'y  aurait  pas  lieu  à  maximum  ,  si  la  somme  des  deux 
côtés  donnés  CA ,  CB ,  était  égale  ou  plus  grande  que  la 
demi-circonférence  d'un  grand  cercle.  Car  puisque  le  trian- 
gle ABC  doit  être  inscrit  dans  un  demi-cercle  de  la  sphère, 
la  somme  des  deux  côtés  CA ,  CB  ,  sera  moindre  que  la 
demi-circonférence  BC  A* ,  et  par  conséquent  moindre  que  la  *  3. 
demi-circonférence  d'un  grand  cercle. 

T.a  raison  pourquoi  il  n'y  a  pas  de  m.aximum ,  lorsque  la 
somme  des  deux  côtés  donnés  est  plus  grande  que  la  demi 
circonférence  d'un  grand  cercle,  c'est  qu'alors  le   triangle 
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augmente  de  plus  en  plus  à  mesure  que  Tangk-  compris  par 
les  côtés  donnés  est  plus  gmnd;  enfin  ,  lorsque  cet  angle  sera 
égal  à  deux  droits  ,  les  trois  côtés  seront  dans  un  même 
plan  ,  et  formeront  une  circonféren-ce  entière  ;  le  triangle 
sphrrique  deviendra  donc  égal  à  la  demi -sphère,  mais  il 
cessera  alors  d'être  triangle. 

PROPOSITION  XXVI I. 

THÉORSME. 

De  tous  les  triangles  sphériques  formes  avec  un  côté  donne 
et  un  périmètre  donné ,  le  plus  grand  est  celui  dans  lequel 
les  deu.v  côtés  non  déterminés  sont  égaux. 

Soit  AB  le  côté  donné  commun  aux  deux  triangles  ACB  ^ 
ADB  ,  et  soit  AC  +  CB  =  AD  +  DB  ;  je  dis  que  le  triangle 
isoscèle  ACB  ,  dans  lequel  AC  =  CB ,  est  j)lus  grand  que  le 
non-isoscèle  ADB. 

Car  ces  triangles  ayant  la  partie  commune  AOB  ,  il  suffit 
de  faire  voir  que  le  triangle  BOD  est  plus  petit  que  AOC. 
L'angle  CBA  égal  à  CAB  est  plus  grand  que  OAB  ;  ainsi 
le  côté  AO  est  plus  grand  que  OB*  ;  prenez  OIrr::OB,  faites 
OK=r  OD  ,  et  joignez  Kl  ;  le  triangle  OKI  sera  égal  à  DOB*. 
Si  on  nie  maintenant  que  le  triangle  DOB  ou  son  égal  KOI 
soit  plus  petit  que  OAC  ,  il  faudra  qu'il  soit  égal  ou  plus^ 
grand  ;  dans  l'un  et  l'autre  cas ,  puisque  le  point  I  est  entre 
les  points  A  et  O  ,  il  faudra  que  le  point  K  soit  sur  OC  ])ro- 
longé  ,  sans  quoi  le  triangle  OKI  serait  contenu  dans  le 
triangle  CAO  ,  et  ])ar  conséquent  plus  petit.  Cela  posé  ,  le 
])lus  court  chemin  de  C  en  A  étant  CA  ,  on  a  CK  -f-KI  + 
lA>CA.MaisCK  =  OD  — CO,AI:=AO— OB,KI  =  BD; 
donc  OD — CO+AO  — OB  +  OD  >  CA,  et  en  réduisant  AD 
—  CB  +  BD>CA,  ou  AD-|-BD>AC-f-CB.  Or  cette  iné- 
galité est  contraire  à  riijjiolhèse  AD -j- BD  rr:  AC -J- CB  , 
donc  le  point  K  ne  peut  tomber  sur  le  prolongement  de  OC  ^ 
donc  il  tombe  entre  O  et  C,  et  par  conséquent  le  triangl*^ 
KOI  ,  ou  son  égal  ODB  ,  est  plus  petit  que  ACO  donc  le- 
triangle  isoscèle  ACB  est  plus  grand  que  le  non-isoscèle  ADB 
de  même  base  et  de  même  périmètre. 

Seliolie.  Ces  deux  dernières  propositions  sont  analogue? 
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aux  propositions  i  et  iii  de  l'appendice  au  liv.  iv  ;  ainsi  on 
peut  en  tirer,  par  rapport  aux  polygones  sphériques  ,  les 
conséquences  qui  ont  lieu  pour  les  polygones  reclilignes- 

Voici  les  principales  : 

I  "  De  tous  les  polygones  sphériques  isopérimètres  et  a' un 
même  nombre  de  côtés ,  le  plus  grand  est  un  polygone  équi- 
Uitéral. 

Même  démonstration  que  pour  la  prop.  II  de  l'appendice 
au  livre  IV. 

•2**  De  tous  les  polygones  sphériques  formés  avec  des  côtés 
donnés  et  un  dernier  à  volonté ,  le  plus  grand  est  celui  qu^ on 
peut  inscrire  dans  un  demi-cercle  dont  la  corde  du  côté  non 
déterminé  sera  le  diamètre. 

La  démonstration  se  déduit  de  la  prop.  XXVI,  comme 
on  l'a  vu  dans  la  prop.  IV  de  l'appendice  cité;  il  faut  pour 
l'existence  du  maximum  ,  que  la  somme  des  côtés  donnés 
soit  moindre  que  la  demi-circonférence  d'un  grand  cercle. 

3**  Le  plus  grand  des  polygones  sphériques  formés  avec 
des  côtés  donnés ,  est  celui  qu'on  peut  inscrire  dans  un  cercle 
de  la  sphère. 

Même  démonstration  que  pour  la  prop.  VI  de  l'appendice 
au  livre  IV. 

4"  Le  plus  grand  des  polygones  sphériques  qui  ont  le 
même  périmètre  et  le  même  nombre  de  côtés  ,  est  celui  qui 
a  ses  angles  égaux,  et  ses  côtés  égaux. 

C'est  ce  qui  résulte  des  corollaires  i  et  3  qui  précèdent. 

Nota.  Toutes  les  propositions  de  maximum  concernant 
les  polygones  sphériques  s'appliquent  aux  angles  solides 
dont  ces  polygones  sont  la  mesure. 
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APPENDICE  AUX  LIVRES  VI  et  VIL 

LES    POLYÈDRES  RÉGULIERS. 


PROPOSITION    PREMIERE. 

THÉORÈME. 

Ll  ne  peut  y  avoir  que  cinq  polyèdres  réguliers. 

Car  on  a  à.kîiVL\  polyèdres  réguliers  ceux  dont  toutes  les 
faces  sont  des  polygones  réguliers  égaux  ,  et  dont  tous  les 
angles  solides  sont  égaux  entre  eux.  Ces  conditions  ne  peu- 
vent avoir  lieu  que  dans  un  petit  nombre  de  cas. 

\  Si  tes  faces  sont  des  triangles  équilatéraux  ,  on  peut 
former  cliaque  angle  solide  du  polyèdre  avec  trois  angles 
de  ces  triangles  ,  ou  avec  quatre ,  ou  avec  cinq  :  de  là  naissent 
trois  corps  régidicrs ,  qui  sont  le  tétraèdre ,  l'octaèdre ,  et 
ricosaèdre.  On  n'en  peut  pas  former  un  plus  grand  nombre 
avec  des  triangles  équilatéraux  ,  car  six  angles  de  ces  tri- 
angles valent  quatre  angles  droits,  et  ne  peuvent  former 
d'angle  solide*. 

2°  Si  les  faces  sont  des  quarrés ,  on  peut  assembler  leurs 
angles  trois  à  trois  ;  et  de  là  résulte  l'hexaèdre  ou  cube. 

Quatre  angles  de  quarrés  valent  quatre  angles  droits,  et 
ne  peuvent  former  d'angle  solide. 

3°  Enfin  ,  si  les  faces  sont  des  pentagones  réguliers  ,  on 
pourra  encore  assembler  leurs  angles  trois  à  trois,  et  il  en 
résultera  le  dodécaèdre  régulier. 

On  ne  peut  aller  plus  loin  ;  car  trois  angles  d'hexagones 
réguliers  valent  quatre  angles  droits  ,  et  trois  d'heptagones 
encore  plus. 

Donc  il  ne  peut  y  avoir  que  cinq  polyèdres  réguliers, 
trois  formés  avec  des  triangles  équilatéraux  ,  un  avec  dcâ 
quarrés  ,  et  un  avec  des  pentagones. 

Scholie.  On  va  prouver  dans  la  proposition  suivante  que 
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ces  cinq  polyèdres  existent  réellement ,  et  qu'on  peut  en 
tlf'lenniner  toutes  les  dimensions  lorsqu'on  connaît  une  de 
leurs  faces. 

PROPOSITION    II. 

PROBLEME. 

Etant  donnée  l'une  des  faces  d'un  polyèdre  régulier ,  vu 
seulement  son  côté ,  construire  le  polyèdre. 

Ce  problême  en  présente  cinq  qui  vont  être  résolus  suc- 
cessivement. 

Construction  du  tétraèdre. 

Soit  ABC  le  triangle  équilatéral  qui  doit  être  une  des  face    fig-  '4'. 
du  tétraèdre  ;  au  point  O,  centre  de  ce  triangle,  élevez  OS 
perpendiculaire  au  plan  ABC;  terminez  cette  perpendiculaire 
au  point  S,  de  sorie  que  AS::r:AB;  joignez  SB,  SC ,  et  la 
pyramide  SABC  sera  le  tétraèdre  requis. 

Car,  à  cause  des  distances  égales  OA ,  OB  ,  OC  ,  les  obli- 
ques SA  ,  SB  ,  SC  ,  s'écartent  également  de  la  perpendicu- 
laire SO  et  sont  égales.  L'une  d'elles  SA  r^  AB  ;  doncjes 
quatre  faces  de  la  pyramide  SABC  sont  des  triangles  égaux 
au  triangle  donné  ABC.  D'ailleurs  les  angles  solides  de  cette 
pyramide  sont  égaux  entre  eux  ,  puisqu'ils  sont  formés  clia. 
cun  avec  trois  angles  plans  égaux  ;  donc  cette  pyramide  est 
un  tétraèdre  régulier. 

Construction  de  l'hexaèdre. 

Soit  ABCD  un  quarré  donné  :  sur  la  base  ABCD  construi-   ''8  '^'*'*' 
sez  un  prisme  droit  dont  la  hauteur  AE  scit  égale  au  côté 
AB.  Il  est  clair  que  les  faces  de  ce  prisme  sont  des  quarrés 
égaux  ,  et  que  ses  angles  solides  sont  égaux  entre  eux  comme  ' 

étant  formés  chacun  avec  trois  angles  droits  ;  donc  ce  prisme 
est  un  hexaèdre  régulier  ou  cube. 

Construction  de  l'octaèdre. 

Soit  AMB  un  triangle  équilatéral  donné  :  sur  le  côté  AB  ^g  24'». 
décrivez  le  quarré  ABCD  ;  au  point  O  ,  centre  de  ce  quarré, 
élevez  sur  son  plan  la  perpendiculaire  TS  ,  terminée  de  ])art 
et   d'autre  en  T  et  S  ,  de  manière  que  OT^OS==AO; 
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J<»if;nez  ensuite  SA,  SB,  TA,  etc.,  vous  aurez  un  solide 
SARCDT  ,  composé  de  deux  pyramides  quadrangulaires 
SABCD,  TABCD,  adossées  par  leur  base  commune  ABCD  , 
ce  solide  sera  l'octaèdre  régulier  demandé. 

En  effet,  le  triangle  AOS  est  rectangle  en  O,  ainsi  que  le 
triangle  AOD  ;  les  côtes  AO ,  OS  ,  OD  ,  sont  égaux  ;  donc 
Ces  triangles  sont  égaux,  doiic  AS  =  AD.  On  démontrera 
de  même  que  tous  les  autres  triangles  rectangles  AOT,  BOS , 
COT ,  etc.  ,  sont  égaux  au  triangle  AOD  ;  donc  tous  les 
rôtés  AB  ,  AS  ,  AT,  etc.  sont  égaux  entre  eux  ,  et  par  con- 
séquent le  solide  SABCDT  est  compris  sous  huit  triangles 
égaux  au  triangle  équilatéral  donné  ABM.  Je  dis  de  plus  que 
les  angles  solides  du  polyèdre  sont  égaux  entre  eux  :  par 
exemple,   l'angle  S  est  égal  à  l'angle  B. 

Car  il  est  visible  que  le  triangle  SAC  est  égal  au  triangle 
DAC  ,  et  qu'ainsi  l'angle  ASC  est  droit  ;  donc  la  figure 
SATC  est  un  quarré  égal  au  quarré  ABCD.  Mais  si  on  com- 
pare la  pyramide  BASCT  à  la  pyramide  SABCD  ,  la  base 
ASCT  de  la  première  peut  se  placer  sur  la  base  ABCD  de  la 
seconde  ;  alors  le  point  O  étant  un  centre  commun ,  la  hau  - 
leur  OB  de  la  première  coïncidera  avec  la  hauteur  OS  de  la 
seconde  et  les  deux  pyramides  se  confondront  en  une  seule; 
donc  l'angle  solide  S  est  égal  à  l'angle  solide  B  ;  donc  le  so- 
lide SABCDT  est  un  octaèdre  régulier. 

SchoUe.  Si  trois  droites  égales,  AC  ,  BD ,  ST,  sont  per- 
])cndiculaires  entre  elles  et  se  coupent  dans  leur  milieu,  les 
extrémités  de  ces  droites  seront  les  sommets  d'un  octaèdre 
régulier. 

Construction  dn  dodécaèare. 

»ie.  2',6.  ^*>oit  ABCDE  un  pentagone  régulier  donné  ;  soient  ABP  , 
CBP  ,  deux  angles  plans  égaux  à  l'angle  ABC  :  avec  ces  angles 
plans  formez  l'angle  solide  B ,  et  déterminez  par  la  propo- 
sition XXIV,  livre  v,  l'inclinaison  mutuelle  de  deux  de  ces 
plans  ,  inclinaison  que  j'appelle  K.  Formez  semblableraent 
aux  points  C,  D,  E,  A,  des  angles  solides  égaux  à  l'angle 
solide  B  ,  et  situés  de  la  même  manière  :  le  plan  CBP  sera  le 
même  avec  le  plan  BCG  ,  puisqu'ils  sont  inclinés  l'un  et 
l'autre  de  la  m.ême  quantité  K  sur  le  pian  ABCD.  On  peut 
donc  dans  le  plan  PBCG  décrire  le  pentagone  BCGFP  égal 
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an  [nnJai^onc  ABCDE.  Si  on  fait  de  même  dans  chacun  des 
aiurrs  plans  CDI ,  DEL  ,  etc. ,  on  aura  une  surface  convexe 
PFCH  ,  etc.  composée  de  six  pentagones  réguliers  égaux  cl 
inclinés  chacun  sur  son  adjacent  de  la  même  quantité  K. 
Snit  nfgh  ,  etc.  une  seconde  surface  égale  à  PFGH  ,  ele. ,  jo 
dis  que  ces  deux  surfaces  peuvent  être  réunies  de  manière  à 
lie  former  qu'une  seule  surface  convexe  continue.  En  effet, 
l'angle  opj ,  par  exemple,  peut  se  joindre  aux  deux  angles 
OPB  ,  RPF  ,  pour  faire  Tin  angle  solide  P  égal  à  l'angle  B  ;  et 
dans  cette  jonction  il  ne  sera  rien  changé  à  l'inclinaison  des 
plans  BPF  ,  EPO  ,  puisque  cette  inclinaison  est  telle  qu'il  le 
faut  pour  la  formation  de  l'angle  solide.  Mais  en  même  temps 
que  l'angle  solide  P  sr  forme,  le  côté/^ys'appliquera  sur  son 
égal  PF,  et  au  point  F  se  trouveront  réunis  trois  angles 
plans  PFG  ,  pfe,  efg ,  qui  form;eront  un  angle  solide  égal  à 
chacun  des  angles  déjà  formés;  cette  jonction  se  fera  sans 
rien  changer  ni  a  l'état  de  l'angle  P,  ni  à  celui  de  la  surface 
t'fi^h  ,  Ptc.  ;  car  les  plans  PFG ,  e/p  ,  déjà  réunis  en  P ,  ont 
entre  eux  l'inclinaison  convenable  R,  ainsi  que  les  pians 
c/g  ,  e/j).  Continuant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  voit 
que  les  deux  surfaces  s'ajusteront  mutuellement  l'une  avec 
l'autre,  pour  ne  former  qu'une  seule  surface  continue  cl  ren- 
tranle  sur  elle-même  :  cette  surface  sera  celle  d'un  dodé- 
caèdre régulier,  puisqu'elle  est  composée  de  douze  penta- 
gones réguliers  égaux  ,  et  que  tous  ses  angles  solides  sont 
égaux  entre  eux. 

Conxtriiclion  de  l'icosardre. 

Soil  AHC  une  de  ses  faces;  il  faut  d'abord  former  un  fig.  247. 
angle  solide  avec  cinq  plans  égaux  au  plan  AB  C  et  égale- 
ment inclinés  chacun  sur  son  adjacent.  Pour  cela,  sur  le 
côté  B'C,  égal  à  BC,  faites  le  penlagone  régulier  B'C'iri'D'; 
au  centre  de  ce  pentagone  élevez  sur  son  plan  une  perpcndi. 
cuiaire  ,  que  vous  terminerez  en  A'  de  manière  que  B'A'rr- 
B'C;  joignez  A'C,  A' 11' ,  AT,  A'D',  et  l'angle  solide  A', 
formé  par  les  cinq  plans  B'A'C,  C'A'H' ,  etc.  ,  sera  i  angle 
solide  requis.  Car  les  obliques  A'B' ,  A'C  ,  etc.  sont  égales  , 
et  l'une  d'elles  A'B'  est  égale  au  côté  B'C;  donc  tous  les 
triangles  B'A'C,  C'A'H',  etc.  sont  égaux  enlre  eux  et  au 
triangle  donné  ABC. 
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n  est  visible  d'ailleurs  que  les  })lans  B'A'C ,  C'A' H',  etc. 
sont  également  inclinés  chacun  sur  son  adjacent  ;  car  les 
angles  solides  B',  C,  etc.  sont  égaux  entre  eux  ,  puisqu'ils 
sont  formés  chacun  avec  deux  angles  de  triangles  équilaté- 
raux  et  un  de  pentagone  régulier.  Appelons  K  l'inclinaison 
des  deux  plans  où  sont  les  angles  égaux  ,  inclinaison  qu'on 
peut  déterminer  par  la  proposition  xxiv,  liv.  v;  l'angle  K 
sera  en  même  temps  l'inclinaison  de  chacun  des  plans  qui 
composent  l'angle  solide  A'  sur  son  adjacent. 

Cela  posé,  si  on  fait  aux  points  A,  B,  C ,  des  angles  solide* 
égaux  cliacun  à  l'angle  A'  on  aura  une  surface  convexe 
DEFG  ,  etc.  composée  de  dix  triangles  équilatéraux  ,  dont 
chacun  sera  incliné  sur  son  adjacent  de  la  quantité  K;  et  les 
angles  D,  E,  F,  etc.  de  son  contour  réuniront  alternative- 
ment trois  et  deux  angles  de  triangles  équilatéraux.  Imagi- 
nez une  seconde  surface  égale  à  la  surface  DEFG,  etc.  ;  ces 
deux  surfaces  pourront  s'adapter  mutuellement ,  en  joignant 
chaque  angle  triple  de  l'une  à  un  angle  double  de  l'autre  ; 
et,  comme  les  plans  de  ces  angles  ont  déjà  entre  eux  l'incli- 
naison K  nécessaire  pour  former  un  angle  solide  quintuple 
t'gal  à  l'angle  A  ,  il  ne  sera  rien  changé  dans  cette  jonction  à 
l'état  de  chaque  surface  en  particulier,  et  les  deux  ensemble 
formeront  une  seule  surface  continue  ,  composée  de  vingt 
triangles  équilatéraux.  Cette  surface  sera  celle  de  l'icosaèdre 
régulier  ,  puisque  d'ailleurs  tous  les  angles  solides  sont 
égaux  entre  eux. 

PROPOSITION   m. 

R  O  B  L  H  M  E. 

Trouver  l'inclinaison  de  deux  J  ace  s  adjacentes  d'un  po- 
iyrdre  régulier. 

Cette  inclinaison  se  déduit  immédiatement  de  la  construc- 
tion qui  vient  d'être  donnée  des  cinq  polyèdres  réguliers  ;  à 
quoi  il  faut  ajouter  la  proposition  xxiv  ,  liv.  v,  par  laquelle 
étant  donnés  les  trois  angles  j)lans  qui  forment  un  angle 
solide,  on  détermine  l'angle  que  deux  de  ces  plans  font  ■ 
entre  eux.  * 

6g.  i43.         [)ans  le  tétraèdre.  Chaque  angle  solide  est  formé  de  trois 
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angles  de  triangles  équilatéranx  :  il  faut  flonc  chercher  jtar  . 

If  problème  cité  l'angle  que  deux  de  ces  plans  font  entre 
eux,  cet  angle  sera  l'inclinaison  de  deux  faces  adjacentes 
(lu  tétraèdre. 

Dana  Vhe.raèdre.  L'angle  de  deux  faces  adjacentes  est  un    (i^,  2.',',. 
angle  droit. 

Dans  Voctaèdre.  Formez  un  angle  solide  avec  deux  an-    ^\^.'i.\^. 
gles  de  triangles  équilatéraux  et  un  angle  droit;  l'inciinai- 
son  des  deux  plans  où  sont  les  angles  des  triangles  sera 
celle  de  deux  faces  adjacentes  de  l'octaèdre. 

Dans  le  dodécaèdre.  Chaque  angle  solide  est  formé  avec    f.„  ^/f, 
trois  angles  de  pentagones  réguliers;  ainsi  l'inclinaison  dos 
plans  de  deux  de  ces  angles  sera  celle  de  deux  faces  adja- 
centes du  dodécaèdre. 

Dans  ricosaèdre.  Formez  un  angle  solide  avec  deux  an-    }ig.  •i,'^. 
gles  de  triangles  équilatéraux  et  un  angle  de  pentagone  ré- 
gulier ,  l'inclinaison  des  deux  plans  où  sont  les  angles  des 
triangles  sera  celle  de  deux  faces  adjacentes  de  l'icosacdie- 
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PROBLÊME. 

Etant  donné  le  côté  d'un  polyèdre  régulier ,  troia'cr  le 
rayon  de  la  sphère  inscrite  et  celui  de  la  sphère  circon- 
scrite au  polyèdre. 

Il  faut  d'abord  démontrer  que  tout  polyèdre  régulier  i)riu    Cj;.  a't'^. 
être  inscrit  dans  la  spln-re ,  et  qu'il  ])eut  lui  être  circonscrit. 

Soit  AB  le  côté  commun  à  deux  faces  adjacentes  ;  soient 
C  et  E  les  centres  de  ces  deux  faces ,  et  CD ,  ED,  les  perpendi- 
culaires abaissées  de  ce^  centres  sur  le  côté  commun  AB, 
lesquelles  tomberont  au  point  D,  milieu  de  ce  côté.  Les  deux 
perpendiculaires  CD  ,  DE ,  font  entre  elles  un  angle  connu, 
qui  est  égal  à  l'inclinaison  de  deux  faces  adjacentes,  déter- 
minée par  le  problème  précédent.  Or  si,  dans  le  plan  CDE, 
perpendiculaire  à  AB ,  on  mène  sur  CD  et  ED  les  perpendi- 
culaires indéfinies  CO  et  EO ,  qui  se  rencontrent  en  0,je 
dis  que  le  point  O  sera  le  centre  de  la  sphère  inscrite  et 
celui  de  la  sphère  circonscrite  ;  le  rayon  de  la  première 
■étant  OC,  et  celui  de  la  seconde  OA. 


?3H  géométrie. 

En  effet ,  puisque  les  apothèmes  CD  ,  DE  ,  sont  égales,  et 
l'iivpotonuse  DO  commune,  le  triangle  rectangle  CDO  est 

*i8,i.  égal  an  triangle  rectangle  ODE  •  et  la  perpendiculaire  0(] 
est  égale  à  la  perj)en(liculaire  OE.  Mais  AB  étant  perpendi- 
culaire au  plan  CDE  ,  le  plan  ABC  est  perpendiculaire  à 

•17,  5.  CDE*  ,  ou  CDE  à  ABC  ;  d'ailleurs  CO  ,  dans  le  plan  CDE, 
est  perpendiculaire  à  CD,  intersection  commune  des  plans 

"18,5.  CDE,  ABC;  donc  CO  *  est  perpendiculaire  au  plan  ABC. 
Par  la  même  raison  EO  est  perpendiculaire  au  plan  ABE  ; 
donc  les  deux  yjerpendiculaircs  CO  ,  EO  ,  menées  aux  plans 
de  deux  faces  adjacentes  par  les  centres  de  ces  faces ,  se 
rencontrent  en  un  même  point  O  et  sont  égales.  Supposons 
maintenant  que  ABC  et  ABE  représentent  deux  autres  faces 
adjacentes  quelconques  ,  l'apothème  CD  restera  toujours  de 
la  même  grandeur  ,  ainsi  que  l'angle  CDO,  moitié  de  CDE; 
donc  le  triangle  rectangle  CDO  et  sou  côté  CO  seront  égaux 
pour  toutes  les  faces  du  polyèdre  ;  donc,  si  du  point  O 
comme  centre  et  du  rayon  OC  on  décrit  une  sphère ,  cette 
sphère  touchera  toutes  les  faces  du  ])olyèdre  dans  leurs 
centres  (car  les  plans  ABC  ,  ABE  ,  seront  ])erpendiculaires 
à  l'exlrémité  d'un  rayon)  ,  et  la  sphère  sera  inscrite  dans  le 
[lolyèdre,  ou  le  polyèdre  circonscrit  à  la  sphère. 

Joignez  OA,  OB^  à  cause  de  CA  z=z  CB ,  les  deux  obliques 
OA,  OB,  s'ècartanl  également  de  la  perpendiculaire,  seront 
égales  ;  il  en  sera  de  même  de  deux  autres  lignes  ([uelcon- 
ques  menées  du  centre  O  aux  extrémités  d'un  même  côté; 
donc  toutes  ces  lignes  sont  égales  entre  elles  ;  donc  si  du 
point  O  comme  centre  et  du  rayon  OA  on  décrit  une  sur- 
face sphérique  ,  cette  surface  ])assera  par  les  sommets  de 
tous  les  angles  solides  du  polyèdre,  et  la  sphère  sera  cir- 
conscrite au  polyèdre  ou  le  polyèdre  inscrit  dans  la  sphère. 
Cela  posé,  la  solution  du  problême  proposé  n'a  plus  au- 
cune difficulté,  et  peut  s'effectuer  ainsi  : 
(ij.;.  249,  Étant  donné  le  côté  d'une  face  du  polyèdre ,  décrivez 
cette  face,  et  soit  CD  son  apothème.  Cherchez  par  le  pro- 
blême précédent  l'inclinaison  de  deux  faces  adjacentes  du 
polyèdre,  et  faites  l'angle  CDE  égal  à  cette  inclinaison, 
l^renez  DE  égale  à  CD  ,  menez  CO  et  EO  perpendiculaires 
^  CD   ei     ED  ;  ces  «leux  perpendiculaires   se  rencontreront 
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en  un  point  O,  et  CO  sera  le  rayon  de  la  sphère  inscrit 
dans  ïe  polyèdre 

S»ir  le  prolongement  de  DC  prenez  CA  égale  au  rayon 
du  cercle  circonscrit  à  une  face  du  polyèdre,  et  OA  sera 
le  rayon  de  la  sphère  circonscrite  à  ce  même  polyèdre. 

Car  les  triangles  rectangles  CDO,  CAO,  de  la  fîg.  a/i^, 
sont  égaux  aux  triangles  de  même  nom  dans  la  figure  5>48: 
ainsi,  tandis  que  CD  et  CA  sont  les  rayons  des  cercles  in- 
scrit et  circonscrit  à  une  face  du  polyèdre,  OC  et  OA  sont 
les  rayons  des  sphères  inscrite  et  circonscrite  au  même  po- 
lyèdre. 

Sc/iolie.  On  peut  tirer  des  propositions  iréct'dentes  plu. 
sieurs  conséquences. 

1°  Tout  polyèdre  régulier  peut  être  partage  en  autant  de 
pyramides  régulières  que  le  polyèdre  a  de  faces  :  le  sommet 
commun  de  ces  pyramides  sera  le  centre  du  polyèdre,  qui 
est  en  même  temps  celui  des  sphères  inscrite  et  circonscrite. 

2"  La  solidité  d'un  polyèdre  régulier  est  égale  à  sa  surface 
multipliée  par  le  tiers  du  rayon  de  la  sphère  inscrite. 

3"  Deux  polyèdres  réguliers  de  même  nom  sont  deux  so- 
lides semblables,  et  leurs  dimensions  homologues  sont  pro- 
portionnelles; donc  les  rayons  des  sphères  inscrites  ou  cir- 
conscrites sont  entre  eux  comme  les  côtés  de  ces  polyèdre, 

4"  Si  on  inscrit  un  polyèdre  régulier  dans  una  sphères 
les  plans  menés  du  centre  le  long  des  différents  côtés  par 
tageronl  la  surface  de  la  sphère  en  autant  de  polygone 
phériques  égaux  et  semblables  que  le  jiolyèdie  a  de  tacus. 


LIVRE  VIII. 

LES  TROIS  CORPS  RONDS. 


Dr.  FINIT  IONS. 


fi".  25o.  1-  vJn  appelle  cylindre  le  solide  produit  par  la  révo- 
lution d'un  rectangle  ABCD,  qu'on  imagine  tourner 
autour  du  côté  immobile  AB. 

Dans  ce  mouvement  les  côtés  AD,  BC,  restant 
toujours  perpendiculaires  à  AB,  décrivent  des  plans 
circulaires  égaux  DHP,  CGQ,  qu'on  appelle  les 
hases  du  cylindre ,  et  le  côté  CD  en  décrit  la  surjace 
convexe. 

La  ligne  immobile  AB  s'appelle  Xaxe  du  cylindre. 

Toute  section  KLM ,  faite  dans  le  cylindre  perpen- 
dicidairement  à  l'axe,  est  un  cercle  égal  à  chacune 
des  bases  :  car  pendant  que  le  rectangle  ABCD 
tourne  autour  de  AB,  la  ligne  IK.,  perpendiculaire  à 
AB,  décrit  un  plan  circulaire  égal  à  la  base,  et  ce 
plan  n'est  autre  chose  que  la  section  faite  perpendi- 
culairement à  l'axe  au  point  I. 

Toute  section  PQGH,  faite  suivant  l'axe,  est  un 
fig.îSi.    rectangle  double  du  rectangle  générateur  ABCD. 

IL  On  appelle  cône  le  solide  produit  par  la  révo- 
lution du  triangle  rectangle  SA.B ,  qu'on  ixnagine  tour- 
ner autour  du  côté  immobile  SA. 

Dans  ce  mouvement  le  côté  AB  décrit  un  plan  cir- 
culaire BDCE,  qu'on  appelle  la  hase  du  cône,  et  l'hy- 
poténuse SB  en  décrit  la  surface  convexe. 

Le  point  S  s'appelle  le  sommet  du  cône,  SA  Vaxe 
ou  la  hauteur  y  et  SB  le  côté  ou  V  apothème. 

Toute  section  HKFl,  faite  perpendiculairement  à 
l'axe,  est  un  cercle;  toute  section  SDE,   faite  sui- 
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vaut  l'axe,  est  un  triangle  isoscèie  double  tlu  triangle 
générateur  SAB. 

III.  Si  du  cône  SGDB  on  retranche ,  par  une  sec- 
tion parallèle  à  la  base,  le  cône  SFKH,  le  solide  res- 
tant GBHF  s'appelle  cône  tronqué  ou  tronc  de  cône. 

On  peut  supposer  qu'il  est  décrit  par  la  révolution 
du  trapèze  ABHG,  dont  les  angles  A  et  G  sont  droits , 
autour  du  côté  AG.  La  ligne  immobile  AG  s'appelle 
l* axe  on  la  hauteur  du  tronc,  les  cercles  BDG,HFK, 
en  sont  les  bases ,  et  BH  en  est  le  côté. 

IV.  Deux  cylindres  ou  deux  cônes  sont  semblables 
lorsque  leurs  axes  sont  entre  eux  comme  les  diamètres 
de  leurs  bases. 

V.  Si ,  dans  le  cercle  ACD  qui  sert  de  base  à   un   gg.  252. 
cylindre,  on  inscrit  un  polygone  ABGDE,  et  que  sur 

la  base  ABGDE  on  élève  un  prisme  droit  égal  en 
hauteur  au  cylintlre ,  le  prisme  est  dit  inscrit  dans  le 
cylindre ,  ou  le  cylindre  circonscrit  au  prisme. 

Il  est  clair  que  les  arêtes  AF ,  BG ,  GH ,  etc.  à\\. 
prisme,  étant  perpendiculaires  au  plan  de  la  bases 
sont  comprises  dans  la  surface  convexe  du  cylindre, 
donc  le  prisme  et  le  cylindre  se  touchent  suivant  ces 
arêtes. 

VI.  Pareillement,  si  ABGD  est  un  polygone  circon-  g      ^, 
scrit  à  la  base  d'un  cylindre,  et  que  sur  la  base  ABGD 

on  construise  un  prisme  droit  égal  en  hauteur  au  cy- 
lindre, le  prisme  est  dit  circonscrit  au  cylindre ,  ou  le 
cylindre  inscrit  dans  le  prisme. 

Soient  M,  N,  etc.  les  points  de  contact  des  côtés 
AB,  BG,  etc.  et  soient  élevées  par  les  points  M,  N, 
etc.  les  perpendiculaires  MX,  NY,  etc.  au  plan  de  la 
base;  il  est  clair  que  ces  perpendiculaires  seront  à-la- 
fois  dans  la  surface  du  cylindre  et  dans  celle  du  prisme 
circonscrit  ;  donc  elles  seront  leurs  lignes  de  contact. 

N.  D.  Le  cylindre ,  le  cône,  et  la  sphère,  sont  le»  trois  corps  roiuts 
dont  OH  s'occape  dans  les  éléments. 
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Lemmes  préliminaires  sur  les  surfaces. 
1. 

fig.  25',.  Une  surface  plane  OARCD  est  plus  petite  que 
toute  autre  surface  PABCD  ,  terminée  au  même 
contour  ABCD. 

Cette  proposition  est  assez  évidente  pour  être  ran- 
gée au  nombre  des  axiomes;  car  on  pounait  suppo- 
ser ffue  le  plan  est  parmi  les  surfaces  ce  que  la  ligne 
droite  est  parmi  les  lignes  :  la  ligne  droite  est  la  plus 
courte  entre  deux  points  donnés,  de  même  le  plan 
est  la  surface  la  plus  petite  entre  toutes  celles  qui  ont 
un  même  contour.  Cependant  comme  il  convient  de 
réduire  les  axiomes  au  plus  petit  nombre  possible, 
voici  un  raisonnement  qui  ne  laissera  aucun  doute 
sur  cette  proposition. 

Une  suriace  étant  une  étendue  en  longueur  et  en 
largeur ,  on  ne  petit  concevoir  qu'une  surface  soit 
plus  grande  qu'une  autre,  à  moins  que  les  dimensions 
de  la  première  n'excèdent  dans  quelques  sens  celles 
de  la  seconde  ;  et  s'il  arrive  que  les  dimensions  d'une 
surface  soient  en  tous  sens  plus  petites  que  les  dimen- 
sions d'une  autre  surface,  il  est  évident  que  la  pre- 
mière surface  sera  la  plus  petite  des  deux.  Or,  dans 
quelque  sens  qu'on  fasse  passer  le  plan  BPD ,  qui  cou- 
pera la  surface  plane  suivant  BD,  et  l'autre  surface 
suivant  BPD,  la  ligne  droite  BD  sera  toujours  plus 
petite  que  BPD  ;  donc  la  surface  plane  OABCD  est 
plus  petite  que  la  surface  environnante  PABCD. 

II. 

fi{..a55.       Toute  surface  convexe  OABCD  est  moindre 
quune  autre  surface  quelconque  qui  enveloppe 
rait  la  première  en  s' appuyant  sur  le  même  con^ 
tour  kW^Y). 
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Nous  répéterons  ici  que  nous  entendons  par  sur- 
face convexe  une  surface  qui  ne  peut  être  rencontrée 
par  une  ligne  droite  en  plus  de  deux  points  :  et  ce- 
pendant il  est  possible  qu'une  ligne  droite  s'applique 
exactement  dans  un  certain  sens  sur  une  surface 
convexe  ;  on  en  voit  des  exemples  dans  les  surfaces 
du  cône  et  du  cylindre.  Nous  observerons  aussi  que 
la  dénomination  de  surface  convexe  n'est  pas  bornée 
aux  seules  surfaces  courbes  j  elle  comprend  les  sur- 
faces poljédrales  ou  composées  de  plusieurs  plans, 
et  aussi  les  surfaces  en  partie  courbes ,  en  partie  po- 
iyédrales. 

Gela  posé)  si  la  surface  OABCD  n'est  pas  plus 
petite  que  toutes  celles  qui  l'enveloppent,  soit  parmi 
celles-ci  PABCD  la  surface  la  plus  petite  qui  sera  au 
plus  égale  à  OABCD.  Par  un  point  quelconque  O , 
laites  passer  un  plan  qui  touche  la  surface  OABCD 
sans  la  couper;  ce  plan  rencontrera  la  surface  PABCD, 
et  la  partie  qu'il  en  retranchera  sera  plus  grande  que 
le  plan  terminé  à  la  même  surface*  :  donc,  en  con- 
servant le  reste  de  la  surface  PABCD ,  on  pourrait 
substituer  le  plan  à  la  partie  retranchée,  et  on  aurait 
une  nouvelle  surface  qui  envelopperait  toujours  la  sur- 
face OABCD ,  et  qui  serait  plus  petite  que  PABCD. 

Mais  celle-ci  est  la  plus  petite  de  toutes  par  hypo- 
thèse; donc  cette  hypothèse  ne  saurait  subsister,  donc 
la  surface  convexe  OABCD  est  plus  petite  que  toute 
autre  surface  qui  envelopperait  OABCD,  et  qui  serait 
terminée  au  même  contour  ABCD. 

Scholie.  Par  un  raisonnement  entièrement  semblable 
on  prouvera, 

i*^  Que,  si  une  surface  convexe  terminée  par  deux   ^„  ^se 
contours  ABC ,  DEF ,  est  enveloppée  par  une  autre 
surface  quelconque   terminée  aux   mêmes  contours, 
la  surface  enveloppée  sera  la  phis  petite  des  deux. 

16. 
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6g. ^57.  2°  Que  ,  si  une  surface  convexe  AB  est  enveloppée 
de  toutes  parts  par  une  autre  surface  MN ,  soit  qu'elles 
aient  des  points,  des  lignes  ou  des  plans  communs, 
soit  qu'elles  n'aient  aucun  point  de  commun ,  la  sur- 
face enveloppée  sera  toujours  plus  petite  que  la  surface 
enveloppante. 

Car  parmi  celles-ci  il  ne  peut  y  en  avoir  aucune 
qui  soit  la  plus  petite  de  toutes ,  puisque  dans  tous  les 
cas  on  pourrait  toujours  mener  le  plan  CU  tangent 
a  la  surface   convexe  ,  lequel   plan   serait  plus    petit 

*iem.  1.  que  la  surface  CMD*;  et  ainsi  la  surface  CND  serait 
plus  petite  que  MN,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse 
que  MN  est  la  plus  petite  de  toutes.  Donc  la  surface 
convexe  AB  est  plus  petite  que  toutes  celles  qui  l'en- 
veloppent. 

PROPOSITION    PREMIÈRE. 

THÉORÈME. 

La  solidité  d'un  cylindre  est  égale  au  produit 
de  sa  hase  par  sa  hauteur. 

*'  *  Soit  CA  le  rayon  de  la  base  du   cylindre  donné, 

H  sa  hauteur;  représentons  par  surf.  CA  la  surface 
du  cercle  dont  le  rayon  est  CA  ;  je  dis  que  la 
solidité  du  cylindre  sera  surf.  CA  x  H.  Car ,  si 
surf.  CAxH  n'est  pas  la  mesure  du  cylindre  donné, 
ce  produit  sera  la  mesure  d'un  cylindre  plus  grand 
ou  plus  petit.  Et  d'abord  supposons  qu'il  soit  la 
mesure  d'un  cylindre  plus  petit ,  par  exemple ,  du 
cylindre  dont  CD  est  le  rayon  de  la  base  et  H  la 
hauteur. 

Circonscrivez  au  cercle  dont  le  rayon  est  CD,  un 
ftolygone  régulier  GHIP,  dont  les  côtés  ne  rencon- 

*'"'  '*  tient  pas  la  circonférence  dont  CA  est  le  rayon  *  ; 
imaginez  ensuite  un  prisme  droit  qui  ait  pour  base  le 
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polygone  GHIP,  et  pour  hauteur  H,  lequel  prisme 
sera  circonscrit  au  cylindre  dont  CD  est  le  rayon  de 
la  base.  Cela  posé,  la  solidité  du  prisme*  est  égale  à  •  ^^ 
sa  base  GHIP,  multipliée  par  la  hauteur  H;  la  base 
GHIP  est  plus  petite  que  le  cercle  dont  CA  est  le 
rayon  :  donc  la  solidité  du  prisme  est  plus  petite  que 
sur^.  CAxH.  Mais  surf.  CAxH  est,  par  hypothèse, 
la  solidité  du  cylindre  inscrit  dans  le  prisme  ;  donc 
le  prisme  serait  plus  petit  que  le  cylindre  :  or ,  au 
contraire,  le  cylindre  est  plus  petit  que  le  prisme, 
puisqu'il  y  est  contenu  ;  donc  il  est  impossible  que 
sur/.  CA  X  H  soit  la  mesure  du  cylindre  dont  CD 
est  le  rayon  de  la  base  et  H  la  hauteur;  ou,  en  termes 
plus  généraux,  /e  produit  de  la  base  d'un  cylindre 
par  sa  hauteur  ne  peut  mesurer  un  cylindre  plus 
petit. 

Je  dis  en  second  lieu  que  ce  même  produit  ne  peut 
mesurer  un  cylindre  plus  grand:  car,  pour  ne  pas 
multiplier  les  figures ,  soit  CD  le  rayon  de  la  base  du 
cylindre  donné,  et  soit,  s'il  est  possible,  surf.  CDx  H 
la  mesure  d'un  cylindre  plus  grand,  par  exemple, 
du  cylindre  dont  CA  est  le  rayon  de  la  base  et  H  la 
hauteur. 

Si  on  fait  la  môme  construction  que  dans  le  premier 
cas ,  le  prisme  circonscrit  au  cylindre  donné  aura 
pour  mesure  GHIP  X  H  :  l'aire  GHIP  est  plus  grande 
que  surf.  CD  ;  donc  la  solidité  du  prisme  dont  il 
s'agit  est  plus  grande  que  surf.  CD  X  H  :  le  prisme 
serait  donc  plus  grand  que  le  cylindre  de  même  hau- 
teur qui  a  pour  base  surf.  CA.  Or,  au  contraire,  le 
prisme  est  plus  petit  que  le  cylindre,  puisqu'il  y  est 
contenu  ;  donc  il  est  impossible  que  la  base  d'un  cy- 
lindre multipliée  par  sa  hauteur  soit  la  mesure  d'un 
cylindre  plus  grand. 

Donc  enfin  la  solidité  d'un  cylindre  est  égale  au 
produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 
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Corollaire  V.  Les  cylindres  de  même  hauteur  sont 
entre  eux  comme  leurs  bases ,  et  les  cylindres  de 
même  base  sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs. 

Corollaire  II.  Les  cylindres  semblables  sont  comme 
les  cubes  des  hauteurs,  ou  comme  les  cubes  des  dia- 
mètres des  bases.  Car  les  bases  sont  comme  les  quarrés 
de  leurs  diamètres  ;  et  puisque  les  cylindres  sont 
semblables,  les  diamètres  des  bases  sont  comme  les 
'*déf.4.  hauteurs*  :  donc  les  bases  sont  comme  les  quarrés 
des  hauteurs  ;  donc  les  bases  multipliées  par  les  hau- 
teurs, ou  les  cylindres  eux-mêmes,  sont  comme  les 
cubes  des  hauteurs. 

Scholie.  Soit  R  le  rayon  de  la  base  d'un  cylindre, 
•^'  »     H  sa  hauteur,  la  surface  de  la  base  sera  ttR'*,  et  1» 
solidité  du  cylindre  sera  tcR'  xH,  ou  tîR'H. 

PROPOSITION  II. 

L  E  M  M  E. 

La  surf  ace  convexe  d'un  prisme  droit  est  égale 
au  périmètre  de  sa  base  multiplié  par  sa  hauteur. 

%■  259.  Car  cette  surface  est  égale  à  la  somme  des  rectangles 
AFGB,  BGHC,  GHÏD,  etc.  dont  elle  est  composée: 
or  les  hauteurs  AF,  BG ,  CH,  etc.  de  ces  rectangles 
sont  égales  à  la  hauteur  du  prisme;  leurs  bases  AB, 
BG,  GD,  etc.  prises  ensemble,  font  le  périmètre  de  la 
base  du  prisme.  Donc  la  somme  de  ces  rectangles  ou 
la  surface  convexe  du  prisme  est  égale  au  périmètre  de 
sa  base  multiplié  par  sa  hauteur. 

Corollaire.  Si  deux  prismes  droits  ont  la  même 
hauteur,  les  surfaces  convexes  de  ces  prismes  seron-î' 
entre  elles  comme  les  périmètres  de  leurs  bases. 
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PROPOSITION     III. 

L  E  IW  M  E. 

La  surface  convexe  du  cylindre  est p^us  grande 
que  la  sur j  ace  convexe  de  tout  prisme  inscrit  ^  et 
plus  petite  que  la  surface  convexe  de  tout  prisme 
circonscrit. 

Car  la  surface  convexe  du  cylindre  et  celle  du  e^.  aSa, 
prisme  inscrit  ADGDEF  peuvent  être  considérées 
comme  ayant  même  longueur,  puisque  toute  section 
faite  dans  l'une  et  dans  l'autre  parallèlement  à  AF 
est  égale  à  AF  ;  et  si  pour  avoir  les  largeurs  de  ces 
surfaces  on  les  coupe  par  des  plans  parallèles  à  la 
base  ou  perpendiculaires  à  l'arête  AF,  les  sections 
seront  égales,  l'une  à  la  circonférence  de  la  base, 
l'autre  au  contour  du  polygone  ABCDE  plus  petit 
que  cette  circonférence  :  donc  ,  puisqu'à  longueur 
égale  la  largeur  de  la  surface  cylindrique  est  plus 
grande  que  celle  de  la  surface  prismatique ,  il  s'en- 
suit que  la  première  surface  est  plus  grande  que  la 
seconde. 

Par   un  raisonnement   entièrement  semblable    on   %.  253. 
prouvera    que   la    surface    convexe    du    cylindre    est 
plus    petite    que    celle    de    tout    prisme    circonscrit 
BGDKLH. 

PROPOSITION     IV. 

TnÉoRâaiE. 

La  surface  convexe  d'un  cylindre  est  égale  à 
la  circonférence  de  sa  hase  multipliée  par  sa 
hauteur. 

Soit  GA  le  rayon  de  la   base  du  cylindre    donné  •,    fi-.  258. 
H   sa    hauteur  ;  si    on    représente    par   cire.    CA   la 
ciiconférence    qui    a    pour    rayon    GA      je    dis    que 
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cire.  CAxH  sera  la  surface  convexe  de  ce  cylindre - 
Car ,  si  on  nie  cette  proposition ,  il  faudra  que 
cire.  CAxH  soit  la  surface  d'un  cylindre  plus  grand 
ou  plus  petit;  et  d'abord  supposons  qu'elle  soit  la 
surface  d'un  cylindre  plus  petit ,  par  exemple ,  du 
cylindre  dont  CD  est  le  rayon  de  la  base  et  H  la 
hauteur. 

Circonscrivez  au  cercle  dont  le  rayon  est  CD  un 
polygone  régulier  GHIP ,  dont  les  côtés  ne  rencon- 
rent  pas  la  circonférence  qui  a  CA  pour  rayon  ;  ima- 
tinez  ensuite  un  prisme  droit  qui  ait  pour  hauteur 
H,  et  pour  base  le  polygone  GHIP.  La  surface  con- 
vexe de  ce  prisme  sera  égale  au  contour  du  polygone 
GHIP  multiplié  par  la  hauteur  H*  :  ce  contour  est 
plus  petit  que  la  circonférence  dont  le  rayon  est 
CA5  donc  la  surface  convexe  du  prisme  est  plus  petite 
que  cire.  CAxH.  Mais  eii-c.  CAxH  est,  par  hypo- 
thèse ,  la  surface  convexe  du  cylindre  dont  CD  est  le 
rayon  de  la  base ,  lequel  cylindre  est  inscrit  dans  le 
prisme  ;  donc  la  surface  convexe  du  prisme  serait  plus 
petite  que  celle  du  cylindre  inscrit.  Or,  au  contraire  » 
elle  doit  être  plus  grande  *  ;  donc  l'hypothèse  d'où 
l'on  est  parti  est  absurde:  donc,  i^  la  circonférence 
de  la  base  d'un  cylindre  multipliée  par  sa  hauteur 
ne  peut  mesurer  la  surface  convexe  d'un  cylindre 
plus  petit. 

Je  dis  en  second  lieu  que  ce  même  produit  ne  peut 
mesurer  la  surface  d'un  cylindre  plus  grand.  Car, 
pour  ne  pas  changer  de  figure ,  soit  CD  le  rayon  de 
la  base  du  cylindre  donné,  et  soit,  s'il  est  possiUe 
cire.  CD  X  H  la  surface  convexe  d'un  cylindre  qui, 
avec  la  même  hauteur ,  aurait  pour  base  un  cercle 
plus  grand,  par  exemple,  le  cercle  dont  le  rayon  est 
CA.  On  fera  la  même  construction  que  dans  la  pre- 
mière hypothèse,  et  la  surface  convexe  du  prisme 
sera  toujours  égale  au   contour  du   polygone  GHPI 
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multiplié  par  la  hauteur  H.  Mais  ce  contour  est  plus 
grand  que  cire.  CDj  donc  la  surface  du  prisme  serait 
plus  grande  que  cire.  CDxH  ,  qui,  par  hypothèse, 
est  la  surface  du  cylindre  de  même  hauteur  dont  CA 
est  le  rayon  de  la  base.  Donc  la  surface  du  prisme 
serait  plus  grande  que  celle  de  ce  cylindre.  Mais, 
quand  même  le  prisme  serait  inscrit  dans  le  cylindre , 
sa  surface  serait  plus  petite  que  celle  du  cylindre  *  J 
à  plus  forte  raison  est  -  elle  plus  petite  lorsque  le 
prisme  ne  s'étend  pas  jusqu'au  cylindre.  Donc  la  se- 
conde hypothèse  ne  saurait  avoir  lieu  ;  donc  2°  la 
circonférence  de  la  base  d'un  cylindre  multipliée  par 
sa  hauteur  ne  peut  mesurer  la  surface  d'un  cylindre 
plus  grand. 

Donc  enfin  la  surface  convexe  d'un  cylindre  est 
égale  à  la  circonférence  de  sa  base  multipliée  par  sa 
hauteur. 

PROPOSITION     V. 

THÉOR£ME. 

La  solidité  d'un  cône  est  égale  au  produit  de 
sa  hase  par  le  tiers  de  sa  hauteur. 

Soit  SO  la  hauteur  du  cône  donné,  AO  le  rayon   ^B- '^9- 
de  la  base;  si  on  désigne  par  surf.  AO  la  surface  de 
la  base ,  je  dis  que  la  solidité  de  ce  cône  sera  égale  à 
surf.  AO  X  3  SO. 

En  effet,  supposons  i**  que  suif.  AOx  jSO  soit  la 
solidité  d'un  cône  plus  grand,  par  exemple,  du  cône 
dont  SO  est  toujours  la  hauteur ,  mais  dont  OB  plus 
grand  que  AO ,  est  le  rayon  de  la  base. 

Au  cercle  dont  le  rayon  est  AO  circonscrivez  Un 
polygone  régulier  MNPT  qui  ne  rencontre  pas  la 
circonférence  dont  le  rayon  est  OB  *  ;  imaginez  en- 
suite une  pyramide  qui  ait  pour  base  le  polygone 
et  pour  sommet  le  point  S.  La  solidité  de  cette  py- 
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19,6.  'amide  *  est  éj^ale  à  l'aire  du  polygone  MNPT  mul- 
tipliée par  le  tiers  de  la  hauteur  SO.  Mais  le  poly- 
gone est  plus  grand  que  le  cercle  inscrit  représenté 
par  surf.  AO  ;  donc  la  pyramide  est  plus  grande 
que  5M//;  AOxISO,  qui,  par  hypothèse,  est  la  me- 
sure du  cône  dont  S  est  le  sommet  et  OB  le  rayon  de 
la  base.  Or,  au  contraire,  la  pyramide  est  plus  petite 
que  le  cône,  puisqu'elle  y  est  contenue;  donc  i^  il 
est  impossible  que  la  base  d'un  cône  njultipliée  par 
le  tiers  de  sa  hauteur  soit  la  mesure  d'un  cône  plus 
grand. 

Je  dis  2"  que  ce  même  produit  ne  peut  être  la  me- 
sure d'un  cône  plus  petit.  Car,  pour  ne  pas  changer 
de  figiue,  soit  OB  le  rayon  de  la  base  du  cône  don- 
né, et  soit,  si!  est  possible ,  ^wr/.  OBXjSO  la  soli- 
dité du  cône  qui  a  pour  hauteur  SO  et  pour  base  le 
cercle  dont  AO  est  le  rayon.  On  fera  la  même  con- 
struction que  ci-dessus ,  et  la  pyramide  SMNPT  aura 
pour  mesure  l'aire  MNPT  multipliée  par  ~  SO.  Mais 
l'aire  MJVTPT  est  plus  petite  que  surf.  OB  ;  donc  la 
pyramide  aurait  une  mesure  plus  petite  que  surj. 
OBx^  SO,  et  par  conséquent  elle  serait  plus  petite 
que  le  cône  dont  AO  est  le  rayon  de  la  base  et  SO  la 
hauteur.  Or,  au  contraire,  la  pyramide  est  plus  grande 
que  le  cône ,  puisque  le  cône  y  est  contenu  :  donc  2" 
il  est  impossible  que  la  base  d'un  cône  multipliée  par 
le  tiers  de  sa  hauteur  soit  la  mesure  d'un  cône  plus 
petit. 

Donc  enfin  la  solidité  d'un  cône  est  égale  au  pro- 
duit de  sa  base  par  le  tiers  de  sa  hauteur. 

Corollaire.  Un  cône  est  le  tiers  d'im  cylindre  de 
même  base  et  de  même  hauteur;  d'où  il  suit, 

1"  Que  les  cônes  d'égales  hauteurs  sont  entre  eux 
comme  leurs  bases  ; 

2"  Que  les  cônes  de  bases  égales  sont  entre  eux 
comme  leurs  hauteurs  ; 
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.V  Que  les  cônes  semblables  sont  comme  les  cubes 
(les  tliamètres  de  leurs  bases,  ou  comme  les  cubes  de 
leurs  hauteurs. 

Scholie.  Soit  11  le  rayon  de  la  base  d'un  cône ,  H 
sa  hauteur;  la  solidité  du   cône  sera  icR"  X  ^  H  ou 

PROPOSITION    VI. 

THÉORÈME. 

Le  cône  tronqué  kUEW ,  doîit  kO  ^  DP  sont  les  lig.  260. 
rayons  des  bases  et  PO  la  hauteur  ^  a  pour  me- 
sure-.-k.  OP.  (ÂÔV  DP V  AO  X  dp). 

Soit  TFGH  une  pyramide  triangulaire  de  même 
hauteur  que  le  cône  SAB,  et  dont  la  base  FGH  soit 
équivalente  à  la  base  du  cône.  On  peut  supposer  que 
ces  deux  bases  sont  placées  sur  un  même  plan  ;  alois 
les  sommets  S  et  T  seront  à  égales  distances  du  plan 
des  bases,  et  le"  plan  EPD  prolongé  fera  dans  la  pyra- 
mide la  section  IKL.  Or  je  dis  que  cette  section  IKL     wii.  -,^^ 

'^est  équivalente  à  la  base  DE;  car  les  bases  AB,  DE, 
sont  entre  elles  comme    les  quarrés  des  rayons  AO  , 
DP*,  ou  comme  les  quarrés  des   hauteurs  SO,  SP  ;       ^''^' 
les  triangles  FGK ,  IKL ,  sont  entre  eux   comme   les 

-'''quarrés  de  ces   mêmes  hauteurs*;  donc   les    cercles     *  i^»''- 
AB,DE,  sont  entre  eux  comme  les  triangles  FGH, 
IKL.  Mais,  par  hypothèse,  le  triangle  FGH  est  équi- 
valent au  cercle  AB  ;  donc  le  triangle  IKL  est  équiva- 
lent  au  cercle  DE. 

Maintenant,  la  base  AB  multipliée  par  ^SO  est  la 
solidité  du  cône  SAB,  et  la  base  FGH  multipliée  par 
^SO  est  celle  de  la  pyramide  TFGH;  donc,  à  cause 
des  bases  .équivalentes ,  la  solidité  de  la  pyramide  est 
égale  à  celle  du  cône.  Par  une  raison  semblable ,  la 
pyramide  TIKL  est  équivalenle  au  cône  SDE;  donc 
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le  tronc  de  cône  ADEB  est  équivalent  au  tronc  âe 
pyramide  FGHIKL,  Mais  la  base  FGH,  équivalente 
au  cercle  dont   le    rayon    est   AO,  a    pour    mesure 

TC  X  AOj   de   même   la  base  1KL=  tt  x  DP,  et    la 

moyenne  proportionnelle  entre  xxAOetTTxDP 
est  TT  X  AO  X  DP  ,•  donc  la  solidité  du  tronc  de  pyra- 
mide ,  ou  celle  du  tronc  de  cône ,  a  pour  mesure  |0P  X 

*  20, 6.    (  7c  X  AO+TT  X  DP'-hTV  X  AO  X  DP  )  *,  qui  est  la  même 

chose  que|TrxOPx(ÂO  +  DPVAOxDP). 

PROPOSITION   VIL 

THEOREME. 

La  surface  convexe  d'un  cône  est  égale  à  la 
circonférence  de  sa  hase  multipliée  par  la  moi- 
tié de  son  côté, 
«•g-  ■239.  Soit  AO  le  rayon  de  la  base  du  cône  donné ,  S  son 
sommet,  et  SA  son  côté;  je  dis  que  sa  surface  sera 
c/rc.  AO  X  7  S  A.  Car  soit,  s'il  est  possible,  cire.  KO  X 
^SA,  la  surface  d'un  cône  qui  aurait  pour  sommet  le 
point  S  et  pour  base  le  cercle  décrit  du  rayon  OB  plus 
grand  que  AO. 

Circonscrivez  au  petit  cercle  un  polygone  régulier 
MNPT,  dont  les  côtés  ne  rencontrent  pas  la  cir- 
conférence qui  a  pour  rayon  OB;  et  soit  SMNPT 
la  pyramide  régulière,  qui  aurait  pour  base  le  poly- 
gone, et  pour  sommet  le  point  S.  Le  triangle  SMN, 
l'un  de  ceux  qui  composent  la  surface  convexe  de  la 
pyramide,  a  pour  mesure  sa  base  MN  multipliée  par 
la  moitié  de  la  hauteur  SA,  qui  est  en  même  temps 
le  côté  du  cône  donné;  cette  hauteur  étant  égale 
dans  tous  les  autres  triangles  SNP,  SPQ,  etc.  il 
s'ensuit  que  la  surface  convexe  de  la  pyramide  est 
égale  au   contour  MNPTM  multiplié  par  ^  SA.  Mais 
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l«  contour  MNPTM ,  est  plus  grand  que  cire.  AO  ; 
donc  la  surface  convexe  de  la  pyramide  est  plus 
grande  que  cire.  AOx^SA,  et  par  conséquent  plus 
grande  que  la  surface  convexe  du  cône  qui  avec  le 
même  sommet  S  aurait  pour  base  le  cercle  décrit 
du  rayon  OB.  Or,  au  contraire,  la  surface  convexe 
du  cône  est  plus  grande  que  celle  de  la  pyramide; 
car  si  on  adosse  base  à  base  la  pyramide  à  une  pyra- 
mide égale,  le  cône  à  un  cône  égal,  la  surface  des 
deux  cônes  enveloppera  de  toutes  parts  la  surface  des 
deux  pyramides;  donc  la  première  surface  sera  plus 
grande  que  la  seconde*,  donc  la  surface  du  cône  est  *  leni.  2. 
plus  grande  que  celle  de  la  pyramide  qui  y  est  com- 
prise. Le  contraire  était  une  suite  de  notre  hypothèse; 
donc  cette  hypothèse  ne  peut  avoir  lieu  :  donc  1°  la 
circonférence  de  la  base  d'un  cône  multipliée  par  la 
moitié  de  son  côté  ne  peut  mesurer  la  surface  d'un 
cône  plus  grand. 

Je  dis  2°  que  le  même  produit  ne  peut  mesurer 
la  surface  d'un  cône  plus  petit.  Car  soit  BO  le  rayon 
de  la  base  du  côté  donné,  et  soit,  s'il  est  possible, 
cire.  BO  X  7  SB  la  surface  du  cône  dont  S  est  le  som- 
met, et  AO,  plus  petit  que  OB,  le  rayon  de  la  base. 

Ayant  fait  la  même  construction  que  ci- dessus, 
la  surface  de  la  pyramide  SMNPT  sera  toujours 
égale  au  contour  MINPT  multiplié  par  ^SA.  Or  le 
contour  MNPT  est  moindre  que  cire,  BO ,  SA  est 
moindre  que  SB;  donc  par  cette  double  raison  la 
surface  convexe  de  la  pyramide  est  moindre  que  cire. 
BO  x{SB,  qui,  par  hypothèse  ,  est  la  surface  du  cône 
dont  AO  est  le  rayon  de  la  base  ;  donc  la  surface  de 
la  pyramide  serait  plus  petite  que  celle  du  cône  in- 
scrit. Or,  au  contraire,  elle  est  plus  grande;  car  en 
adossant  base  à  base  la  pyramide  à  une  pyramide 
égale,  le  cône  à  un  cône  égal,  la  surface  des  deux 
pyramides  enveloppera  celle  des  deux  cônes,  et  par 
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conséquent  sera  la  plus  grande.  Donc  2°  il  est  impos* 
sible  que  la  circonférence  tie  la  base  d'un  cône  donné 
midtipliée  par  la  moitié  de  son  côté  mesure  la  surface 
d'un  cône  plus  petit. 

Donc  enfin  la  surface  convexe  d'un  cône  est  égale 
à  la  circonférence  de  sa  base  multipliée  par  la  moitié 
de  son  côté. 

Scholie.  Soit  L  le  côté  d'un  cône,  R  le  rayon  de 
sa  base,  la  circonférence  de  cette  base  sera  a-jrR, 
et  la  surface  du  cône  aura  pour  mesure  aTrRxvL, 
ou  ttRL. 

PROPOSITION    VIII. 

THÉO  RÈME. 

fig.  ic^u  La  surface  convexe  du  tronc  de  côjie  ADEB  est 
égleà  son  côté  AD  multiplié  par  la  denii-sonune 
des  circonf ('rences  de  ses  deux  bases  AB ,  DE. 

Dans  le  plan  SAB  qui  passe  par  l'axe  SO  ,  menez 
perpendiculairement  à  SA  la  ligne  A  F,  égale  à  la 
circonférence  qui  a  pour  rayon  AO;  joignez  SF,  et 
menez  DH  parallèle  à  AF. 

A  cause  dt^s  triangles  semblables  SAO ,  SDC,  on 
aura  AO  :  DG  ::  SA:SD;  et  à  cause  des  triangles 
semblables  SAF,  SDH,  on  aura  AF  :  DH  ::  SA:SD; 
*  11,/,.  donc  AF  :  DH  :  :  AO  :  DC ,  ou  :  :  cire.  AO  :  cire.  DG  *. 
Mais  par  construction  AF  =  cire.  AO  ;  donc  DH  z= 
cire.  DG.  Gela  posé,  le  triangle  SAF,  qui  a  pour 
mesure  AF  X  7  SA. ,  est  égal  à  la  surface  du  cône 
SAB  qui  a  pour  mesure  cire.  AOx^SA.  Par  une  rai- 
son semblable  le  triangle  SDH  est  égal  à  la  surface 
du  cône  SDE.  Donc  la  surface  du  tronc  ADEB 
est  égale  à  celle  du   trapèze  ADHF.  Gelle-ci  a  pour 

*  7, 3,     mesure  *    AD    x    ( — ^ )  ;    donc    la    surface    du 

tronc  de  cône  ADEB   est  égale  à  sou  côté  AD  nml- 
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tiplië  par  la  demi-somme  des  circonférences  de  ses 
deux  bases. 

Corollaire.  Par  le  point  I,  milieu  de  AD,  menez 
IKL  parallèle  à  AB ,  et  IM  parallèle  à  AF  j  on  dé- 
montrera comme  ci-dessus  que  IM^c/'/c.  IK.  Mais 
le  trapèze  ADHF  =  AD  x  IM  —  AD  xci/r.  IK.  Donc 
on  peut  dire  encore  ({ue  la  surface  d'un  tronc  de 
cône  est  égale  à  son  côté  multiplié  par  la  circonfé^ 
rencc  d'une  section  Jaite  à  égale  distance  des  deux 
bases. 

^cholie.  Si  une  ligne  AD,  située  tout  entière 
d'un  même  côté  de  la  ligne  OC  et  dans  le  même 
plan,  fait  une  révolution  autour  de  OC,  la  sur- 
face   décrite    par    AD    aura     pour    mesure    AD  x 

f  cire.  KO -^  cire,  ne  \  \  t\    ^ .        •  ri/         i         i- 

(^ j,  ou   AD   X   cire.  IK;    les  lignes 

AO,  DC,  IK,  étant  des  perpendiculaires  abaissées 
des  extrémités  et  du  milieu  de  la  ligne  AD  sur 
l'axe  OC. 

Car  si  on  prolonge  AD  et  OC  jusqu'à  leur  ren^ 
contre  mutuelle  en  S,  il  est  clair  que  la  surface  dé- 
crite par  AD  est  celle  d'un  cône  tronqué  dont  OA 
et  DC  sont  les  rayons  des  bases  le  cône  entier  ayant 
pour  sommet  le  point  S.  Donc  cette  surface  aura  la 
mesure  mentionnée. 

Cette  mesure  aurait  toujours  lieu,  quand  même  le 
point  D  tomberait  en  S,  ce  qui  donnerait  un  cône 
entier,  et  aussi  quaud  la  ligne  AD  serait  parallèle  à 
l'axe,  ce  qui  donnerait  un  cylindre.  Dans  le  premier 
cas  DC  serait  nulle,  dans  le  second  DC  serait  égale  à 
AO  et  à  IK. 

T.- 
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PROPOSITION  IX. 


liE  MME. 


fig. aô  .  Soient  AB,  BC,  CD,  plusieurs  côtes  successifs 
d'un  polygone  régulier,  O  son  centre,  et  OI  le 
rayon  du  cercle  inscrit;  si  on  suppose  que  la 
portion  de  polygone  ABCD ,  située  tout  entière 
d'un  même  côté  du  diamètre  FG,  fasse  une  ré- 
volution autour  de  ce  diamètre^  la  suif  ace  dé- 
crite par  ABCD  aura  pour  mesure  MQ  X  cire.  Ol, 
MQ  étant  la  hauteur  de  cette  surface  ou  la  par- 
tie de  Vaxe  comprise  entre  les  perpendiculaires 
AM,  DQ. 

Le  point  I  étant  milieu  de  AB,  et  IK  étant  une 
*  8.  perpendiculaire  à  Taxe  abaissée  du  point  I ,  la  sur- 
face décrite  par  AB  aura  pour  mesure  AB  x  cire.  IK*, 
Menez  AX  parallèle  à  l'axe,  les  triangles  ABX,  OIK, 
auront  les  côtés  perpendiculaires  chacun  à  chacun  , 
savoir  01  à  AB,  IK  à  AX,  et  OK  à  BX;  donc  ces 
triangles  sont  semblables  et  donnent  la  proportion 
AB  :  AX  ou  MN  :  :  01  :  IK,  ou  ::  cire.  01  :  cire.  IK  ; 
donc  AB  X  cire.  IK  =  MNx  cire.  01.  D'où  l'on  voit 
que  la  surface  décrite  par  AB  est  égale  à  sa  hauteur 
MN  multipliée  par  la  circonférence  du  cercle  inscrit. 
De  même  la  surface  décrite  par  BC,  =NP  X  cire.  01, 
la  surface  décrite  par  CD,  r=:PQ xc/rc.  01.  Donc  la 
surface  décrite  par  la  portion  de  polygone  ABCD, 
»V  a  pour  mesure    (MN  + NP  +  PQ)  X  c//c.    01,    ou 

,  **  "^-'^  •  \  MQ  X  cire.  01  ;  donc  elle  est  égale  à  sa  hauteur  multi- 
pliée par  la  circonférence  du  cercle  inscrit. 

Corollaire.  Si  le  polygone  entier  est  d'un  nombre 
de  côtés  pair,  et  que  l'axe  FG  passe  par  deux  som- 
mets opposés  F  et  G ,  la  surface  entière  décrite  par  la 
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révolution  du  demi-polygone  FACG  sera  égale  à  son 
axe  FG  multiplié  par  la  circonférence  du  cercle  inscrit. 
Cet  axe  FG  sera  en  même  temps  le  diamètre  du  cercle 
circonscrit. 

PROPOSITION   X. 

THÉORÈME, 

1  La  surface  de  la  sphère  est  égale  à  son  dia- 
mètre multiplié  par  la  circonférence  d'un  grand 
cercle. 

Je  dis  1"  que  le  diamètre  d'une  sphère,  multiplié 
par  la  circonférence  de  son  grand  cercle,    ne  peut 
mesurer  la  surface  d'une   sphère   plus   grande.   Car 
soit,  s'il  est  possible,  AB  X  cire.  AG  la  surface  de  la  fig.  263. 
sphère  qui  a  pour  rayon  CD. 

Au  cercle  dont  le  rayon  est  CA,  circonscrivez  un 
polygone  régulier  d'un  nombre  pair  de  côtés  qui  ne 
rencontre  pas  la  circonférence  dont  CD  est  le  rayon  ; 
soient  M  et  S  deux  sommets  opposés  de  ce  polygone; 
et  autour  du  diamètre  MS  faites  tourner  le  demi-po- 
lygone MPS.  La  surface  décrite  par  ce  polygone  aura 
pour  mesure  MS  X  cire.  AC*  :  mais  MS  est  plus  grand  *9- 
que  AB  ;  donc  la  surface  décrite  par  le  polygone  est 
plus  grande  que  AB  X  cire.  AC,  et  par  conséquent 
plus  grande  que  la  surface  de  la  sphère  dont  le  rayon 
est  CD.  Or,  au  contraire,  la  surface  de  la  sphère  est 
plus  grande  que  la  surface  décrite  par  le  polygone, 
puisque  la  première  enveloppe  la  seconde  de  toutes 
parts.  Donc  1°  le  diamètre  d'une  sphère  multiplié  par 
la  circonférence  de  son  grand  cercle  ne  peut  mesurer 
la  suriàce  d'une  sphère  plus  grande. 

Je  dis  2"  que  ce  même  produit  ne  peut  mesurer 
la  surface  d'une  sphère  plus  petite.  Car  soit,  s'il  est 

17 
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possible ,  DE  X  cire.  CD  la  surface  de  la  sphère  qui  û 
pour  rayon  G  A..  On  fera  la  même  construction  que 
dans  le  premier  cas ,  et  la  surface  du  solide  engendré 
par  le  polygone  sera  toujours  égale  à  MSX67Vc.  AC 
Mais  MS  est  plus  petit  que  DE,  et  cire.  AG  plus  petite 
que  cire.  GD  5  donc  ,  par  ces  deux  raisons  ,  la  surface 
du  solide  décrit  par  le  polygone  serait  plus  petite  que 
DE  X  cire.  GD,  et  par  conséquent  plus  petite  que  \a 
Surface  de  la  sphère  dont  le  rayon  est  AG.  Or,  au 
contraire,  la  surface  décrite  par  le  polygone  est  plus 
grande  que  la  surface  de  la  sphère  dont  le  rayon  est 
AC,  puisque  la  première  surface  enveloppe  la  seconde; 
donc  2"  le  diamètre  d'une  sphère  multiplié  par  la  cir- 
conférence de  son  grand  cercle  ne  peut  mesurer  la 
surface  d'une  sphère  plus  petite. 

Donc  la  surface  de  la  sphère  est  égale  à  son  dia- 
mètre multiplié  par  la  circonférence  de  son  grarul 
cercle. 

Corollaire.  La  surface  du  grand  cercle  se  mesure 
en  multipliant  sa  circonférence  par  la  moitié  du  rayon 
ou  le  quart  du  diamètre  ;  donc  la  surface  de  la  sphère 
est  quadruple  de  celle  d'un  grand  cercle. 

Scholie.  La  surface  de  la  sphère  étant  ainsi  mesurée 
et  comparée  à  des  surfaces  planes,  il  sera  facile  d'avoir 
la  valeur  absolue  des  fuseaux  et  triangles  sphériques 
dont  on  a  déterminé  ci-dessus  le  rapport  avec  la  sur- 
face entière  de  la  sphère. 

D'abord  le  fuseau  dont  l'angle  est  A,  est  à  la  surface 
de  la  sphère  comme  l'angle  A  est  à  quatre  angles 
'20,7.  droits*,  ou  comme  lare  de  grand  cercle  qui  mesure 
l'angle  A  est  à  la  circonférence  de  ce  même  grand 
cercle.  Mais  la  surface  de  la  sphère  est  égale  à  cette 
circonférence  multipliée  par  le  diamètre;  donc  la 
surface  du  fuseau  est  égale  à  l'arc  qui  mesure  l'angle 
de  ce  fuseau  multiplié  par  le  diamètre. 
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En  second  lieu  tout  triangle  sphérique  est  équi- 
valent à  un  fuseau  dont  l'angle  est  égal  à  la  moitié  de 
l'excès  de  la  somme  de  ses  trois  angles  sur  deux 
angles  droits*.  Soient  donc  P,  Q,  R,  les  arcs  de  '23.7, 
grand  cercle  qui  mesurent  les  trois  angles  du  trian- 
gle ;  soit  C  la  circonférence  d'un  grand  cercle 
et  D  son  diamètre  ;  le  triangle  sphérique  sera 
équivalent   au   fuseau   dont   l'angle  a   pour  mesure 

-^ i— ,  et   par  conséquent  sa  surface  sera 


Dx(S+Q±l=iî). 


Ainsi,  dans  le  cas  du  triangle  tri -rectangle,  cha- 
cun des  arcs  P,  Q,  R,  est  égal  à  ^C,  leur  somme 
est^G,  l'excès  de  cette  somme  sur  ^G  est  ^C,  et  la 
moitié  de  cet  excès  =^G  ;  donc  la  surface  du  triangle 
tri-rectangle  =:^GxD,  ce  qui  est  la  huitième  partie 
de  la  surface  totale  de  la  sphère. 

La  mesure  des  polygones  sphériques  suit  immédia- 
tement celle  des  triangles ,  et  d'ailleurs  elle  est 
entièrement  déterminée  par  la  prop.  xxiv,  liv.  vu, 
puisque  l'unité  de  mesure,  qui  est  le  triangle  tri- 
rectangle,  vient  d'être  évaluée  en  surface  plane. 

PROPOSITION   XI. 

THÉORÈME. 

La  suif  ace  d'une  zone  sphérique  quelconque 
est  égaie  à  la  hauteur  de  cette  zone  multipliée 
par  la  circonférence  d'un  grand  cercle. 

Soit  EF  un  arc  quelconque  plus  petit  ou  plus  grand   dj;.  2^9. 
que  le  quart  de  circonférence,  et  soit  abaissée  FG  per- 
pendiculaire sur  le  rayon  EG;  je  dis  que  la  aone  à  une 
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base ,  tléciite  par  la  révolution   de  l'arc  EF  autour 
tle  EC,  aura  pour  mesure  EG  x  cire.  EC. 

Car  supposons  d'abord  que  cette  zone  ait  une  me- 
sure plus  petite,  et  soit,  s'il  est  possible,  cette  mesure 
=:EG  X  cire.  CA.  Inscrivez  dans  l'arc  EF  une  portion 
de  polygone  régulier  EMNOPF  dont  les  côtés  n'at- 
teignent pas  la  circonférence  décrite  du  rayon  CA  , 
et  abaissez  CI  perpendiculaire  sur  EM  j  la  surface 
décrite  par  le  polygone  EMF  tournant  autour  de  EC, 
aura  pour  mesure  EG  xc//'c.  CI*.  Cette  quantité  est 
plus  grande  que  EG  Xc/rc.  AG,  qui,  par  hypothèse, 
est  la  mesure  de  la  zone  décrite  par  l'arc  EF.  Donc  la 
Surface  décrite  par  le  polygone  EMNOPF  serait  plus 
grande  que  la  surface  décrite  par  l'arc  circonscrit  EF; 
or,  au  contraire,  cette  dernière  surface  est  plus  grande 
que  la  première ,  puisqu'elle  l'enveloppe  de  toutes 
parts;  donc  i''  la  mesure  de  toute  zone  spliérique 
à  une  base  ne  peut  être  plus  petite  que  la  hauteur  de 
cette  zone  multipliée  par  la  circonférence  d'un  grand 
cercle. 

Je  dis  en  second  lieu  que  la  mesure  de  la  même 
zone  ne  peut  être  plus  grande  que  la  hauteur  de  cette 
zone  multipliée  par  la  circonférence  d'un  grand  cercle. 
Car  supposons  qu'il  s'agisse  de  la  zone  décrite  par 
l'arc  AB  autour  de  AC,  et  soit ,  s'il  est  possible,  zone 
AB  >  AD  X  c/rc.  AC.  La  surface  entière  de  la  sphère, 
composée  des  deux  zones  AB,  BH,  a  pour  mesure 
AH  X  cire.  AC  * ,  ou  AD  x  cire.  AC  +  DH  x  cire.  AC  ; 
si  donc  on  a  zone  AB  >  AD  x  cire.  AC ,  il  faudra 
qu'on  ait  zone  BH  <  DH  X  cire.  AC  ;  ce  qui  est 
contraire  à  la  première  partie  déjà  démontrée.  Donc 
20  la  mesure  d'une  zone  sphérique  à  une  base  ne 
peut  être  plus  grande  que  la  hauteur  de  cette  zone 
multipliée  par  la  circonférence  d'un  grand  cercle. 
Donc  enfin  toute  zone  sphérique  à  une  base  a  pour 
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mesure  la  hauteur  de  cette  zone  multipliée  par  la  cir- 
conférence d'un  grand  cercle. 

Considérons  maintenant  une  zone  quelconque  y  à 
deux  bases ,  décrite  par  la  révolution  de  l'arc  FH 
autour  du  diamètre  DE,  et  soient  abaissées  les  per- 
pendiculaires FO ,  HQ  sur  ce  diamètre.  La  zone  dé- 
crite par  l'arc  FH  est  la  différence  des  deux  zones  dé-  fis 
crites  par  les  arcs  DH  et  DF  ;  celles-ci  ont  pour 
mesures  DQ  x  cire.  CD  et  DO  x  cire.  CD  ;  donc  la 
zone  décrite  par  FH  a  pour  mesure  (DQ  —  DO)x 
cire.  CD  ou  OQ  x  cire.  CD. 

Donc  toute  zone  sphérique  à  une  ou  à  deux  bases 
a  pour  mesure  la  hauteur  de  cette  zone  multipliée 
par  la  circonférence  d'un  grand  cercle. 

Corollaire.  Deux  zones  prises  dans  une  mèuie 
sphère  ou  dans  des  sphères  égales ,  sont  entre  elles 
comme  leurs  hauteurs ,  et  une  zone  quelconque  est  a 
la  surface  de  la  sphère  comme  la  hauteur  tle  cett« 
zone  est  au  diamètre. 


PROPOSITION   XII. 


THEOREME. 


Si  le  triangle  iîAC  et  le  rectangle  BCEF  de  fig.  2ti4 
même  base  et  de  même  hauteur  tournent  simul- 
tanément autour  de  la  base  commune  BC ,  le  so- 
lide décrit  par  la  révolution  du  triangle  sera  le 
tiers  du  cylindre  décrit  par  la  révolution  du 
rectangle. 

Abaissez  sur  l'axe  la  perpendiculaire  AD;  le  cône  fig  2^4, 
décrit  par  le  triangle  AlîD  est  le  tiers  du  cylindre  dé- 
crit par  le  rectangle  AFBD*,  de  même  le  cône  décrit        "■ 


265. 
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par  le  triangle  ADC  est  le  tiers  du  cylindre  décrit  par 
le  rectangle  ADCE  ;  donc  la  somme  des  deux  cônes  ou 
le  solide  décrit  par  ABC  est  le  tiers  de  la  somme  des 
deux  cylindres  ou  du  cylindre  décrit  par  le  rectangle 
BCEF. 

Si  la  perpendiculaire  AD  tombe  au -dehors  du 
triangle ,  alors  le  solide  décrit  par  ABC  sera  la  dif- 
férence des  cônes  décrits  par  ABD  et  ACD;  mais  en 
même  temps  le  cylindre  décrit  par  BCEF  sera  la 
différence  des  cylindres  décrits  par  AFBD,  AECD. 
Donc  le  solide  décrit  par  la  révolution  du  triangle  sera 
toujours  le  tiers  du  cylindre  décrit  par  la  révolution 
du  rectangle  de  même  base  et  de  même  hauteur. 

Scholic.  Le  cercle  dont  AD  est  le  rayon  a  pour 

surface  tt  x  AD  ;  donc  iz  X  AD  x  BC  est  la  mesure  du 
cylindre  décrit  par  BCEF,  et  jtcx  ADxBC  est  celle 
du  solide  décrit  par  le  triangle  ABC. 

PROPOSITION   XIII. 

VROBliÈMB. 

Le  triangle  CAB  étant  supposé  faire  une  révo- 
lution autour  de  la  ligne  CD,  menée  comme  on 
voudra  hors  du  triangle  par  son  sommet  Q,  troU' 
ver  la  mesure  du  solide  ainsi  engendré. 

Prolongez  le  côté  AB  jusqu'à  ce  qu'il  rencontre 
l'axe  CD  en  D,  des  points  A  et  B  abaissez  sur  l'axe 
les  perpendiculaires  AM,  BN. 

Le  solide  décrit  par  le  triangle  CAD  a  pour  me- 
sure* ^tcxAMxCD  le  solide  décrit  par  le  triangle 
CBD  a  pour  mesure  "tt  xBN  xCDj  donc  la  ditfé- 
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lence  de  ces  solides  ou  le  solide  décrit  par  ABC  aura 

pour  mesure  jTC.  f  AM BN  '  ^ 

On  peut  donner  à  cette  expression  une  autre  forme. 
Du  point  I,  milieu  de  AB,  menez  IK  perpendiculaire 
à  CD,  et  par  le  point  B  menez  BO  parallèle  à  CD, 
on  auraAM  +  BN=:2lK*et  AM  — BN=rAO;    donc   *  7.  3. 

(  AM  -4-  BN)  X  ( AM—  BN) ,  ou  ÂM  —  BN=  2IK X 
AO*.  La  mesure  du  solide  dont  il  s'agit  est  donc  *  ^O'^. 
exprimée  aussi  par  -t:  X  IKx  AO  X  CD.  Mais  si  on 
abaisse  CP  perpendiculaire  sur  AB,  les  triangles  ABO^ 
DCP,  seront  semblables,  et  donneront  la  proportion 
AO  :  CP  ::  AB  :  CD  ;  d'où  résulte  AO  X  CD  =r  CP  X 
AB ,  d'ailleurs  CP  X  AB  est  le  double  de  l'aire  du 
triangle  ABC;  ainsi  on  a  A0xCD  =  2ABC;  donc 
le  solide  décrit  par  le  triangle  ABC  a  aussi  pour  me- 
sure lie  X  ABC  X  IK,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 
ABC  X^circ.  IK  ;  (car  cire.  IK  =  2Tr.  IK.  )  Donc  le 
solide  décrit  par  la  révolution  du  triangle  ABC ,  a 
pour  mesure  l'aire  de  ce  triangle  multipliée  par  les 
deuoc  tiers  de  la  circonférence  que  décrit  le  point  \ 
milieu  de  sa  base. 

Corollaire.  Si  le  côté  ACrrrCB,  la  ligne  CI  sera  ^s-^^^?, 
perpendiculaire  à  AB,  l'aire  ABC  sera  égale  à  ABx 
ÎCI,  et  la  solidité  ^t:  X  ABC  X  IK  deviendra  f  tu  X 
AB  X  IK  X  CI.  Mais  les  triangles  ABO,  CIK ,  sont 
semblables  et  donnent  la  proportion  AB  :  BO  ou 
MN  ::  CI:IK;  donc  AB  X  IK=:MN  X  CI  ;  donc  le 
solide  décrit  par  le  triangle  isoscèle  ABC  aura  pour 

mesure  |7u  X  MN  X  CL 

Scholie.  La  solution  générale  paraît  supposer  qut^ 
la  ligne  AB  prolongée  rencontre  l'axe  ;  mais  les 
résultats  n'en  seraient  pas  moins  vrais  ,  quand  la 
ligne  AB  serait  parallèle  à  l'axe. 
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fig.  268.       En  effet,  le  cylindre  décrit  par  AMNB  a  pour  me» 

sure  77.  AM.  MN,  le  cône  décrit  par  ACM  =  i7r.  AM 

CM,  et  le  cône  décrit  par  BCN  =  jx.  AM.CN.  Ajou- 
tant les  deux  premiers  solides  et  retranchant  le 
troisième ,  on  aura  pour  le  solide  décrit  par  ABC , 

TC .  Âm'.  (MN  +  f  CM  — f  CN)  :  et  puisque  CN  —  CM 

mMN,  cette  expression  se  réduit  à  tt.  AM.|MN,  ou 

|7c.CP.MN,  ce  qui  s'accorde  avec  les  résultats  déjà 
trouvés. 

PROPOSITION  XIV. 

THÉORÈME.  * 

«g. 262.  Soient  AB,  BC,  CD,  plusieurs  côtés  successifs 
d'un  polygone  régulier,  O  son  centre,  et  OI  le 
rayon  du  cercle  inscrit;  si  on  imagine  que  le  sec- 
teur polygonal  AOD,  situe  d'un  même  côté  du 

\  diamètre  FG,  fasse  une  révolution  autour  de 

ce  diamètre,   le  solide  décrit  aura  pour  mesure 

Itt.OI.MQ  ,  MQ  étant  la  portion  de  l'axe  termi- 
née par  les  perpendiculaires  extrêmes  AM,  DQ. 
En  effet,  puisque  le  polygone  est  régidier,  tous 
les  triangles  AOB,  BOC,  etc.  sont  égaux  et  isoscèles. 
Or,  suivant  le  corollaire  de  la  proposition  précé- 
dente, le  solide  produit  par  le  triangle  isoscèle  AOB 

a  pour  mesure  |7û.0I.MN,  le  solide  décrit  par  le 

• a 

triangle  BOC  a  pour  mesure  |7u.0I.NP,  et  le  solide 

décrit  par  le  triangle  COÛ  a  pour  mesure  \t:.01, 
PQj  donc  la  somme  de  ces  solides,  ou  le  solide  entier 
déciit  par  le  secteur  polygonal  AOD,  aura  pour  me- 
sure fx.OI.  (MN-»-NP+  PQ)  ou  f^.'oi.MQ. 
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PROPOSITION  XV. 

THÉORÈME. 

Tout  secteur  sphérique  a  pour  mesure  la  zone 
qui  lui  sert  de  base  multipliée  par  le  tiers  du 
rayon,  et  la  sphère  entière  a  pour  mesure  sa 
sur/ace  multipliée  par  le  tiers  du  rayon. 

Soit  ABC  le  secteur  circulaire  qui ,  par  sa  révo-  fig.  269. 
lution  autour  de  AC,  décrit  le  secteur  sphérique;  Ja 
zone  décrite  par  AB  étant  KDXcirc.  AG  ou  271: .  AG. 
AD*,  je  dis  que  le  secteur  sphérique  aura  pour  me-  *  ". 
sure  cette  zone  multipliée  par  yAC ,  ou^r, .  AG .  AD. 

En  effet,  i"  supposons,  s'il  est  possible,  que  cette 
quantité  fr  .  AG  .  AD  soit  la  mesure  d'un  secteur 
sphérique  plus  grand,  par  exemple,  du  secteur  sphé- 
rique décrit  par  le  secteur-  circulaire  EGF  semblable 
à  AGB. 

Inscrivez  dans  l'arc  EE  la  portion  de  polygone 
régulier  EMNF  dont  les  côtés  ne  rencontrent  pas 
l'arc  AB,  imaginez  ensuite  que  le  secteur  polygonal 
ENFG  tourne  autour  de  EG  en  même  temps  que  le 
secteur  circulaire  EGF.  Soit  Gl  le  rayon  du  cercle 
inscrit  dans  le  polygone,  et  soit  abaissée  FG  perpen- 
diculaire  sur   EG.    Le   solide   décrit   par   le  secteur 

polygonal  aura  pour  mesure  -^x.  Gl.  EG*  :  or  GI 
est  plus  grand  que  AG  par  construction ,  et  EG  est 
plus  grand  que  AD  :  car,  joignant  AB,  EF,  les  trian- 
gles EFG,  ABD,  qui  sont  semblables,  donnent  la 
proportion  EG  :  AD  ::  FG  :  BD  ::  GF  :  GB  ;  donc  EG 
>  AD. 

Par    cette    double   raison   ^tc.  VA.    EG    est    plus 
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^rand  que  |7r.  CA,  AD  :  la  première  expression  est 
la  mesure  du  solide  décrit  par  le  secteur  polygonal, 
la  seconde  est  par  hypothèse  celle  du  secteur  sphé-i 
rique  décrit  par  le  secteur  circulaire  ECF  ;  donc  le 
solide  décrit  par  le  secteur  polygonal  serait  plus 
grand  que  le  secteur  sphérique  décrit  par  le  secteur 
circulaire.  Or,  au  contraire,  le  solide  dont  il  s'agit 
est  moindre  que  le  secteur  sphérique,  puisqu'il  y  est 
contenu;  donc  l'hypothèse  d'où  on  est  parti  ne  sau- 
rait subsister;  donc  i"  la  zone  ou  base  d'un  secteur 
sphérique  multipliée  par  le  tiers  du  rayon  ne  peut  me- 
surer un  secteur  sphérique  plus  grand. 

Je  dis  2°  que  le  même  produit  ne  peut  mesurer  un 
secteur  sphérique  plus  petit.  Car,  soit  GEF  le  secteur 
circulaire  qui  par  sa  révolution  produit  le  secteur 
sphérique  donné,  et  supposons,  s'il  est  possible,  que 

Itt.CE.  EG  soit  la  mesure  d'un  secteur  sphérique 
plus  petit,  par  exemple,  de  celui  qui  provient  du 
Secteur  circulaire  AGB. 

La  construction  précédente  restant  la  même  ,  le 
solide  décrit  par  le  secteur  polygonal  aura  toujours 

pour  mesure  |tc.  CI.  EG.  Mais  CI  est  moindre  que 

CE;  donc  le  solide  est  moindre  quelir. CE.  EG,  qui , 
par  hypothèse,  est  la  mesure  du  secteur  sphérique 
décrit  par  le  secteur  circulaire  ACB.  Donc  le  solide 
décrit  par  le  secteur  polygonal  serait  moindre  que  le 
secteur  sphérique  décrit  par  ACB.  Or,  au  contraire , 
le  solide  dont  il  s'agit  est  plus  grand  que  le  secteur 
sphérique,  puisque  celui-ci  est  contenu  dans  l'autre. 
Donc  2"  il  est  impossible  que  la  zone  d'un  secteur 
sphérique  multipliée  par  le  tiers  du  rayon  soit  la 
mesure  d'un  secteur  sphérique  plus  petit. 

Donc  tout  secteur  sphérique  a  pour  mesure  la  zone 
<{ui  lui  sert  de  base  multipliée  par  le  tiers  du  rayon. 


LIVRE   vm.  Qi6y 

Un  secteur  circulaire  AGJ3  peut  augmenter  jus- 
qu'à devenir  égal  au  demi-cercle;  alors  le  secteur 
sphérique  décrit  par  sa  révolution  est  la  sphère  en- 
tière. Donc  la  solidité  de  la  sphère  est  égale  a  sa  sur- 
face multipliée  par  le  tiers  de  son  rayon. 

Corollaire.  Les  surfaces  des  sphères  étant  comme 
les  quarrés  de  leurs  rayons,  ces  surfaces  multipliée^ 
par  les  rayons  sont  comme  les  cubes  des  rayons. 
Donc  les  solidités  des  deux  sphères  sont  comme  les 
cubes  de  leurs  rayons,  ou  comme  les  cubes  de  leurs 
diamètres. 

Scholie.  Soit  R  le  rayon  d'une  sphère ,  sa  sur- 
face sera  4  "J^  R " ,  et  sa  solidité  4  "^  R  '  X  ^  R,  ou  j  tc  R  \ 
Si  on  appelle  D  le  diamètre,  on  aura  R  =:-^D,  et 
R^rrrjD^;  donc  la  solidité  s'exprimera  aussi  par 
Itt  xiD%ou  JTuD^ 

PROPOSITION    XVI. 

THÉORÈME. 

La  surface  de  la  sphère  est  à  la  surface  totale 
du  cylindre  circonscrit  (  en  y  comprenant  ses 
l^ases)  comme  i  estai).  Les  solidités  de  ces  deux 
corps  sont  entre  elles  dans  le  même  rapport. 

Soit  MPNQ  le  grand  cercle  de  la  sphère,  ABCD  fig  270. 
le  quarrc  circonscrit  ;  si  on  fait  tourner  à  la  fois  le 
demi-cercle  PMQ  et  le  demi-quarré  PADQ  autour 
du  diamètre  PQ ,  le  demi-cercle  décrira  la  sphère 
et  le  demi-quarré  décrira  le  cylindre  circonscrit  à 
la  sphère. 

La  hauteur  AD  de  ce  cylindre  est  égale  au  dia- 
mètre PQ,  la  base  du  cylindre  est  égale  au  grand 
cercle,  puisqu'elle  a  pour  diamètre  AB  égale  à  MN; 
donc  la  siuface  convexe  du  cylindre  *  est  égale  à  la   *  ^- 
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(  irconférence  du  grand  cercle  multipliée  par  son 
diamètre.  Cette  mesure  est  la  même  que  celle  de 
o.  a  surface  de  la  sphère*  :  d'où  il  suit  que  la  sur. 
face  de  la  sphère  est  égale  a  la  surface  convexe 
du    cylindre  circonscrit. 

Mais  la  surface  de  la  sphère  est  égale  à  quatre  grands 
cercles;  donc  la  surface  convexe  du  cylindre  circon- 
scrit est  égale  aussi  à  quatre  grands  cercles  :  si  on  y 
joint  les  deux  bases  qui  valent  deux  grands  cercles, 
la  surface  totale  du  cylindre  circonscrit  sera  égale 
à  six  grands  cercles  ;  donc  la  surface  de  la  sphère 
est  à  la  surface  totale  du  cylindre  circonscrit  comme 
4  est  à  6 ,  ou  comme  2  est  à  3.  C'est  le  premier  poin* 
qu'il   s'agissait  de    démontrer. 

En  second  lieu  ,  puisque  la  base  du  cylindre  cir- 
conscrit est  égale  à  un  grand  cercle  et  sa  hauteur  au 
diamètre,  la  solidité  du  cylindre  sera  égale  au  grand 
'•      cercle  multiplié  par  le  diamètre*.  Mais  la  solidité   de 
la  sphère  est  égale  à  quatre  grands  cercles  multipliés 
16.    par  le  tiers  du  rayon*,  ce   qui  revient  à  un  grand 
cercle  multiplié  par  |  du  rayon,  ou  |  du  diamètre; 
donc  la  sphère   est  au    cylindre  circonscrit   comme 
2  est  à  3,  et    par    conséquent   les    solidités    de    ces 
deux  corps  sont  entre  elles    comme    leurs   surfaces. 
Scholie.  Si  on  imagine  un  polyèdre  dont  toutes  les 
faces    touchent  la    sphère,  ce  polyèdre  pourra  être 
considéré   connue    composé    de   pyramides    qui    ont 
toutes  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère,  et  dont 
les  bases   sont  les   différentes  faces  du   polyèdre.  Or 
il  est  clair  que  toutes    ces    pyramides   auront   pour 
hauteur  commune  le  rayon   de  la  sphère,  de  sort^ 
que  chaque   pyramide    sera  égale  à   la  face   du   po~ 
lyèdre  qui  lui  sert  de  base ,  multipliée  par  le  tiers 
du  rayon  :   donc  le   polyèdre  entier   sera  égal   à  sa 
Siuface  multipliée  par  le  tiers  du  rayon  de  la  sphère 
inscrite. 
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On  voit  par  là  que  les  solidités  des  polyèdres  cir- 
conscrits à  la  sphère  sont  entre  elles  comme  les 
surfaces  de  ces  mêmes  polyèdres.  Ainsi,  la  pro- 
priété que  nous  avons  démontrée  pour  le  cylindre 
circonscrit  est  commune  à  ime  infinité  d'autres 
corps. 

On  aurait  pu  remarquer  également  que  les  sur- 
faces des  polygones  circonscrits  au  cercle  sont  entre 
elles  comme  leurs  contours. 

PROPOSITION    X  V  1 1. 

PROBLÊME. 

Le    segment  circulaire   BMJ)    étcuit    supposé  fig.  271. 
faire  une  révolution  autour  d'un  diamètre  ex- 
té  rieur  à  ce  segment^  trouver  la  valeur  du  solide 
engendré. 

Abaissez  sur  Taxe  les  perpendiculaires  BE,  DF; 
du  centre  C  menez  CI  perpendiculaire  sur  la  corde 
BD,  et  tirez  les  rayons  CB,  CD. 

Le  solide  décrit  par  le  secteur  BGA  =z;  j  tt  .  CB. 
AE*;  le  solide   décrit  par   le   secteur  DCA  =  ^  tt.  *  'S- 

CB.AF;  donc  la  différence  de  ces  deux  solides,  ou  le 

solide  décrit  par  le  secteur  DGB  z^~%.  CB.  (AF  — 

AE  )  rzz  I  TU .  CB .  EF.  Mais  le  solide  décrit  par  le  trian. 

gle  isoscèle  DCB  a  pour  mesure  -tz.  CI.  EF*j  don(    ''*• 
le   solide  décrit  par  le   segment  BMD  =  |  tc.  EF. 

(  CB  —  Cl  ).  Or    dans    le  triangle    rectangle   CIB, 

onaCB  —  CI  =  BI  zzz^BDj  donc  le  solide  décrit 

par  le  segment  BMD  aura  pour  mesure  f  tu.  EF.  -  Bf), 

ou^TC..  BD.EF.      2.    . 

2)   t%^ 
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Scholie.  Le  solide  décrit  par  le  segment  BMD  est  à 
la  sphère  qui  a  pour  diamètre  BD,  comme  ^  ir.  BD. 
EF  est  à  ^  r.  BD  ,~ôu  :  :  EF  :  BD. 

PROPOSITION   XVIII. 
théorÊm  e. 

Tout  segment  de  splûre^  compris  entre  deux 
plans  paj'alleles  ^  a  pour  mesure  la  demi-somme 
de  ses  bases  multipliée  par  sa  hauteur,  plus  la 
solidité  de  la  sphère  dont  cette  même  hauteur 
est  le  diamètre. 

fig. 971.  Soient  BE,  DF,  les  rayons  des  bases  du  segment, 
EF  sa  hauteur,  de  sorte  que  le  segment  soit  produit 
par  la  révolution  de  l'espace  circulaire  BMDFE 
autour   de  l'axe   FE.    Le  solide  décrit   par    le    s,&^" 

*  '7-    ment  BMD  *  =  j  tt;  .  BD.EF,  le  tronc  de  cône  décrit 

*6.    par  le  trapèze  BDFE*=^7:.EF.(bÊ+DF  H- BE.  DF  ); 
donc  le  segment  de  sphère  qui  est  la  somme  de  ces 

deuxsolides^^^TT.  EF.(2  BËh- a  DF+2  BE.  BF+BD). 
Mais ,  en  menant  BO  parallèle  à  EF ,  on  aura  DO  =r 

DF— BE,D0:=DF— aDF.BE  +  BËVtparconsé- 
quent B D ln^  BOV  DO  ^EF  4- DF— 2  DF  x  BE-hBE.' 

—  * 
Mettant  cette  valeur  à  la  place  de  B  D  dans  l'expres- 
sion du  segment ,  et  effaçant  ce  qui  se  détruit ,  on 
aura  pour  la  solidité  du  segment , 

^  t:  .  EF  .  (  3  BË V  3  DF V Ëf') , 
expression  qui  se  décompose  en  deux  parties  ;  l'une 

^7r.EF.(3BÊV3DF),  ou  EF  .  (^ Jll^^lJLi^'') 
est  la  demi-somme  des  hases  multipliée  par  la  hauteur  j 
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l  autre  -"K  .  EF  représente  la  sphère  dont  EF  est  le 
diamètre*  :  donc  tout  segment  de  sphère,  etc. 

Corollaire.  Si  l'une  des  bases  est  nulle,  le  segment 
dont  il  s'agit  devient  un  segment  sphérique  à  une 
seule  base  ;  donc  tout  segment  sphérique  à  une  base 
équivaut  à  la  moitié  du  cylindre  de  même  base  et  de 
même  hauteur ,  plus  la  sphère  dont  cette  hauteur  est 
te  diamètre. 

Scholie  général. 

Soit  R  le  rayon  de  la  base  d'un  cylindre ,  H  sa 
hauteur  ;  la  solidité  du  cylindre  sera  'âtR^xH,  ou 
7uR'  H. 

Soit  R  le  rayon  de  la  base  d'un  cône,  H  sa  hauteur; 
la  solidité  du  cône  sera  -xR^  ^H,  ou  jTtR'H, 

Soient  A  et  B  les  rayons  des  bases  d'un  cône  tron- 
qué, H  sa  hauteur;  la  solidité  du  tronc  de  cône  sera 
irli  (A  -hC"+AB). 

Soit   R  le  rayon   d'une  sphère  ;   sa  solidité    sera 

Soit  R  le  rayon  d'un  secteur  sphérique ,  H  la 
hauteur  de  la  zone  qui  lui  sert  de  base  ;  la  solidité  tUi 
secteur  sera  ^  lu  R'  H. 

Soient  P  et  Q  les  deux  bases  d'un  segment  sphé- 
rique, H  sa  hauteur,  la  solidité  de  ce  segment  sera 


(^).H+.H.. 


Si  le  segment  sphérique  n'a  qu'une  base  P,  l'autre 
étant  nulle ,  sa  solidité  sera  - PH  -|-  ^  ic  H\ 
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NOTES 

SUR  LES  ÉLÉMENTS  DE  GÉOMÉTRIE. 

NOTE  L 

Sur  quelques  noms  et  définitions. 

yjv  a  introduit  dans  cet  ouvrage  quelques  expressions  et 
définitions  nouvelles  qui  tendent  à  donner  au  langage  g(io- 
métrique  plus  d'exactitude  et  de  précision.  Nous  allons 
rendre  compte  de  ces  changements,  et  en  proposer  quel- 
ques autres  qui  pourraient  remplir  plus  complètement  les 
mêmes  vues. 

Dans  la  définition  ordinaire  du  parallélogramme  rec- 
tangle et  du  quarré ,  on  dit  que  les  angles  de  ces  figures  sont 
droits  ;  il  serait  plus  exact  de  dire  que  leurs  angles  sont 
égaux.  Car,  supposer  que  les  quatre  angles  d'un  quadrila- 
tère peuvent  être  droits ,  et  même  que  les  angles  droits 
sont  égaux  entre  eux ,  c'est  supposer  des  propositions  qui 
ont  besoin  d'être  démontrées.  On  éviterait  cet  inconvé- 
nient et  plusieurs  autres  du  même  genre ,  si ,  au  lieu  de 
placer  les  définitions,  suivant  l'usage,  à  la  tête  d'un  livre, 
on  les  distribuait  dans  le  courant  du  livre,  chacune  à  la 
place  où  ce  qu'elle  suppose  est  déjà  démontré. 

Le  mot  inclinaison  doit  être  entendu  dans  le  même  sens 
que  celui  d'angle  ;  l'un  et  l'autre  indiquent  la  manière 
d'être  de  deux  lignes  ou  de  deux  plans  qui  se  rencontrent, 
ou  qui  ,  prolongés  ,  se  rencontreraient.  L'inclinaison  de 
deux  lignes  est  nulle  lorsque  l'angle  est  nul ,  c'est-à-dire 
lorsque  les  lignes  sont  parallèles  ou  coïncidentes.  L'incli- 
naison est  la  plus  grande  lorsque  l'angle  est  le  plus  grand , 
ou  lorsque  les  deux  lignes  font  entre  elles  un  angle  très- 
obtus.  La  qualité  àe  pencher  est  prise  dans  un  sens  diffé- 
rent; une  W^ne penche  d'autant  plus  sur  une  autre  qu'elle 
s'écarte  plus  de  la  perpendiculaire  à  celle-ci. 
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Euclide  et  d'autres  auteurs  appellent  assez  souvent  tï-ian^ 
gles  égaux  des  triangles  qui  ne  sont  égaux  qu'en  surface  j 
et  solides  égaiLx  des  solides  qui  ne  sont  égaux  qu'en  solidité. 
Il  nous  a  paru  plus  convenable  d'appeler  ces  triangles  ou 
CCS  solides  triangles  ou  solides  équivalents ,  et  de  réserver  la 
dénomination  de  triangles  égaux ,  solides  égaux ,  à  ceux  qui 
peuvent  coïncider  par  la  superposition. 

Il  est  de  plus  nécessaire  de  distinguer  dans  les  solides  et 
les  surfaces  courbes  deux  sortes  d'égalité  qui  sont  diffé- 
rentes. En  effet ,  deux  solides  ,  deux  angles  solides ,  deux 
triangles  ou  polygones  sphériques  ,  peuvent  être  égaux 
dans  toutes  leurs  parties  constituantes  ,  sans  néanmoins 
coïncider  par  la  superposition.  Il  ne  paraît  pas  que  cette 
observation  ait  été  faite  dans  les  livres  d'éléments;  et  ce- 
pendant ,  faute  d'y  avoir  égard ,  certaines  démonstrations 
fondées  sur  la  coïncidence  des  figures  ne  sont  pas  exactes. 
Telles  sont  les  démonstrations  par  lesquelles  plusieurs  au- 
teurs prétendent  prouver  l'égalité  des  triangles  sphéri- 
ques dans  les  mêmes  cas  et  de  la  même  manière  que  celle 
des  triangles  rectilignes  :  on  en  voit  surtout  un  exemple 
frappant ,  lorsque  Robert  Simson  (i)  ,  attaquant  la  démons- 
tration de  la  prop.  xxviii,  liv.  xi,  d'Euclide,  tombe  lui- 
même  dans  l'inconvénient  de  fonder  sa  démonstration  sur 
une  coïncidence  qui  n'existe  pas.  Nous  avons  donc  cru  de- 
voir donner  un  nom  particulier  à  cette  égalité  qui  n'en- 
traîne pas  la  coïncidence  ;  nous  l'avons  appelée  égalité  par 
symmétrie ;  et  les  figures  qui  sont  dans  ce  cas,  nous  les  ap- 
pelons figures  syrnmétriques. 

Ainsi  les  dénominations  de  figures  égales ,  figures  syrnmé- 
triques, figures  équivalentes ,  se  rapportent  à  des  choses 
différentes,  et  ne  doivent  pas  être  confondues  eu  une  seule 
dénomination. 

•  Dans  les  propositions  qui  concernent  les  polygones  ,  les 
angles  solides  et  les  polyèdres,  nous  avons  exclus  formel- 
lement ceux  qui  auraient  des  angles  rentrants.  Car,  outre 
qu'il  convient  de  se  borner  dans  les  éléments  aux  figures  les 

(1)  "\'oye7,  l'oavrage  de  cet  auteur,  intiliilé  :  EuclidifEleinentoni'n 
libri  sex,  etc.  Glasguce  ,  i7  5fi. 
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plus  simples,  si  cette  exclusion  n'avait  pas  lieu,  certaines 
propositions  ou  ne  seraient  pas  vraies,  ou  auraient  besoin 
de  modification.  Nous  nous  sommes  donc  réduits  à  la  con- 
sidération des  lignes  et  des  surfaces  que  nous  appelons  con- 
vexes ^  et  qui  sont  telles  qu'une  ligne  droite  ne  peut  les 
couper  en  plus  de  deux  points. 

Nous  avons  employé  assez  fréquemment  l'expression 
produit  de  deux  ou  d'un  plus  grand  nombre  de  lignes  ;  par 
où  nous  entendons  le  produit  des  nombres  qui  repré- 
sentent ces  lignes  ,  en  les  évaluant  d'après  une  unité  linéaire 
prise  à  volonté.  Le  sens  de  ce  mot  étant  ainsi  fixé,  il  n'y  a 
aucune  difficulté  à  en  faire  usage.  On  entendrait  de  même 
ce  que  signifie  le  produit  d'une  surface  par  une  ligne  ,  d'une 
surface  par  un  solide  ,  etc.  :  il  suffit  d'avoir  établi  une  fois 
pour  toutes  que  ces  produits  sont  ou  doivent  être  consi- 
dérés comme  des  produits  de  nombres  ,  chacun  de  l'espèce 
qui  lui  convient.  Ainsi  le  produit  d'une  surface  par  un  s  olide 
n'est  autre  chose  que  le  produit  d'un  nombre  d'unités  su- 
perficielles par  un  nombre  d'unités  solides. 

Souvent,  dans  le  discours ,  on  se  sert  dit  mot  angle  pour 
désigner  le  point  situé  à  son  sommet  :  cette  expression  est 
vicieuse.  Il  serait  plus  clair  et  plus  exact  de  désigner  par  un 
nom  particulier,  tel  que  celui  de  sommets ,  les  points  situés 
aux  sommets  des  angles  d'un  polygone  et  d'un  polyèdre. 
C'est  ainsi  qu'on  doit  entendre  la  dénomination  de  sommets 
d" un  polygone  et  d'un  polyèdre  dont  nous  avons  fait  usage. 

Nous  avons  suivi  la  définition  ordinaire  des ^gures  recti- 
Ugnes  semblables  ;  mais  nous  observerons  qu'elle  contient 
trois  conditions  superflues.  Car,  pour  construire  un  poly- 
gone dont  le  nombre  des  côtés  est  «,  il  faut  d'abord  con- 
naître un  côté,  et  ensuite  avoir  la  position  des  sommets  des 
angles  situés  hors  de  ce  côté.  Or ,  le  nombre  de  ces  angles 
est  n — 2  ,  et  la  position  de  chaque  sommet  exige  deux  don- 
nées; d'où  il  suit  que  le  nombre  total  des  données  néces- 
saires pour  construire  un  polygone  de  «côtés  est  i  -\-'i.n — 4  , 
ou  in  —  3.  Mais  dans  le  polygone  semblable  il  y  a  un  côté 
à  volonté  ;  ainsi  le  nombre  de  conditions  pour  qu'un  poly- 
gone soit  semblable  à  un  polygone  donné ,  est  in —  [^.  Or  la 
iléfinition  ordinaire  exige,  i"  que  les  angles  soient  égaux 

i8. 
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chacun  à  cliacun,  ce  qui  t'ait  n  conditions  ;  2"  que  les  côtés 
liomologues  soient  proportionnels  ,  ce  qui  fait  n — i  condi- 
tions. Il  y  a  donc  en  tout  in —  i  conditions ,  ce  qui  fait  trois 
de  trop.  Pour  obvier  à  cet  inconvénient ,  on  pourrait  dé- 
composer la  définition  en  deux  autres,  de  cette  manière  : 

i"  Deux  triangles  sont  semblables ,  lorsqu'ils  ont  deux 
angles  égaux  chacun  à  chacun. 

1°  Deux  polygones  sont  semblables  lorsqu'on  peut  former 
dans  Vun  et  dans  l'autre  un  même  nombre  de  triangles  sem- 
blables chacun  à  chacun  et  semhlahlement  disposes. 

Mais ,  pour  que  cette  dernière  définition  ne  contienne 
pas  elle-même  de  conditions  superflues  ,  il  faut  que  le 
nombre  des  triangles  soit  égal  au  nombre  des  côtés  du  po- 
lygone moins  deux  ;  ce  qui  peut  avoir  lieu  de  deux  manières. 
On  peut  mener  de  deux  angles  homologues  des  diagonales 
aux  angles  opposés,  alors  tous  les  triangles  formés  dans 
chaque  polygone  auront  un  sommet  commun,  et  leur  somme 
sera  égale  au  polygone  ;  ou  bien ,  on  peut  supposer  que  tout 
les  triangles  formés  dans  un  polygone  ont  pour  base  com- 
mune un  côte  du  polygone ,  et  pour  sommets  ceux  des  dif- 
férents angles  opposés  à  cette  base.  Dans  l'un  ou  l'autre  cas 
le  nombre  des  triangles  formés  de  part  et  d'autre  étant 
« — 2  ,  les  conditions  de  leur  similitude  seront  au  nombre 
de  in — 4  ;  et  la  définition  ne  contiendra  rien  de  superflu. 
Cette  nouvelle  définition  étant  posée,  l'ancienne  deviendra 
un  théorème  qu'on  pourra  démontrer  immédiatement. 

Si  la  définition  des  figures  rectilignes  semblables  est  im- 
parfaite dans  les  livres  d'éléments,  celle  des  solides  polyè- 
dres semblables  l'est  encore  bien  davantage.  Dans  Euclide, 
cette  définition  dépend  d'un  théorème  non  démontré;  dans 
d'autres  auteurs  elle  a  l'inconvénient  d'être  fort  redon- 
dante. Nous  avons  donc  l'ejeté  ces  définitions  des  solides 
semblables  ,  et  nous  leur  en  avons  substitué  une  fondée  sur 
les  principes  que  nous  venons  d'exposer.  Mais,  comme  il  y 
a  beaucoup  d'autres  observations  à  faire  à  ce  sujet,  nous  y 
reviendrons  dans  une  note  particulière. 

La  définition  de  la  perpendiculaire  à  un  plan  peut  être 
regardée  comme  un  théorème;  celle  de  Y  inclinaison  de  deu.r 
plans  a  besoin  aussi  d'être  justifiée  par  un  raisonnement; 
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plusieurs  autres  sont  dans  le  même  cas.  C'est  pourquoi,  et 
conservant  ces  définitions  suivant  l'ancien  usage  ,  nous 
avons  eu  soin  de  renvoyer  aux  propositions  où  elles  sont 
démontrées  ;  quelquefois  nous  nous  sommes  contentés  d'y 
ajouter  un  éclaircissement  succinct. 

\S  angle  formé  parla  rencontre  de  deux,  plans ,  et  l'angle 
solide  formé  par  la  rencontre  de  plusieurs  plans  en  un  même 
point,  sont  des  grandeurs,  chacune  de  son  espèce,  aux- 
quelles il  serait  peut-  ôtre  bon  de  donner  des  noms  particu- 
liers. Sans  cela  il  est  difficile  d'éviter  l'obscurité  et  les  cir- 
conlocutions lorsqu'on  parle  de  l'arrangement  des  plans  qui 
composent  la  surface  d'un  polyèdre.  Et  comme  la  théorie 
de  ces  solides  a  été  peu  cultivée  jusqu'à  présent,  il  y  a  moins 
d'inconvénient  à  y  introduire  des  expressions  nouvelles , 
si  elles  sont  réclamées  par  la  nature  des  choses. 

Je  proposerais  d'appeler  coin  l'angle  formé  par  deux 
plans;  V  arête  ou  faite  du  coin  serait  l'intersection  commune 
des  deux  plans.  Le  coin  se  désignerait  par  quatre  lettres 
dont  les  deux  moyennes  répondraient  à  l'arcte.  Alors  un  coin 
droit  serait  l'angle  formé  par  deux  plans  perpendiculaires 
entre  eux.  Quatre  coins  droits  rempliraient  tout  l'espace 
angulaire  solide  autour  d'une  ligne  donnée.  Cette  nouvelle 
dénomination  n'empêcherait  pas  que  le  coin  n'eût  toujours 
pour  mesure  l'angle  formé  par  les  deux  perpendiculaires 
menées  dans  chacun  des  plans  à  un  même  point  de  l'arête 
ou  intersection  commune. 

NOTE  IL 

Sur  la  démonstration  de  la  proposition  XIX, 
liv.  /,  et  de  quelques  autres  propositions 
fondamentales  de   la  géométrie. 

La  démonstration  que  nous  donnons  dans  le  texte  de  la 
proposition  XïX,  est  peut-être  la  plus  simple  et  la  plus 
directe  qu'on  puisse  trouver  dans  le  genre  purement  élé- 
mentaire; nous  espérons  qu'elle  sera  accueillie  par  les  ama- 
teurs de  l'exactitude  géoioétrique  et  qu'elle  fera  enfin  dis- 
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paraître  des  élémeiis  l'imperfection  à  laquelle    la  théorie 
des  parallèles  a  été  sujette  jusqu'à  présent. 

Nous  saisirons  cette  occasion  de  faire  quelques  nouvelles 
ï"einarques  sur  la  de'monstration  que  nous  avions  donnée  de 
la  même  proposition ,  dans  la  3^™^  édition  de  cetouvrage,  pu- 
bliée en  1800,  et  dans  les  éditions  suivantes  jusqu'à  la  8^"""  in- 
clusivement ;  il  est  nécessaire  pour  cela  derappelerenpeude 
mots  le  principe  sur  lequel  cette  démanstration  était  fondée. 
Nous  avons  prouvé  d'abord  d'une  manière  rigoureuse 
que  la  somme  des  angles  d'un  triangle  ne  peut  être    plus 
grande  que  deux  angles^droits  ,  proposition  qui  sépare  tout 
d'un  coup  par  une  différence  essentielle,  les  triangles  rec- 
tilignes  des  triangles  sphériques.  Cette  première  partie  étant 
établie,  it  restait  à  prouver  que  la  somme  des  angles  ne 
peut  être  ])lus  petite  que  deux  angles  droits;  or,  comme 
l'excès  des  ti'ois  angles  sur  deux  angles  droits ,  qui  a  lieu  dans 
les  triangles  s()hérique5,  est  proportionnel  à  l'aire  du  tri- 
angle; de  même  }e  déficit^  s'il  yen  avait  un  dans  les  triangles 
rectilignes,   serait  proportionnel  à  l'aire  du  triangle.   Dès- 
Fors  il  est  aisé  devoir  que  si  on  réussit  à  construire,  d'aprè» 
un  triangle  donné,  un  autre  triangle  dans  lequel  le  trian- 
gle donné  soit  contenu  au  moins  m  fois ,  le  déficit  de  ce  nou- 
veau triangle  égalera  au  moins  m  fois  le  déficit  du  trian- 
gle donné,  de  sorte  que  la  somme  des   angles   du  grand 
triangle  diminuera  progressivement  à  mesure  que  m  aug- 
mente, jusqu'à  devenir  nulle  ou  négative.  Résultat  absurde 
et  qui  prouve  que  la  somme  des  angles   d'un  triangle  ne 
peut-être  moindre  que  deux  angles  droits. 

Prenant  pour  guide  ce  principe  de  démonstration  qui  est 
infaillible,  nous  avons  fait  voir  que  toute  la  difficulté  se 
réduisait  à  construire  un  triangle  qui  contînt  au  moins  deux 
fois  le  triangle  donné  ;  mais  la  solution  que  nous  avons  don- 
née de  ce  problême  ,  en  apparence  très  simple,  suppose  que 
par  un  point  donné  dans  un  angle  moindre  que  deux  tiers 
d'angle  droit,  on  peut  toujours  faire  passer  une  ligne  droite 
qui  rencontre   à-la-fois  les  deux  cotés   de  l'angle. 

Nous  avions  ainsi  beaucoup  approché  de  notre  but,  mai* 
nous  ne  l'avions  pas  atteint  entièrement ,  puisque  notre  dé- 
monstration déper^dait  d'un  postulatuin   qui    à  toute  for*-*- 
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pouvait  être  nié.  (i)  C'est  celte  considération  qui  nous  a 
fait  revenir,  dans  la  9^™*  édition,  àla  simple  manhe  d'Euclidc, 
en  renvoyant  aux  notes  pour  la   démonstration  rigoureuse. 

En  examinant  les  choses  avec  plus  d'attention  nous  som- 
mes resté  convaincu  que  pour  démontrer  complètement 
notre  postulatum  il  fallait  déduire  de  la  définition  de  la 
ligne  liroite  une  propriété  caractéristique  de  cette  ligne  qui 
exclût  toute  ressemblance  avec  la  forme  d'une  hyperbole 
comprise  entre  ses  deux  asymptotes.  Voici  quel  est  à  cet 
égard  le  résultat  de  nos  recherches. 

Soit  BAC  ««  angle  donné,  et  M  un  point  donné  au  dedans   ^S-  ^74. 
de  cet  angle  ;  divisez  l'angle  BAC  en  deux  également  par  la 
droite  AD,  et  du  point  M  menez  MP  perpendiculaire  sur  AU: 
je  dis  que  la  droite  M.V  prolongée  dans  un  sens  et  dans  Vautre 
rencontrera  nécessairement  les  deux  côtés  de  Vangle  BA(". 

Car  si  elle  rencontre  un  des  côtés  de  cet  angle,  elle  ren- 
contrera l'autre,  tout  étant  égal  des  deux  côtés  à  partir  du 
point  P;  si  elle  ne  rencontrait  pas  un  côté,  elle  ne  rencon- 
trerait pas  l'autre  par  la  même  raison  ;  ainsi,  dans  ce  dernier 
cas  elle  devrait  être  renfermée  tout  entière  dans  l'espace 
compris  entre  les  côtés  de  l'angle  BAC;  or,  il  répugne  à  la 
nature  de  la  ligne  droite  qu'une  telle  ligne,  indéfiniment 
prolongée  ,  puisse  être  renfermée  dans  un  angle. 

En  effet, toute  ligne  droite  AB  tracée  sur  un  plan  ,  et  in-  %.275. 
définiment  prolongée  dans  les  deux  sens  ,  divise  ce  plan  en 
deux  parties  qui  étant  superposées  coïncident  dans  toute 
leur  étendue  et  sont  parfaitement  égales.  La  partie  AMB  du 
plan  total,  située  d'un  côté  de  AB,  est  égale  en  tout  à  la 
partie  AM'B située  de  l'autre  côté;  car  si  l'on  prend  un  point 

(  I  )  On  voit  dans  un  article  du  Philosophical magazine  de  mars  1822- 
qu'un  savant  géomètre  a  essayé  de  perfectionner  cette  démonstra- 
tion et  de  la  rendre  indépendante  de  tovt  postulatum  ;  mais  la  con- 
tniction  employée  pour  démontrer  la  seconde  partie  consiste  à 
mener  d'un  point  donné  différentes  droites  à  tous  les  sommets 
d'une  ligne  qu'on  doit  considérer  comme  polygonale ,  pour  raison- 
né dans  l'hypothèse  de  celui  qui  nie  la  proposition  ;  or  la  convexité 
de  cette  ligne ,  si  elle  avait  lieu  ,  ne  permettrait  pas  de  continuer 
Indéfiniment  la  construction  de  l'auteur,  comme  il  le  faudrait  pour 
l'exactitude  de  sa  démonstration. 
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fixe  C  sur  la  droite  AB  ,  tout  autre  point  M  de  la  partie 
AMB  sera  déterminé  par  la  distance  CM  et  l'angle  ACM; 
prenant  donc  de  l'autre  côté  un  angle  ACM'i=ACM  ,et  une 
distance  CM'=:CM,  il  est  évident  que  les  points  M  et  M' 
auront  la  même  situation  dans  les  deux  parties  du  plan ,  et 
que  ces  deux  parties  étant  superposées,  les  points  M  et  M' 
se  confondront  en  un  seul. 

Supposons  maintenant ,  s'il  est  possible ,  qu'une  ligne 
droite  indéfinie  XY  soit  renfermée  tout  entière  dans  uii 
espace  angulaire  quelconque  ,  par  exemple,  dans  l'angle 
BCM,  elle  ne  pourra  que  diviser  en  deux  parties  égales  ou 
inégales  la  partie  du  plan  comprise  dans  l'angle  BCM;  cette 
partie  a  sa  correspondante  BCM'  située  de  l'autre  côté  de  BC; 
mais  comme  outre  ces  deux  parties  égales  du  plan,  il  y  en  a 
deux  autres  renfermées  dans  les  angles  égaux  ACM,  ACM', 
on  voit  que  l'espace  angulaire  BCM  n'est  pas  la  moitié  de 
tout  le  plan  ;  donc  la  ligne  droite  XY  qu'on  suppose  parta- 
ger en  deux  portions  l'espace  BCM,  ne  pourra  partager  qu'en 
deux  parties  inégales  la  totalité  du  plan,  ce  qui  est  con- 
traire à  la  nature  de  la  ligne  droite. 

Par  ce  principe  très  simple ,  non  seulement  \e postulatum 
qui  empêchait  notie  démonstration  d'être  rigoureuse,  se 
trouve  démontré,  mais  on  j)eut  aussi  démontrer  immédiate- 
ment \e  postulatum  d'Euclide.  Ce  postulatum  se  réduit  aisé- 
^'  '  '  ment,  comme  on  sait,  au  cas  où  l'une  des  droites  AC  étant 
perpendiculaire  à  AB,  l'autre  droite  BD  fait  avec  AB  un  angle 
ABD  moindre  qu'un  droit..  Il  s'agit  donc  de  prouver  que 
dans  ce  cas  BD  prolongée  doit  rencontrer  AC. 

En  effet,  cela  n'était  pas,  en  prolongeant  AC  vers  C';et 
faisant  l'angle  ABD'rzrABD,  la  droite  CC  serait  comprise 
tout  entière  dans  l'angle  DBD'  moindre  que  deux  droits, 
ce  qui  est  impossible. 

Nous  laissons  aux  géomètres  à  décider  si  cette  démons- 
tration ne  mériterait  pas  d'être  admise  dans  les  éîémens,  de 
préférence  à  toute  autre ,  pour  rétablir  la  marche  d'Euclide 
devenue  entièrement  rigoureuse  par  la  suppression  de  son 
postulatum. 

Nous  nous  proposons  maintenant  de  faire  voir  qu'on 
peut  employer  l'analyse  avec  beaucoup  d'avantage ,  pour 
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démon irer rigoureusement  la  proposition  XIX  elles  autres 
propositions  fondamentales  de  la  géométrie.  C'est  ce  que 
nous  allons  développer  avec  tout  le  détail  nécessaire,  en 
commençant  par  le  théorème  sur  la  somme  des  trois  angles 
du  triangle. 

On  démontre  immédiatement  par  la  superposition,  et 
sans  aucune  proposition  préliminaire  que  deux  triangles 
sont  égaux ,  lorsqu'ils  ont  un  côté  égal  adjacent  à  deux 
angles  égaux  chacun  à  chacun.  Appelons/^  le  côté  dont  il 
s'agit ,  A  et  B  les  deux  angles  adjacents ,  C  le  troisième 
angle.  Il  faut  donc  que  l'angle  C  soit  entièrement  déter- 
miné, lorsqu'on  connaît  les  angles  A  etB,  avec  le  coté p  ; 
car,  si  plusieurs  angles  C  pouvaient  correspondre  aux  trois 
données  A,  B,/>,  il  y  aurait  autant  de  triangles  différents 
qui  auraient  un  côté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux  ,  ce 
qui  est  impossible:  donc  l'angle  C  doit  être  une  fonction 
déterminée  des  trois  quantités  A,  B,/?;  ce  que  j'exprime 
ainsi ,  C:^<p  :  (  A,  B,/>  ). 

Soit  l'angle  droit  égal  à  l'unité,  alors  les  angles  A,  B,  C, 
seront  des  nombres  compris  entre  o  et  2;  et  puisque  Cr=: 
9  :  (  A ,  B ,  /?  ) ,  je  dis  que  la  ligne  p  ne  doit  point  entrer  dans 
la  fonction  cp.  En  effet,  on  a  vu  que  C  doit  être  entièrement 
déterminé  parles  seules  données  A,  B,/>,  sans  autre  angle 
ni  ligne  quelconque  ,  mais  la  ligne/?  est  hétérogène  avec  les 
nombres  A ,  B  ,  C  ;  et  si  on  avait  une  équation  quelconque 
entre  A  ,  B,  C,p ,  on  en  pourrait  tirer  la  valeur  dep  en 
A,  B  ,  C;  d'où  il  résulterait  que/»  est  égal  à  un  nombre,  ce 
qui  est  absurde  :  donc/?  ne  peut  entrer  dans  la  fonction  cp^ 
et  on  a  simplement  C=r:(p  :  (A,  B)..,.(i) 

(i)  On  a  objecté  contre  cette  démonstration  que,  si  elle  était 
appliquée,  mot  pour  mot,  aux  triangles  sphériques,  il  en  résulte- 
rait que  deux  angles  connus  suffisent  pour  déterminer  le  troi- 
sième ,  ce  qui  n'a  pas  lieu  dans  ces  sortes  de  triangles.  La  réponse 
est  que,  dans  les  triangles  sphériques,  il  y  a  un  élément  de  pi  us  que 
dans  les  triangles  plans  ,  et  cet  élément  est  le  rayon  de  la  sphère 
dont  on  ne  doit  pas  faire  abstraction .  Soit  donc  r  le  ra^  on  ,  alors 
au  lieu  d'avoir  C  =  (p(A,B,o),on  auraC  — ip  (  A,B,/;,r),  ou 

seulementC  — 1-1  A,  B, -)  ,  en  vertu  de  la  loi  des  homogènes. 
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Cette  formule  prouve  déjà  que  ,  si  deux  angles  d'un 
triangle  sont  égaux  à  deux  angles  d'un  autre  triangle ,  le 
troisième  doit  être  égal  au  troisième  ;  et,  cela  posé,  il  est 
facile  de  parvenir  au  théorème  que  nous  avons  en  vue. 

fig-  i"9-  Soit  d'abord  ABC  un  triangle  rectangle  en  A  ;  du  point 
A  abaissez  AD  perjjendiculaire  sur  l'hypoténuse.  Les  angles 
B  et  D  du  triangle  ABD  sont  égaux  aux  angles  B  et  A  du 
triangle  BAC  ;  donc ,  suivant  ce  qu'on  vient  de  démontrer , 
le  troisième  BAD  est  égal  au  troisième  C.  Par  la  même 
raison  l'angle  DAC=B,  donc  BAD-f-DAC,  ou  BAC 
:=B-f-C  :  or  l'angle  BAC  est  droit  ;  donc  les  deux  angles 
aigus  d'un  triangle  rectangle ,  pris  ensemble ,  -valent  un 
angle  droit. 

fig.  lia.  Soit  ensuite  BAC  un  triangle  quelconque  et  BC  un  côté 
qui  ne  soit  pas  moindre  que  chacun  des  deux  autres  :  si 
de  l'angle  opposé  A  on  abaisse  la  perpendiculaire  AD  sur 
BC,  cette  perpendiculaire  tombera  au-dedans  du  triangle 
ABC,  et  le  partagera  en  deux  triangles  rectangles  BAD, 
DAC  :  or,  dans  le  triangle  rectangle  BAD  ,  les  deux  angles 
B  A  D ,  A  B  D ,  valent  ensemble  un  angle  droit  ;  dans  le  trian- 
gle rectangle  DAC,  les  deux  angles  DAC,  A  CD,  valent 
aussi  un  angle  droit.  Donc  les  quatre  réunis,  ou  seulement 
les  trois  BAC,  ABC  ,  ACB,  valent  ensemble  deux  angles 
droits  ;  donc  dans  tout  triangle  la  somme  des  trois  angles 
est  égale  à  deux  angles  droits. 

On  voit  par-là  que  ce  théorème,  considéré  a  priori ,  ne 
dépend  point  d'un  enchaînement  de  jtropositions ,  et  qu'il 
se  déduit  immédiatement  du  principe  de  l'homogénéité  ; 
principe  qui  doit  avoir  lieu  dans  toute  relation  entre  de» 
quantités  quelconques.  Mais  poursuivons,  et  faisons  voir 
qu'on  peut  tirer  de  la  même  source  les  autres  théorèmes 
fondamentaux  de  la  géométrie. 

Conservons  les  mêmes  dénominations  que  ci-dessus ,  et 
apj)clons  de  plus  m  le  côté  opposé  à  l'angle  A ,  et  «  le  côté 

Or,  ])uisque  le  rapport —  est  un  nombre,  ainsi  que  A  ,  B,  C  ,  rien 
n'empêche  que -ne  se  trouve  dans  la  fonction  cp ,  et  alors  ou 
n'en  peut  plus  conclure  G:=(p  (A,  15). 
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opposé  à  l'angle  B.  La  quantité  tn  doit  être  entièrement 
déterminée  par  les  seules  quantités  A,  B,/?;  donc  m  est 

une  fonction  de  A,  B,  />,  et  — en  est  une  aussi,  de  sorte 
qu'on  peut  faire  —  nzij^  :  (A,  B  ,  /?  ).  Mais  —  est  un  nom- 
bre, ainsi  que  A  et  B  ;  donc  la  fonction  i^  ne  doit  point 
contenir  la  ligne/?,  et  on  a  simplement  —  rzrij;  :(A,  B), 

ou  in^np  y  :  (A,  B).  On  a  donc  semblablement  nz=ip  i^  '. 
(B,A). 

Soit  maintenant  un  autre  triangle  formé  avec  les  mêmes 
angles  A,  B,  C,  auxquels  soient  opposés  les  côtés /«',  n' ,  p\ 
respectivement.  Puisque  A  et  B  ne  changent  pas,  on  aura 
dans  ce  nouveau  triangle  m'-=zp'  i/  (A,  B)  ,  et  n'-=.p'  if  : 
(B  ,  A).  Donc  m  '.  rn'  ::  n  '.  n'  y.  p  ;  p' .  Donc,  dans  les  trian- 
gles équiangles ,  les  côtés  opposés  aux.  angles  égaux  sont 
p  rop  ortionnels. 

De  cette  proposition  générale  on  déduit  comme  cas 
particulier  celle  que  nous  avons  supposée  dans  le  texte, 
pour  la  démonstration  de  la  proposition  XX.  En  effet , 
les  triangles  AFG,  AML  ont  deux  angles  égaux  ,  chacun  à 
chacun  ,  savoir ,  l'angle  A  commun ,  et  un  angle  droit.  Donc 
ces  triangles  sont  équiangles  ;  donc  on  a  la  proportion 
AF  :  AL  :  :  AG  :  AM ,  au  moyen  de  laquelle  la  prop.  XX  est 
pleinement  démontrée. 

La  proposition  du  quarré  de  l'hypoténuse  est ,  comme 
on  sait,  une  suite  de  celle  des  triangles  équiangles.  Voilà 
donc  trois  propositions  fondamentales  de  la  géométrie,  celle 
des  trois  angles  d'un  triangle,  celle  des  triangles  équiangles, 
et  celle  du  quarré  de  l'hypoténuse,  qui  se  déduisent  très- 
simplement  et  très-immédiatement  de  la  considération  de» 
fondions.  On  ])eut  par  la  même  voie  démontrer  très-suc- 
cinctement les  propositions  concernant  les  figures  sem- 
blables et  les  solides  semblables. 

Soit  ABCD  un  polygone  quelconque;  ayant  choisi  un 
côté  AR,  comme  base,  formez  autant  de  triangles  ABC, 
ABD,  etc.  sur  cette  base,  qu'il  y  a  d'angles  C,  D,  E,  etc. 
au-dehors.  Soit  la  base  ABzn://;  soient  A  et  B  les  deux 
angles  du  triangle  ABC  adjacents  au  côté  AB  ;  soient  A'  et 
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B'  les  deux  angles  du  triangle  ABD  adjacents  au  même 
côte  AB,  et  ainsi  de  suite.  La  figure  ABCDE  sera  entière- 
ment déterminée,  si  on  connaît  le  côté/»  avec  les  angles 
A ,  B ,  A',  B',  A",  B",  etc. ,  et  le  nombre  des  données  sera 
en  tout  in  —  3  ,  n  étant  le  nombre  des  côtés  du  polygone. 
Cela  posé  ,  un  côté  ou  une  ligne  quelconque  .?• ,  menée 
comme  on  voudra  dans  le  polygone ,  avec  les  seules  don- 
nées qui  constituent  ce  polygone,   sera   une  fonction  de 

ces  données  ;  et  comme  -  doit  être  un  nombre,  on  pourra 

suj)poser  -  =ij;  :  (  A  ,  B,  A',  B',  etc.),  o\i..T-=.p  ^  :  (A,  B, 

A',  B',  etc.),  et  la  fonction  tj^  ne  contiendra  point/?.  Si, 
avecJes  mêmes  angles  A,  B,  A'  B',  etc.  et  un  autre  côté 
*  p\  on  forme  un  second  polygone ,  on  aura  pour  la  ligne  .r', 
correspondante  ou  homologue  à  .r,  la  valeur  x' ■=.p'  ^  : 
(A,  B,  A',  B',  etc.  )  ;  donc  x  \  a-!  :: p  '. p' .  On  peut  définir 
les  figures  ainsi  construites  ,  figures  semblables  ;  donc  dans 
les  figures  semblables  les  lignes  homologues  sont  proportion- 
nelles. Ainsi,  non-seulement  les  côtés  homologues ,  les  dia- 
gonales homologues  ,  mais  les  lignes  terminées  de  la  même 
manière  dans  les  deux  figures  ,  sont  enti'e  elles  comme  deux 
auli'cs  lignes  homologues  quelconques. 

Appelons  S  la  surface  du  premier  polygone ,  cette  surface 

S 
est  homogène  au  quarré/)';  il  faut  donc  que —j- soit  un 

nombre  qui  ne  contienne  que  les  angles  A,  B,  A',  B',  etc. , 
de  sorte  qu'on  aura  S  '=^p^  (p  :  (  A ,  B  ,  A',  B',  etc.  ).  Par  la 
même  raison,  si  S'  est  la  surface  du  second  polygone,  on 
aura  S'rz:/."  9  :  (A,  B,  A',  B',  etc.).  Donc  S  :  S'  ::/'':yV*; 
donc  les  surfaces  des  figures  semblables  sont  entre  elles 
comme  les  quarres  des  côtés  homologues. 

Venons  maintenant  aux  polyèdres.  On  peut  supposer 
qu'une  face  est  déterminée  au  moyen  d'un  côté  connu/»  et 
de  j)lusieurs  angles  A,  B,  C,  etc.  Ensuite  les  sommets  de» 
angles  solides,  hors  de  cette  base,  seront  déterminés  chacun 
par  le  moyen  de  trois  données ,  qu'on  peut  regarder  comme 
autant  d'angles;  de  sorte  que  la  détermination  entière  du 
polyèdre  dépend  d'un  côté/?,  et  de  plusieurs  angles  A,  B, 
C,    etc.  dont  le  nombre  vai'ie  suivant  la  nature  du  polyè- 
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lire.  Cela  posé ,  une  ligne  qui  joint  deux  sommets ,  ou,  plus 
généralement ,  toute  ligne  .r-  menée  d'une  manière  déter- 
minée dans  le  polyèdre,  avec  les  seules  données  qui 
constituent  ce  solide  ,  sera  une  fonction  des  données  /?, 

A ,  B ,  C ,  etc.  ;  et  comme  -  doit  être  un  nombre,  la  fonc- 
tion égale  à  -  ne  contiendra  que  les  angles  A,  B,  C,  etc., 

r 

et  on  pourra  supposer  .T:=ip  (p  :  (A,  B,  C,  etc.).  La  surface 
du  solide  est  homogène  à  />'  ;  ainsi,  cette  surface  peut  se 
représenter  pary?"  (}j  :  (  A,  B,  C,  etc.  );  sa  solidité  est  homo- 
gène à/7',  et  peut,  se  représenter  par/?'  n  "  (A,  B,  C,  etc.), 
les  fonctions  désignées  par  «Ji  et  n  étant  indépendantes 
de  p. 

Supposons  qu'on  construise  un  second  solide  avec  les 
mêmes  angles  A,  B,  C  ,  etc. ,  et  un  côté/»'  différent  de  p  : 
nous  appellerons  les  solides  ainsi  construits  solides  sem- 
blables; et,  cela  posé  ,  la  ligne  qui  était /xp  :  (A,  B,  C,  etc.), 
ou  simplement  p  (p  dans  un  solide  sera  p'  (p  dans  un  autre 
la  surface  qui  était /p'  (|/  dans  l'un  sera  />>'*  i^  dans  l'autre; 
et  enfin  la  solidité  qui  était  /»'  n  dans  l'un  sera  /-»"  n 
dans  l'autre.  Donc,  i**  dans  les  solides  semblables  les  côtes 
ou  lignes  homologues  sont  proportionnels  ;  1°  leurs  sur/aces 
sont  comme  les  quarrés  des  côtés  homologues  ;  3"  leurs 
solidités  sont  comme  les  cubes  de  ces  mêmes  côtés. 

Les  mêmes  principes  s'appliquent  aisément  au  cercle. 
Soit  c  la  circonférence  et  s  la  surface  du  cercle  dont  le 
rayon  est  r  ;  puisqu'il  ne  peut  y  avoir  deux  cercles  inégaux 

décrits  du  même  rayon,  les  quantités  -  et  —  doivent  être 

des  fonctions  déterminées  de  /•;  mais  ,  comme  ces  quantités 
sont  des  nombres  ,  elles  ne  doivent  point  contenir  dans  leur 

expression    la    ligne   r;   ainsi    on  aura  -:n:a,et  —  ^  ê' 

a  et  g  étant  des  nombres  constants.  Soit  c'  la  circonférence 

et  /la  surface  d'un  autre  cercle  dont  le  rayon  est  r;  on 

c'  s' 

aura  donc  aussi  -7-  =  a ,  et  -pr  =  g.  Donc  c  '.  c'  '.'.  r '.  r' .  et 
r  r  ' 

sis'  :  ;  r'  :  r'  *  ;  donc  les  circonférences  des  cercles  sont  comme 

les  rayons ,  et  leurs  sur/aces  comme  les  quarrés  des  rayons. 
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Considérons  un  secteur  dont  r  soit  le  rayon  et  A  l'angle 
au  centre  ;  soit  x.  l'arc  qui  termine  le  secteur ,  et  j)'  la  surface 
de  ce  môme  secteur.  Puisque  le  secteur  est  entièrement 
déterminé  lorsqu'on  connaît  r  et  A  ,  il  faut  que  x  tX.  y 

soient  des  fonctions  déterminées  de  r  et  de  A,  donc     et  -^ 

r       r^ 

sont  aussi  de  pareilles  fonctions.  Mais  -  est  un  nombre, 

ainsi  que  ^;  donc  ces  quantités  ne  doivent  point  contenir 

r ,  et  elles  sont  simplement  fonctions  de  A  ,  de  sorte  qu'on 

aura  -r:z:(p:A,et-Y=<J/lA.  Soient  x'  et  y'  l'arc  et  la 

surface  d'un  autre  secteur  dont  l'angle  est  A  et  le  rayon  /; 

nous  appellerons  ces  deux  secteurs  secteurs  semblables  ;  et 

x' 
puisque  l'angle  A  est  égal  de  part  et  d'autre ,  on  aura  -,- 

=zcp  :  A,  et^^-=.if  :  A.  Donc  x  :  a:' ::  r;/,  et  j:y  ::  /•' :  r"j 

donc  les  arcs  semblables  ou  les  arcs  des  secteurs  semblables 
sont  proportionnels  aux  rayons ,  et  les  secteurs  eux-mêmes 
sont  proportionnels  aux  quarrcs  des  rayons. 

Il  est  clair  qu'on  prouverait,  de  la  mcme  manière,  que 
les  sphères  sont  comme  les  cubes  de  leurs  rayons. 

On  suppose ,  dans  tout  ce  qui  précède,  que  les  surfaces  se 
mesurent  par  le  produit  de  deux  lignes  ,  et  les  solidités  par 
le  produit  de  trois  ;  c'est  ce  qu'il  est  facile  de  démontrer 
aussi  par  voie  d'analyse.  Considérons  un  rectangle  dont  les 
dimensions  sont/»  et  ç,  et  sa  surface  qui  est  une  fonction 
de/>  et  <7,  représentons-la  par  cp:  (/>,  /y).  Si  on  considère 
un  autre  rectangle  dont  les  dimensions  sont />-{-/>'  et  ^,  il 
est  clair  que  ce  rectangle  est  composé  de  deux  autres,  l'un 
qui  a  pour  dimensions/?  et  q ,  l'autre  qui  a  pour  dimensions 
p'  et  q  ;  de  sorte  qu'on  aura 

Soit />'=/?,  ou  aura  (p(2/7j  q)=.i(S^  {^p ,  q).  Soit  />'  = 
a  /»,  on  auraç  (3/>,<?)  =  (p(/',  <7)-h9(2/>,  «7)  =  3(p 
{p,  q).  Sohp'=zZ  p,  on  aura(p(4/?,  ^)=:(p  (/>,  q) -\- 
<f  (3/?,  <7)  =  4  (p  (/>,  q).  Donc  en  général ,  i^- est  un  nombre 
entier  quelconque,  on  aura  <p  ( /• /»,  <y)  r:i:/-  (p  ( /?,  q)  on 
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ISEiÏL^ÎHLJL'JI.  Il  résulte  de  là  que  ^ '^^'^^    est   une 
php  p 

telle  fonction  de/? ,  qu'elle  ne  change  pas  en  mettant  à  la 

place  de/?  un  mnlliple  quelconque//».  Donc  celte  fonction 

est  indépendante  de/>,  et  ne  doit  renfermer  que  q.  Mais 

9 (/^»  7)      . 
par  une  raison  semblable -i doit  être  indépendante 

0(p,  q)  .  . 

de  «7;  donc  ^^ •  ne  renferme  ni  p  ni  q ,  et  ainsi  cette 

PI 

quantité  doit  se  réduire  à  une  constante  a.  Donc  on  aura 

(^  (^p  q)  z=.a.  p  q  ;  et  comme  rien  n'empêche  de  prendre 
a  =  I  ,  on  aura  9  (/>,  q)  ^^/^  q >  ainsi  la  surface  d'un  rec- 
tangle est  égale  au  produit  de  ses  deux  dimensions. 

On  démontrerait,  d'une  manière  absolument  semblable, 
que  la  solidité  d'un  parallélipipède  rectangle  dont  les  di- 
mensions sout/7,  «y,  r,  est  égale  au  produit/?  q  rde  ses  trois 
dimensions. 

Nous  observerons,  au  reste,  que  la  considération  des 
fonctions  qui  fournit  ainsi  une  démonstration  très-simple 
des  propositions  fondamentales  de  la  Géométrie,  a  déjà  été 
employée  avec  succès  pour  la  démonstration  des  principes 
fondamentaux  de  la  Mécanique.  F'ojez  les  Mémoires  de 
Turin,  tome  II. 

Enfin,  quoique  la  théorie  prëce'dente  soit  établie  sur  les 
fondements  les  plus  solides  ,  nous  ne  devons  pas  dissimuler 
qu'elle  a  été  attaquée  par  M.  Leslie  ,  célèbre  professeur 
d'Edimbourg,  dans  ses  Élémcns  de  géométrie,  2-^"^  et  'i*^™** 
éditions  ;  mais  sans  entrer  dans  aucun  détail  à  ce  sujet ,  il 
nous  suffira  de  dire  que  les  objections  de  M.  Leslie  ont  été 
pleinement  réfutées ,  d'abord  par  M.  Playfair,  son  compa- 
triote, dans  VEdimburg  Review,  tome  XX,  et  ensuite  par  M. 
Maurice,  de  l'Académie  des  sciences  de  Paris,  dans  la 
Bibliothèque  universelle  de  Genève,  Octobre  i8ig.  On  peut 
voir  aussi  la  discussion  de  ces  mêmes  objections ,  dans 
l'Edition  Anglaise  de  nos  élémens  donnée  par  M.  David 
Brewster ,  Edimbourg,  i8a2. 
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NOTE     111. 

Sur  V approximation  de  la  proposition  Xf^, 
livre  IF. 

Dès  qu'on  a  trouvé  un  rayon  excédant  et  un  déficient  qui 
s'accordent  dans  les  premiers  chiffres ,  on  peut  achever  le 
calcul  d'une  manière  très-prompte  par  le  moyen  d'une  for- 
mule algébrique. 

Soit  a  le  rayon  déficient  et  b  l'excédant,  dont  la  diffé- 
rence est  petite;  soient  a'  et  b'  les  rayons  suivants  qui  s'en 

/    a-{-b\ 
déduisent  par  les  formules  b'z=z\/  ab,  a'=^\/[  a. j 

Ce  que  l'on  cherche ,  c'est  le  dernier  terme  de  la  suite  a,  a\ 

a",  etc. ,  qui  est  en  même  temps  celui  de  la  suite  b ,  b' ,  b'\ 

etc.  Appelons  ce  dernier  terme  x ,  et  soit  bz=.a  (i  -f-o)); 

on  pourra  supposer  x  =  a  (i -f-Pto-f-Q  w'  -f- etc.  ) ,  P  et  Q 

étant  des  coefficients  indéterminés.  Or  les  valeurs  de  b'  et  a' 

donnent 

b'z=.a{i-\-'-iù  —  |w'-|-etc.); 

a'z=za{i  -hî^  —  3^co'-f-etc.). 
Et  si  on  fait  pareillement  b'z=ia'  (  i  4-co')  ,  on  aura, 
w'rrz  ~iù  —  TT  ^  '  ^^^' 
Mais  la  valeur  de  x  doit  être  la  même ,  soit  que  la  suite  a , 
«',  rt",  etc.  commence  par  a  ou  par  a' ;  donc  on  aura 

rt(i-|-P(o-t-Qa>"-+-etc.)  =  c\i-l-Pw'H-Qw"-|-etc.). 
Substituant  dans  cette  équation  les  valeurs  de  a'  et  de  w' 
en«  et  co,  et  comparant  les  termes  semblables,  on  en  dé- 
duira P=:j,  et  Qr= — ~;  donc 

Si  les  rayons  a  et  è  s'accordent  dans  la  première  moitié  de 

leurs  chiffres,  on  pourra  rejeter  le  terme  w",  et  la  valeur 

t>  —  « 
précédente  se  réduira  à  :*:=  a(i  -f-j^wjzzraH 

Ainsi,  en  faisant  a=z:i ,  1282657  ,  et  6=1 ,  1286063,  on 
en  déduira  immédiatement  .r=:z  i  ,  1283792. 

Si  les  rayons  a  et  6  ne  s'accordent  que  dans  le  premier 
tiers  de  leurs  chiffres ,  il  faudra  prendre  les  trois  termes  de 
a  formule  précédente;  ainsi  en  faisant«c=i,  i26563q  et 
/=!  ,  i32oi49„  on  trouvera  j:  =  1 ,  1283791. 
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On  pourrait  supposer  que  a  et  b  sont  encore  moins  près 
l'un  de  l'autre;  mais  alors  il  faudrait  calculer  la  valeur  (!« 
X  avec  un  plus  grand  nombre  de  termes. 

L'approximation  de  la  prop.  XIV ,  qui  est  de  Jacques 
Gregory,  est  susceptible  de  semblables  abrégés.  Nous  ren- 
voyons à  l'ouvrage  de  cet  auteur ,  intitulé  :  F'era  circuli  et 
hyperholœ  quadratura  ,  ouvrage  d'un  grand  mérite  pour  le 
temps  où  il  a  paru. 

NOTE   IV. 

Où  Von  démontre  que  le  rapport  de  la  circon- 
férence au  diamètre  et  son  quarré  y  sont  des 
nombres  irrationnels. 

Considérons  la  suite  infinie 

a       I        «'               I                  a^ 
I+-  +  -- —H 5. ; — -hetc. 

Z  2Z.Z+1  2.DZ.2-|-I.Z-f-2 

I  a" 

dont  le  terme  général  est . — 

I.2.3...«  z.z+i.z4-2....(z  +  «     1) 

et  supposons  que  (p  :  z  en  représente  la  somme.  Si  on  met 

z-\-\  à  la  place  de  z,(^:  (z  +  i)  sera  pareillement  la  somme 

de  la  suite 

a  \  a^  1  a* 

iH H-- —-\ -■ h  etc. 

z4-i       a  z-f-i.z-f-a       2.3  z-|-i .  S+2.S+3 

Retranchons  ces  deux  suites,  terme  à  terme,  l'une  de  l'autre, 

et  nous  aurons  (p:z  —  cp  :  (z-|-i)  pour  la  somme  du  reste 

qui  sera 

a                        a^                   \                     a^ 
—H h-- l-etc. 

Z.Z-J-I  Z.Z-f-I.Z-<-2  2    Z.sH-I.Z-}-2.2-f-3 

Mais  ce  reste  peut  être  mis  sous  la  forme 

a         ,  a  I  «' 

.  (iH h-  r-f-etc), 

z.z-\~i  z-}-2       a  z-f-2.z-t-3 

a 

et  alors  il  se  réduit  à 9  :  (z-|-2).  Donc  on  aura 

z.zH-i 

généralement 

<p:z— cp:(z-hi)=: _-cp:(34_2). 

z .  Z-f- I 

Divisons  cette  équation  par  (p  :  (z-f-i),  et,  pour  simpli- 
fier le  résultat ,  soit  ij;  :  z  une  nouvelle  fonction  de  z,  telle 

ï9 
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a  <?  :  (z-\-i) 
que  4i  :  s=  -.  — ^ ;   alors  on   pourra  mettre 


<p:(2)  z^ 

9  :  (3  +  2) 


au  heu  de ,  et  -^ —^ au  heu  de 

?:(3-hi)  a 


,.  La  substitution  faite,  on  aura 

<?:  (s  +  i) 

a 

A  :  Z  = z : 

^  z-h  ^:  (z  +  i) 

Mais  en  mettant  successivement  dans  cette  équation  z  -}-  1, 
z  -|-  2  ,   etc. ,  à  la  place  de  z,  il  en  résultera 

a 


<f:(z4-i)  — 


z+i-h<;,  :  (z-l-2 


Donc  la  valeur  de  i};  :  z   peut   s'exprimer  par  la  fraction 
continue  : 


w   •   «^  


z+iH 

z  H-  2  -f-  etc. 

Réciproquement  cette  fraction  continue  ,  prolongée  à  l'in- 

^   .                                                              ,     ,    a  ?  :{z  +  i) 
uni ,  a  pour  somme  i  :  z ,  ou  son  égale  -. ;  et 

z         f  :  z 

cette  somme,  développée  en  suites  ordinaires,  est 

a  a' 

I+-— hi— ; h  etc. 

a  z-|-i  z+i.z-l-2 

z  a  a' 

iH 1-|. ; h  etc. 

z  2  .  zH-  1 

Soit  maintenant  z=z~,  la  fraction  continue  deviendra 

a  a 

— —  4  <ï 

5-+-  et 

dans  laquelle  les  numérateurs  ,  excepté  le  premier ,  sont 
tous  égaux  à.  li  a ,  el  les  dénominateurs  forment  la  suite 
des  nombres  impairs  i  ,  3 ,  5 ,  7 ,  etc.  La  valeur  de  cette 
fraction  continue  peut  donc  aussi  s'exprimer  par 
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4  a          16  a*         6li  a' 
iH-    oH o    ,    g+ — 5 h  etc. 

4a       16  «"  64  a' 

iH "i 5—:  H 5 ^H-  etc. 

2      2. i. 4     2.3. ..6 

Mais  ces  suites  se  rapportent  à  des  formules  connues,  et  on 
sait  qu'en  représentant  par  e  le  nombre  dont  le  logarithme 
hyperbolique  est  i  ,  l'expression  précédente  se  réduit  à 

l//a;  de  sorte  qu'on  aura  en  général 


4  a 

.  2  i/'az=  — 

^,v/«^.^-av/a  X    +  4a 

1  H 

5    -h  etc. 

De  là  résultent  deux  formules  principales  selon  que  a  est 
positif  ou  négalif.  Soit  d'abord  4  a  =  ^%  on  aura 


5  -I-  etc. 

Soit  ensuite  4«=^  —  ^%  ^^  <^"  vertu  de  la  formule  connue 
— - —  =  1/ —  1 .  tang.  j? ,  on  aura 


,xV~i 


tang.  T=i  -       r 


5 

n  —  etc. 


Celle-ci  est  la  formule  qui  servira  de  base  à  notre  démons, 
tration.  Mais  il  faut  ,  avant  tout ,  démontrer  les  deux 
lemmes  suivants. 

Lemme  I.  Soit  une  fraction    continue  prolongée  h  V infini^ 


^  "■+--. 

n''+etc. 

dans  laquelle  tous  les  nombres  m,  n  ,  m',  n',  etc.  ionl  des 
entiers  positifs  ou  néfcatifs  ;  si  on  suppose  que  les  fractions 

19- 


2gi 
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in  m    m 

composantes-^, — , ,  etc.  soient  toutes  plus  petites  que 

n    n'    n  ' 

l'unité ,  Je  dis  que  la  valeur  totale  de  la  fraction  continue 

sera  nécessairement  un  nombre  irrationnel. 

D'abord ,  je  dis  que  cette  valeur  sera  plus  petite  que 

l'unité.  En  effet ,  sans  diminuer  la  généralité  de  la  fraction 

continue,  on  peut  supposer  tous  les  dénominateurs  «,  «', 

«",  etc.  positifs  ;  or  ,  si  on  prend  un  seul  terme  de  la  suite 

\        m 
proposée  ,  on  aura  ,  par  hypothèse,  — <  i.  Si  on  prend  les 

m'  .  .  m' 

deux  premiers ,  â  cause  de  — -<  i  ,  il  est  clair  que  n  -\ 

n'  n 

«st  plus  grand  que  n —  i  :  mais  m  est  plus  petit  que  «;  et, 

puisqu'ils  sont  l'un  et  l'autre  des  entiers  ,  m  sera  aussi  plus 

m 

petit  que  n  -j .  Donc    la   valeur   qui   résulte  des   deux 

n' 

termes 


/ 
est  plus  petite  que  l'unité.  Calculons  trois   termes  de  la 
fraction  continue  proposée  ;  et  d'abord  ,  suivant  ce  qu'on 
vient  de  voir ,  la  valeur  de  la  partie 

—       m 
^  n" 
sera  plus  petite  que  l'unité.  Appelons  cette  valeur  m,  et  il 

m 
est  clair  que sera  encore  plus  petite  que  l'unité  ;  donc 


la  valeur  qui  résulte  des  trois  termes 

m  , 

—       m 
n  -h—j-      m" 


est  plus  petite  que  l'unité.  Continuant  le  même  raisonne- 
ment ,  on  verra  que ,  quel  que  soit  le  nombre  de  termes 
qu'on  calcule  de  la  fraction  continue  proposée ,  la  valeur 
qui  en  résulte  est  plus  petite  que  l'unité;  donc  la  valeur 
totale  de  cette  fraction  prolongée  à  l'infini,  est  aussi  plus 
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petite  que  l'unité.  Elle  ne  pourrait  être  égale  à  l'unité  que 
dans  le  seul  cas  où  la  fraction  proposée  serait  de  la  forme 
m 


m'-\-i 


m"  -\-i  —  etc. 
dans  tout  autre  cas  elle  sera  plus  petite. 

Cela  posé,  si  on  nie  que  la  valeur  de  la  fraction  continue 
proposée  soit  égale  à  un  nombre  irrationnel  ,  supposons 
qu'elle  est  égale  à  un  nombre  rationnel ,  et  soit  ce  nombre 

—,  et  A  B  étant  des  entiers  quelconques  ;  on  aura  donc 
B 

A      m 

—  = —       m' 

B        n  H m" 

n   A 

«"  -^  etc. 

Soient  C  ,  D  ,  E ,  etc.  des  indéterminées  telles  qu'on  ait 

C      m! 


B     «' 
D_  ut! 

C— ^ 


m 

n" 


etc. 


m" 

n"  ■+-  etc. 


et  ainsi  à  l'infini.  Ces  différentes  factions  continues  ayant 

tous  leurs  termes  plus  petits  que  l'unité ,  leurs  valeurs  ou 

B  C  D  E  ,  .  „     .  ^ 

sommes —,—,—,  —  ,  etc.   seront   plus  petites   que   I  unité, 
AB    C   D  r  r  n 

suivant  ce  qui  vient  d'être  démontré  ,  et  ainsi  on  aura 
B<A,  C<B,D<C,  etc.  ;  d'où  l'on  voit  que  la  suite  A , 
B ,  C ,  D  ,  E ,  etc.  est  décroissante  à  l'infini.  Mais  l'enchaî- 
nement des  fractions  continues  dont  il  s'agit  donne 

B        /ra 

■—  = C;  d'où  résulte  C  j=m  A  —  «  B  , 

A      „+- 

C  m' 

-•  =  — — D  ;  d'où  résulte  D  =  m' B  —  n' C, 
B      n'  -f-  - 
C 

D        m" 

—■=:■  —■ —  E  ;  d'où  résalte  E  =  /n"  C  —  n"  D , 
C       /i"  -4-  - 
D 

etc.  etc. 
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Et  puisque  les  deux  premiers  nombres  A  et  B  sont  entiers 
par  hypothèse  ,  il  s'ensuit  que  tous  les  autres  C  ,  D  , 
E  ,  etc. ,  qui  jusqu'à  ce  moment  étaient  indéterminés  ,  sont 
aussi  des  nonvbres  entiers.  Or ,  il  implique  contradiction 
qu'une  suite  infinie  À  ,  B  ,  C  ,  D ,  E ,  etc.  soit  à-la-fois  dé- 
croissante et  composée  de  nombres  entiers  ;  car  d'ailleurs 
aucun  des  nombres  A ,  B ,  C ,  D  ,  E ,  etc.  ne  peut  être  zéro , 
puisque  la  fraction  continue  proposée  s'étend  à  l'infini,  et 

'-.,  .        •  BCD 

qu  ainsi  les  sommes  représentées  par  —,  —,  —,  etc.  doivent 

toujours  être  quelque  chose.  Donc  l'hypothèse  ,  que  la 
somme  de  la  fraction  continue  proposée  est  égale  à  une 

quantité  rationnelle  — ,  ne   saurait  subsister  ;  donc    cette 

somme  est  nécessairement  un  nombre  irrationnel. 

Lemme  II.  Les  mêmes  choses  étant  posées  ,  si  les  fractions 

m  m'    m" 

composantes  — ,  —  ,  etc.  sont  cVune  grandeur  quelcon- 

n     n'     n" 

que  au  comm-encement  de  la  suite  ;  mais  qu'après  un  certain 
intervalle ,  elles  soient  constamment  plus  petites  que  l'unité  ; 
je  dis  que  la  fraction  continue  proposée ,  en  supposant  tou- 
jours qu'elle  s'étende  à  l'infini ,  aura  une  valeur  irrationnelle. 

m'" 

Car ,  SI  a  compter  de ,  par  exemple ,  toutes  les  frac- 

n"' 

m'"   m"   m"  .    n    ■  •  * 

lions , ,  — ,  etc.   à  l'infini,    sont   plus    petites    que 

n'"    n"    n" 

l'unité,  alors,  suivant  le  lemme  I,  la  fraction  continue 

m"' 

n^^  -j 

n^  ■+■  e(C. 

aura  une  valeur  irrationnelle.  Appelons  cette  valeur  w  ,  eî- 

la  fraction  continu*  proposée  deviendra 

m  , 

—       m 

n-^ ,_,rn" 

n  -f-w. 
Mais  si  on  lait  successivement 

m"  ,  "t  „        m 


'  'î     -J-6)  «   -4     m' 
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il  est.  clair  que ,  w  étant  irrationnelle ,  toutes  les  quantités 
w',  w",  w'",  doivent  l'être  pareillement.  Or,  la  dernière  «'" 
est  é^ale  à  la  fraction  continue  proposée  ;  donc  la  valeur  de 
celle-ci  est  irrationnelle. 

Nous  pouvons  maintenant ,  pour  revenir  à  notre  sujet, 
démontrer  cette  proposition  générale. 

THÉORÈME. 

Si  un  arc  est  commcrtsurable  avec  le  rayon  ,  sa  tangente 
sera  incommensurable  avec  le  même  rayon. 

m 
En  effet ,  soit  le  rayon  m:  i  ,  et  l'arc  .r  =  —  ,  m  et  /i  etaut 

des  nombres  entiers ,  la  formule  trouvée  ci-dessus  donnera, 

en  faisant  la  substitution  , 

m       m 
tanff. — =: —      //z' 

n        n  —  -—      m^ 

">  n —  — —      m 

5/î 

']  n —  etc. 

Or  cette  fraction  continue  est  dans  le  cas  du  lemme  II  ;  car 
il  est  clair  que  les  dénominateurs  3  « ,  5  « ,  7  « ,  etc.  aug- 
mentant continuellement  ,  tandis  que  le  numérateur  /«' 
reste  de  la  même  grandeur,  les  fractions  composantes  seront 
ou  deviendront  bientôt  plus  petites  que  l'unité ,  donc  la 

valeur  de  tang.  est  irrationnelle  ;  donc ,  si  l'arc  est  com- 

n 
mensurable  avec  le   rayon  ,  sa  tangente  sera  incommen- 
surable. 

De  là  résulte  ,  comme  conséquence  très-immédiate,  la 
proposition  qui  fait  l'objet  de  cette  note.  Soit  tc  la  demi- 
circonférence  dont  le  rayon  est  x  ;  si  ir  était  rationnel    l'arc 

X  le  serait  aussi ,  et  par  conséquent  sa  tangente  devrait  être 

irrationnelle  :  mais  on  sait ,  au  contraire ,  que  la  tangente 

de  l'arc  —  est  égale  au  rayon  i  ;  donc  lU  ne  peut  être  ration- 

4 
nel.  Donc  le  rapport  de  la  circonférence  au    diamètre,  est 
un  nombre  irrationnel  (i). 

(i)  Cette  proposition  a  été  démontrée  pour  la  preiuière  fois  par 
Lambert ,  daas  les  Mémoires  de  Berlin  ,  année  17^1. 
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Il  est  probable  que  le  nombre  7V  n'est  pas  même  compris 
»lans  les  irrationnelles  algébriques  ,  c'est-à-dire ,  qu'il  ne 
peut  être  la  racine  d'une  équation  algébrique  d'un  nombre 
fini  de  termes  dont  les  coefficients  sont  rationnels  :  mais  il 
paraît  très-difficile  de  démontrer  rigoureusement  cette  pro- 
position ;  nous  pouvons  seulement  faire  voir  que  le  quarré 
de  TZ  est  encore  un  nombre  irrationnel. 

En  effet ,  si  dans  la  fraction  continue  qui  exprime  tang.  jc, 
on  fait  xrmu  ,  à  cause  de  tang.  x  =  o ,  on  doit  avoir 

0=3 =-       X' 

5 7C* 

7 

9  —  e^<^- 

.  /« 

Mais  si  t:'  était  rationnel,  et  qu'on  eut  "k^  z=  — ,  m  et  m 

n 

étant  des  entiers ,  il  en  résulterait 


•^=5;;. 


7 m 

an 

^  II  —  etc. 


Or ,  il  est  visible  que  cette  fraction  continue  est  encore 
dans  le  cas  du  lemme  II ,  sa  valeur  est  donc  irrationnelle, 
€t  ne  saurait  être  égale  au  nombre  3.  Donc  le  quarré  du 
rapport  de  la  circonférence  au  diamètre ,  est  un  nombre 
irrationnel. 

NOTE    V. 

Où  Von  donne  la  solution  analytique  de  divers 
problèmes  concernant  le  triangle  ,  le  quadri- 
latère inscrit ,  le  parallélipipède  et  la  pyra- 
mide triangulaire. 

PROBLBME    PREMIER. 

Étant  donnés  les  trois  côtés  d^un  triangle  ,  trouver  sa  sur- 
face ,  le  rayon  du  cercle  inscrit  et  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit. 
fie.  ia6.        Soient  les  côtés  BC  =:  a,  ACm  b ,  AB=  c ;  si  du  som- 
met A  on  abaisse  la  perpendiculaire  AD  sur  le  côté  opposé 

*  la.  3.    BC,  on  aura  'Tc  —  AB-rBC  —  2BC  X  BD;  donc  BD  == 


b., 


"--     r 
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— -I '  Cette  valeur  donne  AB  — BD  ou  AD  =:  c" 


1  a 


-c- 


a'-i-c' — b^\'      ^a^'c^ — (a'  +  f'  —  b")' 


-  ;  donc  AD 


1  a         J  [\  a^ 

=  --i^ ^^ — — —.  Soit  S  laire  du  triangle,     , 

2  a 

on  aura  S  :^  ^  ^C  X  AD  ;  donc 

S=\\/[fia'c'-.{a'+c'-by]--=^i/{ia'b'+'i.a'c'+ib'c'^a*-b^-c^), 

Cette  formule  peut  encore  se  réduire  à  une  autre  forme 

plus  commode  pour  le  calcul  logarithmique  ;  pour  cela  il 

faut  observer  que  la  quantité  4«'  <^^ —  (^'  -|-<^'  —  ^*)'  est 

le  produit  des  deux  facteurs  1  ac -i- (a" -\- c''  —  b^)  et  2  ac  — 

a'  -i-c'  —  6');  le  premier  =  (a+c)'  —  b^  =  {a -\- c -\- b)  ; 

(a  +  c—b);  le  second  =  è' — (^a—cy=(b+a—c)  {b—a  +  c), 

donc  on  aura 

S=±y^[{a-\-b-hc)  (a-\-b—c)  (a+c—b)]  (b  +  c  —  a) 

Enfin  si  on  fait =/*»  ce  qui  donne  a-]-b-\-cz=ip, 

2 

a-hb — (r=.ip — 2c,  a-\-c —  b:=zt.p — 2e,  b-\-c — a-=zo.p — ia, 
on  aura  encore  plus  simplement 

S=]/(j>  .p  — a  ./>  —  b  .p  —  c). 
D'où  l'on  voit  que  pour  avoir  la  surface  d'un  triangle  doue- 
les  trois  côtés  sont  donnés,  il  faut  prendre  îa  demi -somme 
des  trois  côtés ,  de  cette  demi-somme  retrancher  successive- 
ment chacun  des  côtés ,  ce  qui  donnera  trois  restes ,  multi- 
plier ces  trois  restes  entre  eux  et  par  la  demi-somme  des 
côtés ,  et  enfin  extraire  la  racine  quarrée  du  produit  :  cette 
racine  sera  l'aire  du  triangle. 

Soient  maintenant  z  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  ,  et  «  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  ce  même  tri- 
angle, on  aura  suivant  la  prop.  xxxii,  liv.  m, 

Y  abc                      2  S  S       ,  ,     .  , 

et  u:=:  zzr-  ;   donc  en  substituant  la 


S  «  -f-è  -|-c       p 

valeur  trouvée  de  S ,  il  viendra 


4  abc  /    — a.p- — b.ji — c 


1/  [j).p  —  a.p  —  b.p  —  c) 


f  p — a  .p- — h  .p — c\ 


,«=W/^-«-z 
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PU  OB  LEME        II. 


Etant  donnés  les  quatre  cotes  d'un  quadrilatère  inscrit , 

trouver  le  rayon  du  cercle  ,  la  sur/ace  du  quadrilatère  et 

ses  angles. 

^^^-        Soient  les  côtés  donnés  ABmra  ,  BC=:è,  CD=c ,  DA=rf' 

et  les  diagonales  inconnues  AC=j:,  ^D=.j ^  on  aura,  sui- 

„  jc       ad-\-  bc 

vant  le  theor.  33,  liv.  \\\ .,  a:y:=zac-\-hd  &V  -:=. 

y       ab  -{-  cd' 

d'où  l'on  tire 

y  /(ac+bd)  {ad+bc)\  ,  f{ac+bd)  {ab+cd)'\ 

'^~V    ^  ab+cd         J'-^  ^V    i^  ^l+b^         J 

Mais ,  suivant  le  proWême  précédent  ,  le  rayon  du  cercle 

circonscrit  au  triangle  ABC ,  dont  les  côtés  sont  a,  b,x^  peut 

abx 

s'exprimer  par  la  formule  z  =r-. -• 

iy[lia'b'—{a'+b'-a:y] 

Substituant  au  lieu  de  x  la  valeur  qu'on  vient  de  trouver 
et  décomposant  le  résultat  en  facteurs  ,  on  aura 

/■  r  (ac+bd)  (ad+bc)  (ab+cd)  T 

^  ~  V      j_(a+*4-c— J)  {a+b+d-~c)  (a+c+d—b)  (è+c+d—a)^  ' 

.                               '^ab.T 
Cela  posé  ,  l'aire  du  triangle  ABC  = ,  celle  du  trian- 

z 

7  c  d.T 

gle  ADC  r=z ;  donc  l'aire  du  quadrilatère  ABCD  :=: 

[ab-\~cd)  .r 

—}\/[<ia-\-b+c—d)  {a-\-b+fï~c)  {a-i-c-\-d—b)  (b-{-c-\-d—a)]. 
Et  si  on  fait ,  pour  abréger  ,  />  :=  -^  (a-\-b-\-c-\-d)  ,  on 
aura  l'aire  ABCD  =1,''  {p  —  a.p  —  b.p~c.p  —  d).  Enfin  pour 
avoir  l'un  des  angles ,  par  exemple  ,  l'angle  B  ,  on  obser- 

a'  +  ô*  —  j:'; 
vera  nue  le  triangle  ABC  donne  cos  B  :^  ; 

substituant  la  valeur  de  .r  et  réduisant ,  on  aura  cos  B  = 

a'-f-è'  —  c'  —  d'.  .      1 — cos  B 

.  De  la  on  tire ,  ou  tang.  '  -  B 

2  ab  -\-i  cd  I  +  cos  B 
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(c+-aY~  'a — b)'       (rt+c+r/ — b)  (h-\-c+d — a)    ,^ 

—  i i :^ —=^- ^— : ^.  Donc 

(a+by—{c—d)'       {a-\-b-\-c—d)  (a-\-b+d—c) 

f  p  —  a  .  p  —  b'^ 

taiig.  i  B  =  1/    i ^— — 

\P  —  c.p  —  d, 

PROBLÊME     III. 

Bans  le  quadrilatère  ABDC  dont  les  angles  opposes  B   fig-  277- 
et  C  sont  droits ,  étant  donnes  les  deux,  côtés  AB ,  AC  avec, 
l'angle  compris  BAC     trouver  les  deux  autres  côtés  et  la 
diagonale  AD. 

Soit  AC  ■=.  b ,  AB  =3  c ,  et  l'anj^'le  BAC  -=  A  ;  si  l'on  pro- 
longe BD  et  AC  jusqu'à  leur  rencontre  en  E  ,  le  triangle 
BAE  rectangle  en  B,  où  l'on  connaît  l'angle  BAE  et  le  côté 

c  c 

AB  ,  donnera  AE  :r= •,  donc  CE  = b.  Ensuite 

cos  A  cos  A 

le  triangle  DCE  rectangle  en  C  ,  où   l'on  connaît  le  côté 

CE  et  l'angle  CDE  =  A  ,  donnera   CD==:CE  cet  A  =: 

c  —  è  cos  A                                                                     è  — c  cos  A 
: .  On  aura  donc  senablablernent  BD  = : 

sin  A  sm  A 

Ce  sont  les  -valeurs  des  deux  côtés  cherchés  du  quadrilatère. 
De -là  résulte  la    diagonale  A  D  z=:  1/ (  A  C  +  D  C  )  r::: 

\/{  ^''+i )     1=^—^^ ï^.  Mais  par 

V    V         ^     sin  A     ^  y*  sin  A  * 

le  triangle  BAC  on  aurait  BC  =  i/(6'H-c' — ibc  cos  A). 

Donc  la  diagonale  AD,  qui  joint  les  deux  angles  obliques, 

est  à  la  diagonale  BC  qui  joint  les  deux  angles  droits  ::  i 

:sin  A. 

Scholie.  La  diagonale  AD  est  en  même  temps  le  dia- 
mètre du  cercle  dans  lequel  le  quadrilatère  ABDC  serait 
inscrit. 

Dans  ce  cercle  on  aurait  l'angle  ABC:=:  ADC  ,  donc  en 
abaissant  CF  perpendiculaire  sur  AB,  les  triangles  BFC, 
ADC,  sont  semblables  et  donnent  AD  :  BC  :;  AC:FC  ::  i  ." 
sin  A  ;  ce  qui  s'accorde  avec  le  résultat  précédent. 
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PROBLEME    IV. 


Etant  données  les  trois  arêtes  d'un  parallélipipède  avec 
les  angles  qu'elles  font  entre  elles ,  trouver  la  solidité  du 
parallélipipède. 

Ég.  378.  Soient  les  arêtes  SA=/,  SB=g,  SC-=.h,  et  les  angles 
compris  ASB  =  y  ,  ASC  =  €  ,  BSC  =  a.  Si  du  point  C  on 
abaisse  CO  perpendiculaire  sur  le  plan  ASB  ,  le  triangle 
rectangle  CSO  donnera  CO  =  CS  sin  CSO  =  h  sin  CSO.  D'ail- 
leurs la  surface  du  parallélogramme  ASBP  =:  fg  sin  y.  Donc 
si  on  appelle  S  la  solidité  du  parallélipipède  ST ,  on  aura 
^■=::ifgh  sin  a  sin  CSO.  Il  reste  à  trouver  sin  CSO. 

Pour  cela  du  point  S  comme  centre  et  d'un  rayon  r=  i, 
décrivez  une  surface  sphérique  qui  rencontre  en  D  ,  É ,  F,  G , 
les  droites  SA ,  SB  ,  SC  ,  SO  j  vous  aurez  un  triangle  DEF 
dans  lequel  l'arc  FG  est  perpendiculaire  sur  ED  ,  puis- 
que le  plan  CSO  est  perpendiculaire  sur  ASB.  Or  le 
triangle  DEF,  où  l'on  a  les  trois  côtés  DE  =  y,  DF  = 

COS  ê COS  a  COS  y 

g  ,  EF  ■=.  a. ,  donne  cos  E  =. : : ,  et  siu  E  = 

sin  a  sm  y 

\/  {1  —  cos'  a  —  cos'  g  —  cos'  y  H-  a  cos  a  cos  g  cos  y 

sin  a  sin  -^ 

Ensuite  le  triangle  rectangle  EFG  donne  sin  GF  ou  sin  CSO 

=  sin  E  sin  EF  =  sin  a.  sin  E.  Donc  S=.fgh  sin  a  sin  y  sin  E, 

ou 

S=/g'^l/(l— cos'  a cos'  g  — COS'y  4- 2  COS  a  COS  g  COSy). 

Dans  cette  expression  la  quantité  sous  le  radical  est  le 
produit  des  deux  facteurs  sin  a  sin  y  -|-  cos  g  —  cos  a  cos  y  et 
sin  a  sin  y— cos  g+cosaCOSy.Lepremier=cosg  — cos  (a+y) 

.    a  +  g  +  y    .    a+y — ê    ,  a  r  \  ^ 

—  2  Sin sin ■ ■>  'e  second=:cos  (a — y)-~cosg 


%  1. 

a  +  6 — Y    .    Ê+-Y  —  * 


Donc    la  solidité   cherchée 


,   ,         ,\  .    a+g+y  .    a+ê~y  .    a.-1-y-g  .    g-J-y— al 
S  =.  ijgli  .  /  I  sin !-sin ^sin  — î sin — ■ . 
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PnOBLEME    V. 

Les  mêmes  choses  étant  données  que  dans  le  problème 
précédent ,  trouver  Vexpression  de  la  diagonale  qui  joint 
deux  sommets  opposés. 

Soit  la  diagonale  de  la  base  SP^zz  et  la  diagonale  fig.  978. 
clierchée  ST  =.  u  ;  le  triangle  ASP  dans  lequel  cos  SAP 
=z  —  cos  y  ,  donnera  z^z=:p  -\-g^  +  a^cos  y;  pareillement 
le  triangle  TSP  dans  lequel  cos  TPS  =  — cos  CSP  ,  don- 
nera «"  =  z' +^"-1- 2/22  cos  CSP.  Il  ne  s'agit  plus  que 
d'avoir  le  cosinus  de  l'angle  CSP  ou  de  l'arc  FH  :  or 
dans  le  triangle  sphériquc  EFH  ,  on  a  cos  FH  izr 
cos   E  F  cos  E  H  -f-  sin  EF  sin  EH  cos  E  ;  substituant  les 

cos  g  —  cos  a  cos  y 

valeurs  EF  :=  a  et  ros  E  ^=z : : ■  ,  il  viendra 

sin  a  sin  y 

sin  EH  ^ 

cos  FH  =  cos  a  cos  EH  -\ (  cos  ê  —  tos  a  cos  y  )  = 

sin  y 

sin  EH  cos  g     sin(y  — EH),  cos  a     sinEHcosg+sinDHcosa. 

sin  y  sin  y  sin  y 

Donc    "xhz   cos    FH  ,    ou    'ihz   cos   CSP  =  ih   cos  g. 

z  sin  EH  z  sin  DH 

— : |-2>^cos  a.  — : .  Mais  dans  le  triangle  BSP 

sin  y  sm  y 

SP  sin  BSP  SP  sin  BPS 

on  a  BP  zzz  — : -—  et  BS  ::=  — : ,  ce  qui  donne 

sin  SBP  sm  SBP 

z  sin  EH  z  sin  DH 

— : =: /  et  — : ==  g.  Donc  ihz  cos  CSP  ==:  1  fh 

sm  y  sin  y 

cos  g +  2^^  cos  a.  Donc  enfin  le  quarré  de  la  diagonale 

cherchée  : 

u*  =/*  -\-g^-\-h'  4-  -i/g  cos  y  -h  ifk  cos  g  -h  %gh  cos  a. 

Corollaire.  L'angle  solide  A  est  formé  par  les  arêtes 
f,  g  ,h ,  faisant  entre  elles  deux  à  deux  les  angles  200**— y  , 
2CO**  — g,  a;  ainsi  îl  suffit  de  changer  les  signes  de  cos  y  et 

cos  g  dans  l'expression  de  SE  pour  avoir  celle  de  AM. 
Faisant  de  même  pour  les  deux  autres  diagonales  ,  on  aura 
les  valeurs  de  leurs  quarrés  comme  il  suit  : 
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ST'=/'-h^'-h/i'  4-a/^cos  Y  +  2/Â  cos  g  +  2  g  h  cos  et 

KMz=ip  -^g^-^h' — i/gcos  Y  —  ^f/i  cos  g  +  2  ^/i  cos  a 

B  N  m /M- g' '+ '^  ' —  a/g' cos  Y  +  2/A  ces  g  —  "i  g^  cos  a 

CP  =:/^4-g-^-|-/j'4-2/°^  cos  Y  —  2/^  œs  g —  a  g'i^  cos  a 

De  là  on  lire  ST  +  AM  +  Bn'-|- Cp'=  !^/' -i- f^g^ ^  [^  h\ 
Donc,  dans  tout parallélipipède ,  la  somme  des  quarrés  des 
quatre  diagonales  est  égale  à  la  somme  des  quarrés  des 
douze  arêtes.  Ce  théorème  remarquable  et  analogue  à  celui 
'  14.  3.  qui  a  lieu  dans  le  parallélogramme  *  ,  pourrait  se  déduire 
cor.  immédiatement  de  ce  dernier.  Car  au  moyen  des  parallélo- 
grammes SCTP  ,  ABMN  ,  on  a 

ST  +  CP  =  2 se  +  2  SP", 

Âm'-4-  BN  —  a  B m '+  a  A bI 

Ajoutant  ces  deux  équations  et  observant  qu'on  a  SC=:BM 

et  SP-f-ÂB'=  aSA^H-aSB^,  il  viendra  ST  +  Am'-}- 

BN  +  CP'=:  A  S  A  +  4  S  bV  4  S  C. 


PROBLEME    VI. 


Étant  données  les  trois  arêtes  qui  aboutissent  à  un  même 
sommet  d'une  pyramide  triangulaire  ,  et  les  trois  angles 
que  ces  arêtes  forment  entre  elles  ,  trouver  la  solidité  de  la 
pyramide. 
T".  27S.  Soit  S  ABC  la  pyramide  triangulaire  proposée,  dans 
laquelle  on  connaît  les  arêtes  SAr=/,  SBr^rg^,  SC  ::=  ^  , 
et  les  angles  compris  ASB  =  y  ,  ASC  =  g  ,  BSC=:  a.  Si 
sur  les  arêtes  SA,  SB,  SC,  données  de  grandeur  et  de 
position  ,  on  décrit  le  parallélipipède  ST,  la  pyramide 
qui  est  le  tiers  du  prisme  triangulaire  BSANMC  sera  le 
sixième  du  parallélipipède  ST.  Donc  en  appelant  P  la  soli- 
dité de  la  pyramide ,  on  aura ,  d'après  le  probl.  iv , 
p— i^A^/(i — cos 'a  —  cos 'g  —  cos'y+^*^<^*  *  cos  6  cos  y  ] 

.    ^  ,     r  •    a+6+Y  .     a+g— Y    .     a+Y— g    .     Y-f-g—  al 
ou  P  =  3  fgkf^[^m -un sin  — ■ —  sin J 
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PROBLEME     VII. 

Etant  donnés  les  six  côtes  ou  arêtes  d'une  pyramide  tri- 
angulaire ,  trouver  sa  solidité. 

Si  l'on  conserve  les  mêmes  dénominalions  que  dans  le    f-t^-'i-i^- 
problême   précédent  ,    et   qu'on   fasse  de  plus  J^Czzzf', 

CA=j^',  BA=rA' ,  on  aura  cos  v  rr; ,  cos  g  rr: 

— ,  cos  a.  := — ; Substituant  ces   \a- 

2  fh  "^  gh 

leurs  dans  la  formule  trouvée,  et  faisant  pour  abréger 

g^-^h^—f>^-^Y,r-^h^—g'^=.G,r-^t—h'^^ii, 

on  aura  la  solidité  demandée 

Dans  l'application  de  ces  formules  on  observera  que/', 
g'',  h'  ^  désignent  les  côtés  d'une  même  face  ou  base,  et 
/,  g^  h,  les  trois  autres  arêtes  ,  qui  aboutissent  au  sommet, 
leur  disposition  étant  telle  que  J  est  opposée  à  /' ,  g  à  g' 
et  h  a  h'. 

Scholie.  Soit  A  la  somme  des  quatre  triangles  qui  com- 
posent la  surface  de  la  pyramide  .  soit  /•  le  rayon  de  la  sphère 
inscrite;  il  est  aisé  de  voir  qu'on  a  Pr^AXj';  car  on  peut 
concevoir  la  pyramide  décomposée  en  quatre  autres  ,  qui 
auraient  pour  sommet  commun  le  centre  de  la  sphère  , 
et  pour  bases ,  les  différentes  faces  de  la   pyramide.  On  a 

3P 
donc  le  rayon  de  la  sphère  inscrite  rm  — , 

A 

PROBLEME     VIII. 

Les  mêmes  choses  étant  données  que  dans  le  problème  V] 
trouver  le  rayon  de  la  sphère  circonscrite  a  la  pyramide. 

Soit  M  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  SAB ,  fjg  279. 
MO  la  perpendiculaire  menée  par  le  point  M  sur  le  plan 
SAB  ;  soit  pareillement  N  le  centre  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  SAC  ,  NO  la  perpendiculaire  élevée  par  le 
point  N  sur  le  plan  SAC  Ces  deux  perpendiculaires  situées 
dans  un  mém  plan  MDN  perpendiculaire  à  SA ,  se  ren- 
contreront en  un  point  O  qui  sera  le  centre  de  la  sphère 
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circonscrite  ;  car  le  j)oint  O  ,  comme  appartenant  à  la  ])er- 
pendiculaire  MO  ,  est  à  égale  distance  des  trois  points  S, 
B ,  À  ;  et  ce  même  point  ,  comme  appartenant  à  la  per- 
pendiculaire NO  ,  est*  à  égale  distance  des  trois  points 
S  ,  A  ,  C  ;  donc  il  est  à  égale  distance  des  quatre  points  S, 
A,  B,  C. 

On  peut  imaginer  que  le  point  M  est  déterminé  dans  le 
plan  S  A  B  ,  au  moyen  du  quadrilatère  S  D  M  H  ,  dont  les 
deux  angles  D  et  H  sont  droits  ,  et  où  l'on  a  ST>  =  r/, 
Sll=z^g,  et  AS'B=:-^.   Donc  on   aura  (d'après  le  pro- 

—  g — -^fcos  Y 

blême   m  ) ,  D  M  =::= : ;  semblablement  on  aura 

sin  Y 

D  N  = :^^ 

sin  g 

Appelons  D  l'angle  MDN  qui  mesure  l'inclinaison  des 

deux  plans  SAB  ,  SAC  ;  dans  le  triangle  sphérique  dont 

a ,  ê  ,  "Y  ,  sont  les  côtés,  D  sera  l'angle  opposé  au  côté  a  ,  et 

cos  a —  cos  -V  cos  g 

ainsi  on  aura  cos  D  ■= : r-* ,   de   sorte   que 

sin  Y  sm  g 

l'angle  D  peut  être  supposé  connu. 

Cela  posé,  dans  le  quadrilatère  OMDN  dont  les  deux 

angles  M  et  N  sont  droits  ,  et  où  l'on  connaît  les  deux 

côtés  MD,  DN  et  l'angle  compris  MDN=D  ,  on  aura 

par  le  problême   m,   le  quarré  de   la   diagonale  OD  = 

DM  +  Dn'— aDM  X  DN  cos  D 


D 


-.  Ensuite  dans  le  triangle 


OSD  rectangle  en  D ,  on  aura  SO  =  OD  +  SD:  c'est  la 
valeur  du  quarré  du  rayon  de  la  sphère  circonscrite. 

Si  on  fait  la  substitution  des  valeurs  de  D  M  ,  D  N  et 
ensuite  celle  des  valeurs  de  cos  D  et  de  sin  D  ,  afin  d'avoir 
immédiatement  l'expression  du  rayon  SO  ,  par  le  moyeu 
des  données  du  problême  vi ,  on  trouvera  pour  résultat  : 

(/^'sin'a-f.^'sln"g+A'sin»  T— a 7^(0057— cosgcosa)  ) 

80=;:^ x/  '^  — 2A(cosg— cosacosY)— 2^A(cosa  — cosY  cosg)V 

'       I  —  cos  '  a — cos  ^  g— cos  »  Y+acosacosgcos      ) 
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NOTE    VI. 

Sur  la  plus  courte  distance  de  deux  droites  non 
situées  dans  le  mêîne  plan. 

Soient  AB ,  CD ,  deux  droites  données ,  non  situées  dans  le  6g.  280. 
même  plan ,  dont  il  s'agit  de  trouver  la  plus  courte  distance. 

Suivant  AB  faites  passer  deux  plans  perpendiculaires 
entre  eux  qui  rencontrent  CD  l'un  en  C  ,  l'autre  en  D  ;  des 
points  C  et  D  abaissez  CA  et  DB  perpendiculaires  sur  AB  ; 
dans  le  plan  ABD  menez  DE  parallèle  et  AE  perpendiculaire 
à  BA,  ce  qui  formera  le  rectangle  ABDE  ;  dans  le  plan  CAE 
joignez  CE  et  menez  AI  perpendiculaire  à  CE;  enfin  dans  le 
plan  CDE  menez  IK  parallèle  à  DE  jusqu'à  la  rencontre  de 
CD  en  K  ,  faites  ALi^IK  et  joignez  KL  ;  je  dis  ,  i"  que  la 
droite  KL  est  perpendiculaire  à-la-fois  aux  deux  droites 
données  AB ,  CD  ;  2°  que  cette  même  droite  KL  est  plus 
courte  que  toute  autre  qui  joindrait  deux  points  des  ligne* 
AB ,  CD ,  et  qu'ainsi  KL  ,  ou  son  égale  AI ,  est  la  plus  courte 
distance  demandée. 

En  effet,  i**  les  trois  droites  AB,  AC,  AE  étant  par 
construction  perpendiculaires  entre  elles ,  l'une  d'elles  AB 
est  perpendiculaire  au  plan  des  deux  autres  ;  donc  AB 
est  perpendiculaire  à  AI;  d'ailleurs  Kl  est  parallèle  à  DE, 
et  DE  à  AB  ,  donc  Kl  est  parallèle  à  AB  ,  et  puisqu'on  a  fait 
AL  =  KI,  il  s'ensuit  que  la  figure  AIKL  est  un  rectangle. 
Cela  posé ,  l'angle  AIK  est  droit  ainsi  que  AIC  ,  donc  Ja 
droite  AI  est  perpendiculaire  au  plan  KIC  ou  CDE  ;  donc 
sa  parallèle  KL  est  perpendiculaire  au  même  plan  CDE, 
et  par  conséquent  est  perpendiculaire  a  CD.  Donc,  1**  la 
droite  KL  est  perpendiculaire  à-la-fois  aux  deux  droites 
AB,CD. 

2"  Soit  M  un  point  quelconque  de  la  droite  CD;  si  par 
ce  point  on  mène  MN  parallèle  à  DE  ou  à  AB ,  la  distance 
du  point  M  à  la  droite  AB  sera  égale  à  AN  ,  puisque  l'angle 
BAN  est  droit.  Or  on  a  AN  >  AI  ;  donc  AI  est  la  plus  courte 
distance  des  lignes  données  AB  ,  CD. 

Soient  les  perpendiculaires  CA  =  ^ ,  et  DB=:  AE  T=zh , 

20 
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on  aura  CE=v/  {a'  -\-b');  et  parce  que  Taire  du  triangle 

ACE  s'exprime  également  par  ~  AC  X  AE  et  par  ^  CE  X  AI , 

ACxEA  ab  ^,       „ 

on  aura  AI  = =. — ; ;-v  C  est  1  expression 

CE  \/{a'-{-b') 

de  la  plus  courte  distance  des  lignes  données. 

Si  en  même  temps  on  fait  la  distance  AB=z:c,  et  qu'on 

appelle  A  l'angle  compris  entre  les  deux  lignes  données, 

c'est-à-dire  l'angle  CDE,  compris  entre  la  ligne  CD  et  une 

parallèle  DE  à  la  ligne  AB ,  le  triangle  CDE  rectangle  en  E 

DE  c 

donnera  cos   CDE=r  — — - ,  ou  cos  A=: ; ; —  ? 

CD'  v/(a'-|-è'4-c') 

car  on  a  CD  =  CE-i-ED  =  a' -hé' +  c'.  Delà  on  tirerait 

.    .                    \/(a'-hb')  c 

aussi  sin  A  =:: ; — r-  et  cot  A  =z 


NOTE   VII. 

Sur  les  polyèdres  symmétriques . 

C'est  pour  plus  de  simplicité  que  nous  avons  supposa, 
dans  la  déf.  16,  liv.  VI,  que  le  plan  auquel  les  polyèdres 
symmétriques  sont  rapportés,  est  le  plan  d'une  face  :  on 
pourrait  supposer  que  ce  plan  est  un  plan  quelconque, 
et  alors  la  définition  deviendrait  plus  générale,  sans  qu'il 
y  eût  rien  à  changer  à  la  démonstration  de  la  propos,  ii, 
par  laquelle  nous  avons  établi  les  relations  mutuelles  des 
deux  polyèdres.  On  peut  aussi  prendre  une  idée  très-jusle 
de'la  manière  d'être  de  ces  deux  solides,  en  regardant  l'un 
des  deux  comme  l'image  de  l'autre  formée  dans  un  miroir 
plan,  lequel  tiendra  lieu  du  plan  dont  nous  venons  de 
parler. 

NOTE  VIII. 

Sur  la  proposition  XXV,  livre  Vil. 

Ce  théorème  qu'Euler  a  démontré  le  premier  dans  les 
Mémoires  de  Pétersbourg ,  année  1758,  offre  plusieur* 
conséquences  qui  méritent  d'être  développées. 

1"  Soit  a  le  nombre  des  triangles  ,  b  le  nombre  des  qua- 
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drilatères,  c  le  nombre  des  pentagones,  etc.  qui  composent 
la  surface  d'un  polyèdre  ;  le  nombre  total  des  faces  sera 
a~{-b-\-c-\-  d-\-  etc. ,  et  le  nombre  total  de  leurs  côtés  sera 
3a  H- 46+ 5c  4- 6^+ etc.  Ce  derniex  nomLre  est  double  de 
celui  des  arêtes  ,  puisque  la  même  arête  appartient  à  deux 
faces  ;  ainsi  on  aura 

H  =  a  +  è-|-c-|-<^-hetc. 
aA  =  3a  +  46-h5c-h6rfH-etc. 
Et  puisque,  suivant  le  théorème  dont  il  s'agit,  S-f-H:=:A 
-\-i ,  on  en  tire 

2S  =  4  4-«H-2*+3c-h4rf4-etc. 
Une  première  remarque  que  fournissent  ces  valeurs ,  c'est 
que  le  nombre  des  faces  impaires  a-\-c-\-€-\-  etc.  est  tou- 
jours pair. 

On  peut  faire  pour  abréger  Ci):=:é-|-ac-f-?»rf-|- etc. ,  et 
alors  on  aura 

Ainsi  dans  tout  polyèdre  on  a  toujours  A  >  4  H  ,  etS> 
a  -4-4  H ,  où  il  faut  observer  que  le  signe  >  n'exclut  pas  l'éga- 
lité, attendu  qu'on  pourrait  avoir  (siz=io. 

Le  nombre  de  tous  les  angles  plans  du  polyèdre  est  2  A, 
celui  des  angles  solides  est  S ,  de  sorte  que  le  nombre  moyen 

2A 

des  angles  plans  qui  forment  chaque  angle  solide  ,  est    —  . 

Ce  nombre  ne  peut  être  moindre  que  3 ,  puisqu'il  faut 
au  moins  trois  angles  plans  pour  former  un  angle  solide; 
ainsi  on  doit  avoir  2A>3S,  le  signe  >  n'excluant  pas 
l'égalité.  Si  on  met  au  lieu  de  A  et  S  leurs  valeurs  en 
Hetco,  on  aura  3  HH-o>>6-f- jH  +  f  w  ,  on  3H>  12  -f-w 
Remettant  les  valeurs  de  H  et  w  en  a  ,  é ,  c ,  etc. ,  il  en 
résultera 

3a-|-2è-|-c>i2-|-e-|-2/H-3^-t-  etc. 
d'où  l'on  voit  que  a,  6,  c ,  ne  peuvent  pas  être  zéro  à  la 
fois,  et  qu'ainsi  il  n'existe  aucun  polyèdre  dont  toutes  les 
faces  aient  plus  de  cinq  côtés. 

Puisqu'on  aH>44-|o),la  substitution  dans  les  valeurs 
de  S  et  de  A  donnera  S>44-|to,  et  A>6-f-(«).  Mais  en 
même  temps  on  a  w<3H — 12;  et  delà  il  résulte  S  <2H —  4, 
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et  A  <  3H  —  6 ,  où  l'on  se  souviendra  que  les  signes  >  et 
<  n'excluent  pas  l'égalité.  Ces  limites  ont  lieu  généralement 
dans  tous  les  polyèdres. 

2°  Supposons  2A>4S,  ce  qui  convient  à  une  infinité 
de  polyèdres  ,  et  nommément  à  ceux  dont  tous  les  angles 
solides  sont  formés  de  quatre  plans  ou  plus  ,  on  aura  dans 
ce  cas  H  >  8  +  (li ,  qu  ,  en  faisant  la  substitution , 

a  >  8  -f-  c  -|-  2c?-f-  3e  -\-  etc. 
Donc  il  faut  que  le  solide  ait  au  moins  huit  faces  triangu- 
laires ;  la  limite  H > 8 -\-<ù  donne S>64-co,etA>a  -f-wi 2 . 
Mais  on  a  en  même  temp3a)<H  —  8  j  et  de  là  résulte  S<  H 
—  2,  A<2H  —  4. 

3°  Supposons  2A.>  5S,  ce  qui  renferme  entre  autres 
polyèdres  ceux  donr  tous  les  angles  solides  sont  au  moins 
quintuples  ,  il  en  résultera  H  >  20  +  3  w ,  ou 
a>20-|-2i-f-5c-|-8  d-\-  etc. 
Et  on  aura  en  même  temj)S  S>i2-|-2a),  etA>3o-|-5oj; 
enfin  de  ce  que  w  <  y  (H  —  20) ,  on  tire  les  limites  S  < 
f(H  — 2),A<|(H  — 2). 

On  ne  peut  supposer  2A  =  6S;  car  on  a  en  général 
2A  +  2W-|-i2iz=6S;  donc  il  n'y  a  aucun  polyèdre  dont 
tous  les  angles  solides  soient  formés  de  six  angles  plans  ou 
plus  ;  et  en  effet  la  moindre  valeur  qu'aurait  chaque  angle 
plan ,  l'un  portant  l'autre ,  serait  l'angle  d'un  triangle  équi- 
latéral ,  et  six  de  ces  angles  feraient  quatre  angles  droits, 
ce  qui  est  trop  grand  pour  un  angle  solide. 

4**  Considérons  un  polyèdre  dont  toutes  les  faces  soient 
triangulaires,  on  aura  10  =  0,  ce  qui  donnera  A=:z\H,  et 
Sr:r  2-4-yH.  Supposons  en  outre  que  tous  les  angles  solides 
du  polyèdre  soient  en  partie  quintuples,  en  partie  sextu- 
ples; soit/?  le  nombre' des  angles  solides  quintuples,  q  celui 
des  sextuples  ,  on  aura  S  =p  -\-  q  et  1 A  :=z:  5p -{-  6q,  ce  qui 
donne  6 S  —  2  A:=/>  :  mais  on  a  d'ailleurs  A:=r|  H,  et  8=:: 
2  H-  ^  H  ;  done/>  n:6S  —  2A::3:i2.  Donc  si  un  polyèdre  a 
toutes  ses  face.'^riangulaires^  et  que  ses  angles  solides  soient 
en  partie  quintuples ,  en  partie  sextuples  ,  les  angles  solides 
quintuples  seront  toujours  au  nojnhre  de  11,  Les  sextuples 
peuvent  être  en  nombre  quelconque  :  ainsi,  en  laissant  q 
indéterminé,  on  aura  dans  tous  ces  solides  S  zir  12 -f- 7, 
H^=20-f-2<7,  A=r:3o  H-3ç. 
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^^)us  terminerons  ces  applications  par  la  recherche  du 
nombre  de  conditions  ou  données  nécessaires  poui'  déter- 
miner un  polyèdre  ;  question  intéressante ,  et  qu'il  ne  parait 
pas  qu'on  ait  encore  résolue. 

Snpposons  d'abord  que  le  polyèdre  soit  d'une  espèce  dé- 
terminée,  c'est-à-dire  qu'on  connaisse  le  nombre  de  ses 
faces ,  le  nombre  de  leurs  côtés  individuellement ,  et  leur 
disposition  les  unes  à  l'égard  des  autres.  On  connaît  donc 
les  nombres  H ,  S ,  A ,  ainsi  que  « ,  è ,  c ,  c?,  etc.  ;  il  ne  s'agit 
plus  que  d'avoir  le  nombre  de  données  effectives  ,  lignes  ou 
angles,  parle  moyen  desquelles  le  polyèdre  peut  être  cons- 
truit et  déterminé. 

Considérons  une  des  faces  du  polyèdre  que  nous  pren- 
drons pour  sa  base.  Soit  n  le  nombre  de  ses  côtés  ;  il  faudra 
in  —  3  données  pour  déterminer  cette  base.  Les  angles 
solides  hors  de  la  base  sont  au  nombre  de  S  —  n  ;  le  som 
met  de  chaque  angle  exige  trois  données  pour  sa  détermi- 
nation; ainsi  la  position  de  S  —  n  sommets  exigerait  3S  — 
3«  données,  auxquelles  ajoutant  les  m  —  3  de  la  base, 
on  aurait  en  tout  3  S — n — 3.  Mais  ce  nombre  est  en  gé- 
néral trop  grand ,  il  doit  être  diminué  du  nombre  de  con- 
ditions nécessaires  pour  que  les  sommets  qui  répondent  à 
une  même  face  soient  dans  un  même  plan.  Nous  avons 
appelé  n  le  nombre  de  côtés  de  la  base,  appelons  de  même 
n' ,  n" ,  etc.  les  nombres  de  côtés  des  autres  faces.  Trois 
points  déterminent  un  plan  ;  ainsi  ce  qui  se  trouvera  de 
plus  que  3  dans  chacun  des  nombres  n' ,  n" ,  etc.  donnera 
autant  de  conditions  pour  que  les  différents  sommets  soient 
situés  dans  les  plans  des  faces  auxquelles  ils  appartiennent , 
et  le  nombre  total  de  ces  conditions  sera  égal  à  la  somme 
(«' — 3) -{-(«" — 3  )-+-(«'" — 3)-t-etc.  Mais  le  nombre  des 
termes  de  cette  suite  est  H —  i ,  et  d'ailleurs  n~\-n'-i-n" 
-|-elc.  =  2A  :  donc  la  somme  de  la  suite  sera  a  A  —  n  — 
3 (H —  I  ).  Retranchant  cette  somme  de  3S  —  n  —  3  ,  il  res- 
tera 3S — 2A-f-3H — 6,  quantité  qui,  à  cause  de  S-|-H=r 
AH-2 ,  se  réduit  à  A.  Donc  le  nombre  de  données  nécessaires 
pour  déterminer  un  polyèdre  ,  parmi  tous  ceux  de  la  même 
espèce ,  est  égal  au  nombre  de  ses  arô'tes. 

Remarquez  cependant  que  les  données  dont  il  s'agit  ne 
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doivent  pas  être  prises  au  hasard  parmi  les  lignes  et  les 
angles  qui  constituent  les  éléments  du  polyèdre  ;  car  ,  quoi- 
qu'on .eût  autant  d'équations  que  d'inconnues,  il  pourrait 
se  faire  que  certaines  relations  entre  les  quantités  connues 
rendissent  le  problème  indéterminé.  Ainsi  il  semblerait , 
d'après  le  théorème  qu'on  vient  de  trouver,  que  la  connais- 
sance des  arêtes  seules  suffit  en  général  pour  déterminer  un 
polyèdre  ;  mais  il  y  a  des  cas  où  cette  connaissance  n'est 
pas  suffisante.  Par  exemple,  étant  donné  un  prisme  non 
triangulaire  quelconque  ,  on  pourra  former  une  infinité 
d'autres  prismes  qui  auront  des  arêtes  égales  et  placées  de 
la  même  manière.  Car,  dès  que  la  base  a  plus  de  trois  côtés  , 
on  peut,  en  conservant  les  côtés  ,  changer  les  angles  ,  et 
donner  ainsi  à  cette  base  une  infinité  de  formes  différentes  ;. 
on  peut  aussi  changer  la  position  de  l'arête  longitudinale 
du  prisme  par  rapport  au  plan  de  la  base ,  enfin  on  peut 
combiner  ces  deux  changements  l'un  avec  l'autre  ;  et  il  en 
résultera  toujours  un  prisme  dont  les  arêtes  ou  côtés  n'au- 
ront pas  changé.  D'où  l'on  voit  que  les  arêtes  seules  ne 
suffisent  pas  dans  ce  cas  pour  déterminer  le  solide. 

Les  données  qu'il  convient  de  prendre  pour  déterminer 
un  solide,  sont  celles  qui  ne  laissent  aucune  indétermina" 
tion,  et  qui  ne  donnent  absolument  qu'une  solution.  Et 
ig,  i8i.  d'abord  la  base  ABCDE  sera  déterminée  entre  autres  ma- 
nières ,  si  on  connaît  le  côté  AB ,  avec  les  angles  adjacents 
BAC  ,  ABC  ,  pour  le  point  C  ;  les  angles  BAD ,  ABD,  pour 
le  point  D ,  et  ainsi  des  autres.  Soit  ensuite  M  un  point  dont 
il  faut  déterminer  la  position  hors  du  plan  de  la  base  ;  ce 
point  sera  déterminé,  si ,  en  imaginant  la  pyramide  MABC, 
ou  seulement  le  plan  MAB,  on  connaît  les  angles  MAB, 
ABM ,  et  l'inclinaison  du  plan  MAB  sur  la  base  ABC.  Si 
on  détermine ,  par  le  moyen  de  trois  données  pareilles  la 
position  de  chacun  des  sommets  du  polyèdre  hors  du  plan 
de  la  base  ,  il  est  clair  que  le  polyèdre  sera  déterminé  abso- 
lument et  d'une  manière  unique  ,  de  sorte  que  deux  polyè- 
dres construits  avec  les  mêmes  données  seront  nécessaire- 
ment égaux  ;  ils  seraient  cependant  symmctriques  l'un  d© 
l'autre,  s'ils  étaient  construits  de  différents  côtés  du  pLa» 
de  la  base. 
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Il  n'est  pas  toujours  nécessaire  d'avoir  trois  données 
pour  déterminer  chaque  sommet  d'un  polyèdre  ;  car  si 
le  point  M  doit  se  trouver  sur  un  plan  déjà  déterminé  dont 
l'intersection  avec  la  base  soit  FG ,  il  suffira ,  après  avoir 
pris  FG  à  volonté,  de  connaître  les  angles  MGF,  MFG; 
ainsi  il  faudra  une  donnée  de  moins.  Si  le  point  M  doit  se 
trouver  sur  deux  plans  déjà  déterminés ,  ou  sur  leur  inter- 
section commune  MK  qui  rencontre  le  plan  ABC  en  K,  on 
connaîtra  déjà  le  côté  AK,  l'angle  AKJVI ,  et  l'inclinaison  du 
plan  ARM  sur  la  base  ;  il  suffira  donc  d'avoir  pour  nouvelle 
donnée  l'angle  MAK.  C'est  ainsi  que  le  nombre  de  données 
nécessaires  pour  déterminer  un  polyèdre  absolument  et 
d'une  manière  uniquf^ ,  se  réduira  toujours  au  nombre  de 
ses  arêtes  A. 

Le  côté  AB  et  un  nombre  A —  i  d'angles  donnés  déter- 
minent un  polyèdre;  un  autre  côté  à  volonté  et  les  mêmes 
angles  détermineront  un  polyèdre  semblable.  D'où  il  suit  que 
le  nombre  de  conditions  nécessaires  pour  que  deux  polyèdres 
de  la  même  espèce  soient  semblables ,  est  égal  au  nombre  des 
arêtes  moins  un. 

La  question  qu'on  vient  de  résoudre  serait  beaucoup  plus 
simple  si  on  ne  connaissait  pas  l'espèce  du  polyèdre ,  mais 
seulement  le  nombre  de  ses  angles  solides  S.  Déterminez 
alors  trois  sommets  à  volonté  par  le  moyen  d'un  triangle 
où  il  y  aura  trois  données  ;  ce  triangle  sera  regardé  comme 
la  base  du  solide,  ensuite  les  sommets  hors  de  cette  base 
seront  au  nombre  de  S  —  3  ;  et  la  détermination  de  chacun 
d'eux  exigeant  trois  données ,  il  est  clair  que  le  nombre 
total  de  données  nécessaires  pour  déterminer  le  polyèdre , 
sera3-f-3  (S  — 3),  ou  3S— 6. 

Il  faudra  donc  3  S  — 7  conditions  pour  que  deux  polyè 
dres  qui  ont  un  égal  nombre  S  d'angles  solides  soient  sem- 
blables entre  eux. 

NOTE   IX. 

Sur  les  polyèdres  réguliers.  (Voyez  V appendice 
au  livre  VII.  ) 

Nous  nous  sommes  attachés  dans  la  proposition  II  de  cet 
appendice  à  démontrer  l'existence  des  cinq  polyèdres  réj^u- 
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Hers,  c'est-à-dire,  la  possibilité  d'arranger  un  certain  nombre 
de  plans  égaux  de  manière  qu'il  en  résulte  un  solide  uniforme 
dans  toute  son  étendue.  Il  nous  a  paru  que  dans  d'autres 
ouvrages  on  suppose  cet  arrangement  existant,  sans  trop 
en  rendre  raison  ;  ou  bien  on  ne  le  démontre ,  comme  a 
fait  Euclide,  que  par  des  figures  compliquées  et  difficiles 
à  entendre. 

Le  problême  de  déterminer  l'inclinaison  de  deux  faces 
adjacentes  du  polyèdre,  et  celui  de  déterminer  les  rayons 
des  sphères  inscrite  et  circonscrite ,  sont  réduits  dans  les 
problèmes  III  et  IV  à  des  constructions  fort  simples  ;  mais 
il  ne  sera  pas  inutile  d'appliquer  à  ces  mêmes  problêmes  le 
calcul  trigonométrique  qui  fournira  d'ailleurs  de  nouvelles 
propositions, 
«g.  112.  Soient  <2,  i'jC,  les  trois  angles  plans  qui  composent  l'angle 
solide  O ,  et  soit  proposé  de  trouver  l'inclinaison  des  plans 
où  sont  les  angles  a  et  b,  on  décriFa  du  centre  O  le  trian- 
gle sphérique  ABC  ,  dans  lequel  on  connaîtra  les  trois  côtés 
BC  ■=  a ,  AC  =  è ,  AB  =  c ,  et  il  faudra  trouver  l'angle  C 
compris  entre  les  côtés  a  et  h.  Or,  par  les  formules  con- 

cos  r  —  cos  «  cos  ^ 

nues  ,  on  a  ces  C  =: : : — ; .  Celte  formule  apph- 

sin  a  sm  b 

quée  aux  cinq  polyèdres  réguliers,  va  nous  faire  connaître 

l'inclinaison  de  deux  faces  adjacentes  dans  chacun  de  ces 

solides. 

iig,243.        Dans  le  tétraèdre ,  les  trois  angles  plans  qui  composent 

l'angle  solide  S,  sont  des  angles  de  triangles  équilatéraux j 

soit  donc  la  demi -circonférence  ou  l'arc  de  200°==:^,  on 

cos  a  —  cos*  a 

aura  a  ziz.  b  ■=.  c  zir  jt;   donc  cos  C  ■=.  : = — ■:=: 

sin"  a 
eos  a  (  I — cos  a)  cos  « 

= ;  mais  on  sait  que  cos  -f  '^ 

I — cos' a  i4-cosa  ^ 

■=.  \  ,  donc  cos  C  =:=  j. 

fig.  244-  Dans  Vhexaèdre  ou  cube ,  les  trois  angles  plans  qui  for- 
ment l'angle  solide  A,  sont  des  angles  droits;  ainsi  on  a 
«=/'':=c=::-^-!T,  et  cos  ariro,  donc  cos  C=ro.  Donc  l'angle 
de  deux  faces  adjacentes  est  un  angle  droit. 

6g.  a45.        Dans  Foctaèdre  ,  si  l'on  fait  a  =.  DAS  =  i  -k  ,  bz=z  DAT 

_•  rr.iC  .  /.  cos  -^  7T cos'  j  TC 

—  jW,  c  —  lAb  n::  -  IV,  on  aura  cos  C  = ^ ^ — 
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Or,  cos^iT-^o,  cos  j7rrzzi,sm  jiTzz:;  \/3;donccosC  = 

i..  D'où  l'on  voit  que  l'inclinaison  des  faces  de  l'octaèdre 

et  l'inclinaison  des  faces  du  tétraèdre  sont  deux  angles  sup- 
pléments l'une  de  l'autre. 

Dans  le  dodécaèdre  ,  un  angle  solide  est  formé  de  trois    <ly.  246. 
angles   plans   égaux,    chacun,   à  l'angle    d'un  pentagone 
régulier  ;  ainsi,    en    faisant  a;=è=:c  =  |TC,  on  aura 

cos  a  .  ,  .      ,  I       V   3 

cos  C  = ;  mais  cos  f  ir  =:  —  sin  —  w  = ■> 

I  -|-cosrt  4 

I  — \/5  1.^2  _ 

donccosC  =  - -  = Tr'Sm  C  =  — — ,  et  tangC  = 

—  2. 

Dans  Vicosaèdre  ,  il  faut  faire  c  ==  C  B'  D'  =  |  ir  ,  a  =    fi^'.  ai?- 

cos4w — cos'  j-f 

6  ^  c  B'  A'  =  4  1T ,  et  on  aura  cos  C  r=. "  = 

""  sin    3-  w 

-;(i— v/5)  — ;      — v£_5    ^^^^  ^.^  C  =  |.  Telles  sont  les 

4  ^ 

expressions  très-simples  par  lesquelles  on  détermine  l'incli- 
uaison  de  deux  faces  dans  les  cinq  polyèdres  réguliers.  Mais 
nous  remarquerons  qu'on  aurait  pu  les  comprendre  dans 
une  seule  et  même  formule. 

En  effet,  soit  n  le  nombre  de  côtés  de  chaque  face,  m  le    '!g.248. 
nombre  d'angles  plans  qui  se  réunissent  dans  chaque  angle 
solide  ;  si  du  centre  O  et  d'un  rayon  rr:  i  ,  on  décrit  une 
surface  sphérique  qui  rencontre  en />,  q  ,  r,  les  lignes  OA, 
OC,  OD,  on  aura  un  triangle  sphérique /? (7 r,  dans  lequel 

on  connaît  l'angle  droit  r,  l'angle/?  =  — ,  et  l'angle  «7=: — ; 

cos/? 

on  aura  doue,  par  les  formules  connues,  cos  7  rr=  — ^ • 

sxn  q 

Mais  cos  q  r=  cos  COD  =  sin  CDO  =  sin  ^  C  ,  C  dési- 


gnant  l'angle  CDE  ;  donc  sin  ^  C  =: •  Formule  gené- 

sin  — 
n 

raie  qui,   appliqTiée  successivement  aux  cinq  polyèdres, 
donnerait  les  mêmes  valeurs  de  cos  C  ou  de  i  —  2  sin'  -^  C 


3l4  NOTE    IX. 

qu'on  a  trouvées  par  une  autre  voie;  pour  cela,  il  faut  subs- 
tiluer,  dans  chaque  cas,  les  valeurs  de  m  et  n ,  savoir  : 

Tétraèdre,  Hexaèdre,  Octaèdre,  Dodécaèdre,  Icosaèdre. 
m=     3,3,4,  3  ,5. 

«=3,4,3,  5  ,3. 

Le  même  triangle  sphérique  pqr,  d'où  l'on  vient  de 

déduire    l'inclinaison    de   deux    faces    adjacentes  ,   donne 

CO  «  ■K 

cos  pq  z=z  cot  p  cot  g ,  ou  — —  =:=  cot  —  cot  — .  Donc  ,  si  on 
OA  m         n 

ap])elle  R  le  rayon  de  la  sphère  circonscrite  au  polyèdre, 

et  r  le  rayon  de  la  sphère  inscrite  dans  le  même  polyèdre , 

R  1T  w  , 

on  aura  — :=:  tang  —  tang  —  ;  d'ailleurs,  en  faisant  le  côté 

r  m  n 

~a 
A 1)  r=  «  ,  on  a  CA  :=. ,  et  par  conséquent  R'  =  r'  + 


— — ; — .«Ces  deux  équations  donneront  pour  chaque  polyèdre 


sin  — 
n 

ses  valeurs  des  rayons  R  et  r  des  sphères  circonscrite  et 
inscrite.  On  a  aussi ,  en  supposant  C  connu  ^rz=z\  a  cot  — 

tang  -^  G  et  R  =z  I  a  tang  —  tang  7  C. 

Dans  le  dodécaèdre  et  l'icosaèdre,  on  voit  que  le  rapport 

a  la  même  valeur  tang  — -  tang  — -.  Donc ,  si  R  est  le  même 

r  3  5 

pour  tous  les  deux  ,  r  sera  aussi  le  même  ;  c'est-à-dire  ,  que 

si  ces  deux  solides  sont  inscrits  dans  une  même  sphère ,  ils 

seront  aussi  circonscrits  à  une  même  sphère,  et  vice  versa. 

La  même  propriété  a  lieu  entre  l'hexaèdre  et  l'octaèdre , 

puisque   la  valeur  de  —  est,  pour  l'un  et  pour  1  autre, 

lang  — tang— • 
54 

Remarquons  que  les  polyèdres  réguliers  ne    sont  pas  les 

seuls  solides  qui  soient  compris  sous  des  polygones  réguliers 

égaux;  car,  si  on  adosse  par  une  face  commune  deux  lé- 
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traciîres  régulier»  égaux,  il  en  résultera  un  solide  compris 
sous  six  triangles  égaux  et  équilatéraux.  On  pourrait  encore 
former  un  autre  solide  avec  dix  triangles  égaux  et  équilaté- 
raux ;  mais  les  polyèdres  réguliers  sont  les  seuls  qui  aient  en 
même  temps  les  angles  solides  égaux. 

NOTE   X. 

Sur  l'aire  du  triangle  sphérique. 

Soit  1  le  rayon  de  la  sphère ,  ir  la  demi-circonférence  d'un 

grand  cercle;  soient  a ,  b ,  c,  les  trois  côtés  d'un  triangle 

sphérique  ;  A ,  B ,  C ,  les  arcs  de  grand  cercle  qui  mesurent 

les   angles  opposés.  Soit  A  +  B-f-C  —  w=:S,  suivant  ce 

qui  a  été  démontré  dans  le  texte  *,  l'aire  du  triangle  sphé-         '  ^' 

rique   est  égale  à  l'arc  S  multiplié  par  le  rayon ,  et  ainsi 

est   représentée  par  S.  Or ,  par  les  analogies  de  Néper, 

on  a  : 

A  +  B          C             a  — h          a-\-b 
tang :  cot  —  :  :  cos :  cos ■  ; 

2  2  2  2 

de  là  ,  tirant  la  valeur  de  tang  ^  (A  +  B)  ,  on  en  déduira 

aisément  celle  de  tang  (^A-f-yB-f-yCjrr:  —  cot  ^  S  :  on 

aura  ainsi 

cot  V  a  cot  T  ^  -h  cos  C 

cot^S= ^ , 

sm  C 

formule  très  -  simple  qui  peut  servir  a  calculer  l'aire  d'un 
triangle  sphérique  lorsqu'on  connaît  deux  côtés  a,  b,  et 
l'angle  compris  C.  On  peut  aussi  en  déduire  plusieurs  con- 
séquences remarquables. 

I**   Si   l'angle   C   est   constant  ,    ainsi   que  le    produit 

a  b         ,  , 

cot  —  cot  — ,  l'aire  du  triangle  sphérique  représentée  par  S, 

demeurera  constante.  Donc  deux  triangles  CAB  ,  CDE,     8- *  ^ 
qui  ont  un  angle  égal   C  ,   seront  équivalents  ,  si    on   a 
tang^  CA.'tangj  CD:  :  tang^  CErtang^  CB  ,  c'est-à-dire,  si 
les  tangentes  des  moitiés  des  côtés  qui  comprennent  l'angle 
égal,  sont  réciproquement  proportionnelles. 

2°   Pour  faire  sur  le  côte  donné  CD  et  avec  le  même 
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angle  C ,  un  triangle  CDE  équivalent  au  triangle  donné 

CAR ,  il  faut  déterminer  CE  par  la  proportion  : 

tang^  CD  :  tang4  C  A  :  :  tang^  CB  :  tang  ^  CE. 

3°  Pour  faire  avec  l'angle  du  sommet  C  un  triangle  isos- 

cèle   DCE  équivalent   au    triangle    donné   CAB,  il    faut 

prendre  tang^  CD,  ou  tang^  CE,  moyenne  proportionnelle 

entre  tang^  CA  et  tang^  CB. 

,o  T  '        f  1         ..o        t-otVacot^  è  +  cosC 

/}     La  même  formule  cot^  î»  rr:  — ; 

sin  C 

peut  servir  à  démontrer  d'une  manière  très -simple  la  pro- 
_  position  XXVI  du  livre  VII;  savoir,  que  de  tous  les  trian- 
gles sphériques  formés  avec  deux  côtés  donnés  a  et  b,  le 
plus  grand  est  celui  dans  lequel  l'angle  C  compris  par  les 
côtés  donnés ,  est  égal  à  la  somme  des  deux  autres  angles 
A  et  B. 

838.  Du  rayon  OZ  nr  i  décrivez,  la  demi-circonférence  VMZ  , 
faites  l'arc  ZX  =  C,  et  de  l'autre  côté  du  centre  prenez 
OP=:cot^a  cot^  b;  enfin  joignez  PX  et  abaissez  XY  per- 
pendiculaire sur  PZ. 

PY 

Dans  le  triangle  rectangle  PXY  on  a  cot  P  r= =:: 

cot-^  a  cot^  b-{-  cos  C 

: — ;  donc  P  =i  |  S  ;  donc  la  surface  S 

sin  C 

sera  un  rna.Timuni ,  si  l'angle  P  en  est  un.  Or,  il  es*  évident 
que  si  on  mène  PM  tangente  à  la  circonférence,  l'angle 
MPO  sera  le  maximuin  des  angles  P,  et  alors  on  aura  MPC) 
:=:MOZ  —  -i  w.  Donc  le  triangle  sphérique ,  formé  avec 
deux  côtés  donnés  ,  sera  un  maxirnutn  si  on  a  y  S  ^  C 
—  -^ir,  ouC=::A-|-B,ce  qui  s'accorde  avec  la  proposition 
citée. 

On  voit  en  même  temps,  par  cette  construction,  qu'il 
n'y  aurait  pas  lieu  à  maximum  si  le  point  P  était  au-dedans 
du  cercle,  c'est-à-dire,  si  l'on  avait  cot-^  a  cot-^  6  <  i. 
Condition  d'où  l'on  tire  successivement  coty  a  <  tang  j  è, 
tang  (^  w — 4^^)  "^  tang-^  ^j-î"^  —  i""<v  ^  t  ^^  enfin  iv< 
a-\-b ,  ce  qui  s'accorde  encore  avec  le  scholie  de  la  même 
proposition. 
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Problême  I.  Trouver  la  aurface  <Vun  triangle  spht'rique 
par  le  moyen  de  ses  trois  côtés. 

Pour  cela  ,  il  faudra  dans  la  formule 

coX.  \  a  coX.  \b  -\-  cos  G 

cot  78:=::  — ■ * 

sin  C 

substituer  les  valeurs  de  sin  C  et  cos  C  exprimées  en  a ,  h ,  c: 

cos  C-—  cos  a  cos  b 

or ,  on  a  cos  C  =r : : — ■  et  cot  \  a  cot  -h  — 

sui  a  sm  b  ' 

iH-cos«      i-|-cos^ 

, . 1 ;  de  la  resuite  : 

sin  a  sin  b 

^  .  ,,         I  +  cos  a -f- cos  é -f- cos  c 

cos  c  -f-  cot  ^  a  cot  ~  b  =. ; ; . 

sin  a  sin  b 

Ensuite  la  valeur  de  cos  C  donne 

.    a-{-b-^-c   .    a  [-b — c 

^  COSC C0S«f-|-0)  -2  1 

1  +cosC=: : -. — ; -  = : 

sin  a  sin  o  sin  a  sin  b 

.   a-\-c — h  .    b-\-c — a 
2  sin sin 

COSfrt 0) COSC  2  1 

i  —  COS  c  =  — . -, =1 — 

sin  asm  6  sin  a  sin  6 

Multipliant  ces  deux  quantités  entre  elles  et  extrayant  la 

racine  du  produit ,  on  aura 

/       a-\-b-^c   .    a+b—c    .    a-\-c—b        b+d — c\ 

'i.\/\  sm sin- sin sin ■ — -  ) 

•     ^  V  *  2  2  27 

sin  C  =. -: : : - 

sin  a  sin  b 
Donc  enfin 

1 -1- COS  rt -f- COS  è  H- cos  c 
cot-i^S=: 


.    a-\-b+c    .    a+b—c    .    a+c — b        b+a—c 
21/1  sin sin sm sin 


2222 

Cette  formule  résout  le  problème  proposé ,  mais  on  peut 

parvenir  à  un  résultat  plus  simple. 

Pour  cela  reprenons  la  formule 

coL^a  cot-è-f-cosC 

cotiS= : — , 

sin  C 

nous  en  tirerons  d'abord  i  +  cot^^  S,  ou 

1  cot '■^acot'^è+2Cotiacotv^cosC-|»-  1 

sin '4S  sin^C 
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Or,  la  valeur  de  cos  C  donne  a  cot  {  a  cot  -^  b  cos  C  = 

cos  c  —  cos  a  cos  b 

: • — ;   mettant   dans   le   numérateur,    au 

2  sm'  Y  ^  sm'  ^  b 

Heu  de  cos  c,  cos  a,  cos  è,  leurs  valeurs  i  — 2  sin' -^  c, 

1  —  1  sin'  ^  a  ,  I  —  2  sin'  -^  è  ,  et  réduisant ,  on  aura 

sin  *  7  «  +  sin  '  ^  6  —  sin  '  ^  c 

2  cot  -^  «  cot  T  ^  cos  C  r:=  — 


sin"  ^  a  sin*  ^  6 
I — sin'  r«  I — sin' 


On  a  d'ailleurs  cot"  j  a.  cot*  ^è- —      .  •     •    ,     , 

sin'-^a        sin   -^b 

I  —  sin'-j-a  —  sin''^b 

: — ; ; hi-  Donc,  en  substituant  ces  va- 

sin*  ^a  sin*  ^b 

1  ^  ^  —  si"'  T<^ 

leurs ,  on  aura  -: rr=  -; : r—. ■>  ce  qui  donne 

sin*^S       sin*  Y^sin*  ^osm' C 

sin^a  sin^ésinC 
sin  1^  S  =: ,  et,  en  remettant  la  valeur  de 

C0S7C 

sin  C ,  on  a 

/  ,    a+b+c    .     a+b—c    .    a-i-r—b   .     b-\~c—a\ 

1/1  sin sm 'Sin sin ) 

.     .  c  V  a  2  2  2      y 

sm  70=  —— 

2  cos  7  a  cos  7  b  cos  7  c 

Formule  commode  pour  le  calcul  logarithmique. 

Si  on  multiplie  celle-ci  par  la  valeur  de  cot  7  S,  il  en 
résultera 

i+cosa+cosè  +  cosc     cos'^a+cos'-^è+cos'ic— i 

cos  ~S= ; = ■ — ; . 

4cos-acos-ocosYC  2cos-acos-t»cos~c 

Nouvelle  formule  qui  a  l'avantage  d'être  composée  de  ter- 
mes rationnels. 

1  —  I  cos 

De  la  on  lire  encore . ,  ou 

sin  4  S 


1 — cos'^a— cos*^^ — cos*7C-f-2cos7acos -^écoSîC. 

*     ~       /  .    a+b-\-c    .    a+b—c   .    a+c—b   .    /^+-c— a"\ 

\/[  sm sin sm sin ) 

V  î'  »  a  2      y 


Or,  le  numérateur  de  cette  expression  peut  se  décomposer 
en  facteurs,  comme  on  l'a  fait  pour  une  quantité  sem- 
blable, note  V,  problême  IV  ;  on  aura  ainsi  : 
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a-\-b-{-c      a~\-b — c  .   a-\-c — h  ,   b-\-c — a 
U  sin sin sin sin 

lang^S—    ^       a-\-b-{-c      a+b—c  .  a-\-c—b  .   6  -Hc— ^A 

i/(  sin sm sin sin 

Va  2  2  2       y 

Mais  on  a ^=:v/(  :— : ^-7—    =V/    Ttang,/;); 

\/sin/>  \2Sin-/)Cos-/>  / 

donc  enfin 

/          û+è+c         a+è — c         a-\-c — b         b-\rC — «\ 
mg^S=t/ f  tang tang tang ^ tang ^ j 

Celle  formule  très-élégante  est  due  à  Simon  Lhuillier. 

Peoblémk  II.  Etant  donnés  les  trois  côtés  BC=a,  AC=b,    ''B  '**^<* 
AB  =2  c ,  déterminer  la  position  du  point  I ,  pôle  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  ABC. 

Soit  l'angle  ACI  =  a-,  et  l'arc  AÏ:rr:CI=:BI  =  <p;  dans 

les  triangles  CAI ,  CBI ,  on  aura  par  les  formules  connues 

cos®  —  cosZ»cos<p       I — cos  6  sine 

ces  x-=i -. — --: -■=! : — ; —  0019= cot  ©, 

smôsmcp  sm/>  '       i  +  cose 

I  —  cos  a  cos  (  C  —  .r  ) 

ces  ( c  —  x')  ■=. : cot  9.  Donc ,  ou 

sin  a  cos  x 

(i-|-cosè)(i — cos  a)  ,      . 

cos  C  +  sin  C  tang  x  =  -^ ^—4 —  ;  substi- 

sin  a  sin  b 

tuant  dans  cette  équation  les  valeurs  de  cos  C  et  sin  C 

exprimées  en  a,  h ,  c ,  et  faisant,  pour  abréger, 

Mr::;^/  (  i  — cos 'a  —  cos'  b — cos*c-|-2  cos  a  cos  b  cosc), 

.                         iH-cosè — cosc- — cos  a 
on  en  déduira  tang  x  ■=. ,  formule 

qui  détermine  l'angle  ACI.  On  peut  observer  qu'à  cause 
des  triangles  isoscèles  ACI,  ABI ,  BCI,  on  a  ACI  = 
^(C  +  A — B);onauraitdenitmeBCI=v(B-4-C  — A), 
BAI=^  (A-f-B  —  C).  Delà  lésallent  ces  formules  remar- 
quables : 

./.        ^       ^v        i+cosè  —  cos  a — cosc 
tang^(A  +  C-B)  =  — r _ 

1-1- cos  a  —  cos  è  —  cosc 
fang|(B-i-C-A)  = ^ 


."îsio 


tang^(A  +  B-  C)n= 
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1  +COS  c  —  cos«- 


■cos  b 


M 


auxquellcîs  on  peut  joindre  celle  qui  donne  cot  f  S ,  et  qui 
peut  se  mettre  sous  la  forme  : 

I  —  cos/7  —  cos^  —  cos  c 


lang:(A  +  B-f-C)  =  - 


M 


La    valeur   de    tang    x   qu'on   vient   de   trouver,   donne 

ï 2(i+cos^>)(i— cosc)  (  I  -  cos  a  ) 

cos' .r  M' 

i6  cos  ""   ~  b  sin  ^  ^   c  sin  "  7  a  i 

;    donc      


I  -j-  tang'  .V  ou 


M' 


4    cos   ^  b  sin  7   c  sin  \  a 


M 

1  —  cos   b 


cos  .n 

Mais    de    l'équation 


tang  9  =r  - 


sin  b 
tang  \b 


cot  (p  =  tang  ^  b  cot  Cp ,  on   tire 
4  sin  ^  a  sin  \  b  sin  ^  c 


;  donc  tang  ç  =. 

2  sin  I  a  sin  t  b  sin  t  c 


M 


fl  +  C- 


—  sin 


/  .    a-{-b-\-c    .    «-+-è- 

l/f  sin sm 

\  2  a 


Problème  m.  Déterminer  sur  la  sui;face  de  la  sphère  la 
ligne  sur  laquelle  sont  situés  tous  les  sommets  des  triangles 
de  même  base  et  de  même  surface. 

fig.  285.       Soit  ABC  l'un    des  triangles  spliériques  dont  la  base 

commune  est  AB  :=c,  et  la  surface  donnée  A  -|-  B  -j-  C  — 

w  =  S.  Soit  IPK  une  perpendiculaire  indéfinie  élevée  sur 

le  milieu  de  AB  ;  ayant  pris  IP  égal  au  quadrant,  P  sera  le 

pôle  de  l'arc  AE ,  et  l'arc  PCD  mené  par  les  points  P,  C, 

Sera  perpendiculaire  sur  AB.  Soit  \Ti-=.p,  CD  =  <^;  les 

triangles  rectangles  ACD,  BCD ,  dans  lesquels  on  a  AC^r:é, 

BC:=:a,  AD n:/» -f- 7  c ,  BDr=/?  —  7c,  donneront  cos  a-==. 

cos  q  cos  {^p  —  7  c)  ,  cos  è=r  cos  q  cos  (/?-f-  7  <-')•  Mais  on 

a  trouvé  ci-dessus  : 

I  -\-  cos  a  -\-  cos  b  "f-  cos  c 

cot  7  S  = : .     ,    ■    ^ ; 

Sin  a  sin  osinC 

substituant  dans  cette  formule  les  valeurs  cos  a-|-cos/.'  = 
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t  cos  q  cos  p  cos  7  <; ,  I  H-  cos  c  m.  2  cos  '  -^-  c ,  sin  6  sin  C  = 

sin  c  sin  B  =r  2  sin  7  c  cos  ^  c  sin  B  ;  on  aura 

cos  j  c-J-cos/»  cos  <7 

cot  ^  S  zr: : : - . 

sm  a  siïijc  smB 

D'ailleurs  dans  le  triangle  rectangle  BCD,  on  a  encore 

.    ^        •  ,  ,^       C0S7  c  +  cosp  cos  o 

sin  a  sin  B  =  sin  q  ;  donc  cot  7  S  =r : f- =•  1 

sin  \  c  sin  q 

ou  cos  p  cos  /^=rcot{  S  sin -7  csin  «jr  —  cos  7  c;  c'est  la  rela- 
tion entre  y>  et  q  qui  doit  déterminer  la  ligne  sur  laquelle 
sont  situés  tous  les  points  C. 

Ayant  prolongé  IP  d'une  quantité  PKm^,  joignez  KC 
et  soit  KC=:j;  dans  le  triangle  PKC,  où  l'on  a  PC  = 
i-v:  —  q  et  l'angle  KPC  =  7r — p ,  le  côté  KC  se  trouvera 
par  la  formule  cos  KC  =  cos  KPC  sin  PK  sin  PC  +  cos  PK 
cos  PC ,  ou 

cos  y  =  sin  q  cos  x  —  sin  a:  cos  q  cos  p  ; 
dans  laquelle  substituant  au  lieu  de  cos  q  cos  p  sa  valeur 
cot  7  S  sin  \  c  sin  q  —  cos  ^  c ,  on  aura 

cos_y  =  sin  X  cos  7  c-f-sin  q  (cos  x  —  sin  x  cot  7  S  sin  ^c). 
Delà  on  voit  que  si  l'on  prend  cos  .T — sin  a:  cot -^  S  sin  yc^zo» 
ou  cota:=:cot^S  sin  7  c  ,  on  aura  cosj^=:sin.7:  cos  ^  c  ,  et 
ainsi  la  valeur  de  j  deviendra  constante. 

Donc  si  après  avoir  mené  l'arc  IP  perpendiculaire  sur  le 
milieu  de  la  base  AB ,  on  prend  au-delà  du  pôle  la  parti» 
PK  telle  que  cot  PKnr  cot^  S  sin^  c ,  tous  les  sommets  des 
triangles  qui  ont  la  même  base  c  et  la  même  surface  S, 
seront  situés  sur  le  petit  cercle  décrit  du  point  K  comme 
pôle  à  la  distance  KC  telle  que  cos  KC  =  sin  PK  cos  7  c. 

Ce  beau  théorème  est  dû  à  Lexell.  (  Voyez  le  tome  V, 
part.  I  des  nova  Jeta  Petropolitana.  ) 

NOTE    XI. 

Sur  la  proposition  III  ^  livre  VIII. 

Cette  proposition  peut  être  démontrée  plus  rigoureu- 
sement en  la  ramenant  aux  lemmes  préliminaires,  de  la 
manière  suivante. 

Je  dis  d'abord  que  la  surface  convexe  terminée  par  les 
arêtes  AF,  BG,  et  par  les  arcs  AuB,  F  a:  G,  ne  saurait    ig.  aSa. 

ai 
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être  plus  petite  que  le  rectangle  ABOF,  partie  cortesprtli" 

dante  de  la  surface  du  prisme  inscrit 

En  effet ,  soit  S  la  surface  convexe  dont  il  s'agit ,  et  soit, 
s'il  est  possible,  le  rectangle  ABGF  ou  ABxAF=:S  +  M, 
M  étant  une  quantité  positive. 

Prolongez  la  hauteur  AF  du  prisme  et  du  cylindre  jus- 
qu'à une  distance  AF'  égale  à  n  fois  AF  ,  n  étant  un 
nombre  entier  quelconque;  si  l'on  prolonge  en  même  temps 
le  cylindre  et  le  prisme,  il  est  clair  que  la  surface  convexe 
S'  comprise  entre  les  arêtes  AF',  BG',  contiendra  n  fois  la 
surface  S;  de  sorte  qu'on  aura  S':=:«S  ,  et  parce  que 
/?  X  AF  =z  AF',  on  aura  AB  X  AF'=  /z  S  +  «  M  =  S'+  n  M. 
Or  n  étant  un  nombre  entier  à  volonté  et  M  une  surface 
donnée,  on  peut  prendre  n  de  manière  qu'on  ait  n  M  plus 
grand  que  le  double  du  segment  AmB  ,  puisqu'il  suffit  pour 

2A/iB      , 
cela  de  faire  «> :  donc  alors  le  rectangle  ABX  Ai*' 

M  ^ 

ou  la  surface  plane  ABG'F'  serait  plus  grande  que  la  sur- 
face enveloppante,  composée  de  la  surface  convexe  S'  et 
de  deux  segments  circulaires  égaux  A«B,  Y'x'Qr.  Or,  au 
contraire ,  la  seconde  surface  est  ])lus  grande  que  la  pre- 
mière, suivant  le  premier  lemme  ])réliminaire;  donc,  i**  on 
ne  peut  avoir  S  <  ABGF. 

Je  dis  en  second  lieu  que  la  même  surface  convexe  S  ne 
saurait  être  égale  à  celle  du  rectangle  ABGF.  Car  suj)po~ 
sons,  s'il  est  possible j  qu'en  prenant  AE=AB,  la  sur- 
face convexe  AMK  soit  égale  au  rectangle  AFK.E  ;  par  un 
point  quelconque  M  de  l'arc  AME ,  menez  les  cordes  AM , 
ME ,  et  élevez  MN  perpendiculaire  sur  le  plan  de  la  base. 
Les  trois  rectangles  AMNF,  MEKN,  AEKF ,  ayant  même 
bauteur,  sont  entre  eux  comme  leurs  bases  AM,  ME,  AE. 
Or  on  a  AM-|-ME>AE,  donc  la  somme  des  rectangles 
AMNF,  MEKN  est  plus  grande  que  le  rectangle  Aï'KE. 
Celui-ci  est  équivalent  })ar  hypothèse  à  la  surface  convexe 
AMK  ,  composée  des  deux  surfaces  partielles  AN  ,  MK. 
Donc  la  somme  des  rectangles  AMNF,  MEKN  est  plus 
grande  que  la  somme  des  surfaces  convexes  correspondantes 
AN ,  MK.  Donc  il  faudra  que  l'un  au  moins  des  rectangles 
AMNF  ,   MEKN    soit  ])lus  grand  que  la  surface  convexe 
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correspondante.  Cette  conséquence  est  contraire  à  la  pre- 
mière partie  dqa  démontrée.  Donc,  i°  la  surface  convexe 
S  ne  saurait  être  égale  à  celle  ih\  rectangle  correspondant 
ABGF. 

Il  suit  de  là  qu'on  a  S > ABGF,  et  qu'ainsi  la  surface 
convexe  du  cylindre  est  plus  grande  que  celle  de  tout 
prisme  inscrit. 

Par  un  raisonnement  absolument  semblable,  on  prou- 
vera que  la  surface  convexe  du  cylindre  est  plus  petite  que 
celle  de  tout  prisme  circonscrit. 

NOTE    XII. 

Sur  V égalité  et  la  similitude  des  polyèdres. 

On  trouve  à  la  tête  du  XP  livre  d'Euclide,  les  défini- 
tions 9  et  lo  ainsi  conçues  : 

9.  Deux  solides  sont  semblables ,  lorsquils  sont  compris 
sous  un  même  nombre  de  plans  semblables  chacun  à 
chacun. 

10.  Deux  solides  sont  égaux  et  semblables ,  lorsquils 
sont  compris  sous  un  même  nombre  de  plans  égaux  et 
iemblables  chacun  à  chacun. 

L'objet  de  ces  dcftnitions  étant  un  des  points  les  plus 
difficiles  des  éléments  de  géométrie ,  nous  l'examinerons 
avec  quelque  détail,  et  nous  discuterons  en  même  temps 
les  remarques  faites  à  ce  sujet  par  Robert  Simson  dans  son 
édition  des  éléments  ,  pag.  388  et  suiv. 

D'abord  nous  observerons  avec  Robert  Simson  que  la 
définition  10  n'est  pas  proprement  une  définition  ,  mais 
bien  un  théorème  qu  il  faudrait  démontrer  ;  car  il  n'est 
pas  évident  que  deux  solides  soient  égaux  par  cela  seul 
qu'ils  ont  les  faces  égales;  et  si  cette  proposition  est  vraie, 
il  faut  la  démontrer  soit  par  la  superposition,  soit  de  toute 
autre  manière.  On  voit  ensuite  que  le  vice  de  la  défini 
tion  10  est  commun  à  la  définition  9.  Car,  si  la  définition  10 
n'est  pas  démontrée  ,  on  pourra  croire  qu'il  existe  deux 
solides  inégaux  et  dissemblables  dont  les  faces  sont  égales  ; 
mais  alors,  suivant  la  définition  9,  un  troisième  solide  qui 
aurait  les  faces  semblables  à  celles  des  deux  premiers  serait 
semblable  à  rhacun  d'eux,  et  ainsi  serait  semblable  à  deux 

21. 
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corps  de  différente  forme,  conclusion  qui  implique  contra- 
diction ,  ou  du  moins  qui  ne  s'accoi-de  pas  avec  l'idée  qu'on 
attache  naturellement  au  mot  semblable. 

Plusieurs  propositions  des  XI*  et  XII^  livre  d'Euclide 
sont  fondées  sur  les  définitions  9  et  10,  entre  autres  la 
proposition  XXVIII ,  livre  XI  ,  de  laquelle  dépend  la  me- 
sure des  prismes  et  des  pyramides.  Il  semble  donc  qu'on 
pourrait  reprocher  aux  éléments  d'Euclide  de  contenir  un 
assez  grand  nombre  de  propositions  qui  ne  sont  pas  rigou- 
reusement démontrées.  Mais  il  y  a  une  circonstance  qui 
sert  à  affaiblir  cette  inculpation  ,  et  qu'il  ne  faut  pas 
omettre. 

Les  figures  dont  Euclide  démontre  l'égalité  ou  la  simili- 
tude en  se  fondant  sur  les  définitions  9  et  10,  sont  telles, 
queleurs  angles  solides  n'assemblent  pas  plus  de  trois  angles 
plans:  or,  si  deux  angles  solides  sont  composés  de  trois 
angles  plans  égaux  chacun  à  chacun  ,  il  est  démontré  assez 
clairement  dans  plusieurs  endroits  d'Euclide  que  ces  angles 
solides  sont  égaux.  D'un  autre  côté,  si  deux  polyèdres  ont 
les  faces  égales  ou  semblables  chacune  à  chacune,  les  angles 
solides  homologues  seront  composés  d'un  même  nombre 
d'angles  plans  égaux  ,  chacun  à  chacun.  Donc,  tant  que  les 
angles  plans  ne  sont  pas  en  plus  grand  nombre  que  trois 
dans  chaque  angle  solide,  il  est  clair  que  les  angles  solides 
homologues  sont  égaux.  Mais  ,  si  les  faces  homologues  sont 
égales  et  les  angles  solides  homologues  égaux,  il  n'y  a  plus 
de  doute  que  les  solides  ne  soient  égaux;  car  ils  pourront 
être  superposés ,  ou  au  moins  ils  seront  symmétriques  l'un 
de  l'autre.  On  voit  donc  que  l'énoncé  des  déGnitions  9  et 
10  est  vrai  et  admissible,  au  moins  dans  le  cas  des  angles 
solides  triples,  qui  est  le  seul  dont  Euclide  ait  fait  usage. 
Ainsi  le  reproche  d'inexactitude  qu'on  pourrait  faire  à  cet 
auteur,  ou  à  ses  commentateurs,  cesse  d'être  aussi  grave, 
et  ne  tombe  plus  que  sur  des  restrictions  et  des  explications 
qu'il  n'a  pas  données. 

Il  reste  à  examiner  si  l'énoncé  de  la  définition  10,  qui 
est  vrai  dans  le  cas  des  angles  solides  triples,  est  vrai  en 
général.  Robert  Simson  assure  qu'il  ne  l'est  pas,  et  qu'on 
peut  construire  deux  solides  inégaux  qui  seront  compris 
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*ous  un  même  nombre  de  faces  égales  chacune  à  cliacune. 
Il  cite,  à  l'appui  de  son  assertion,  un  exemple  qu'on  peut 
généraliser  ainsi. 

Si  à  un  polyèdre  quelconque  on  ajoute  une  pyramide, 
en  lui  donnant  pour  base  une  des  faces  du  polyèdre;  si  en- 
suite, au  lieu  d'ajouter  la  pyramide,  on  la  retranche,  en 
formant  dans  le  polyèdre  une  cavité  égale  à  la  pyramide , 
on  aura  ainsi  deux  nouveaux  solides  qui  auront  les  faces 
égales  chacune  à  chacune ,  et  cependant  ces  deux  solides 
seront  inégaux. 

Il  n'y  a  aucun  doute  sur  l'inégalité  des  deux  solides 
ainsi  construits  ;  mais  nous  observerons  que  l'un  de  ces 
solides  contient  des  angles  solides  rentrants  :  or ,  il  est 
plus  que  probable  qu'Euclide  a  entendu  exclure  les  corps 
irréguliers  qui  ont  des  cavités  ou  des  angles  solides  ren- 
trants ,  et  qu'il  s'est  borné  aux  polyèdres  convexes.  En 
admettant  cette  restriction,  sans  laquelle  d'ailleurs  d'autres 
propositions  ne  seraient  pas  vraies  ,  l'exemple  de  Robert 
Simson  ne  conclut  point  contre  la  définition  ou  le  théorème 
d'Euclide. 

Quoi  qu'il  en  soit ,  il  résulte  de  toutes  ces  observations  que 
les  définitions  9  et  10  d'Euclide  ne  peuvent  être  conservées 
telles  qu'elles  sont.  Robert  Simson  supprime  la  définition 
des  solides  égaux  ,  qui  eii  effet  ne  doit  trouver  place  que 
parmi  les  théorèmes  ;  et  il  définit  solides  semblables  ceux 
qui  sont  compris  sous  un  même  nombre  de  plans  sembla- 
bles, et  qui  ont  les  angles  solides  égaux  chacun  à  chacun. 
Cette  définition  est  vraie  ,  mais  elle  a  l'inconvénient  de 
contenir  bien  des  conditions  superflues.  Si  on  supprimait 
la  condition  des  angles  solides  égaux,  on  retomberait  dans 
l'énoncé  d'Euclide ,  qui  est  défectueux  en  ce  qu'il  suppose 
la  démonstration  du  théorème  sur  les  polyèdres  égaux. 
Pour  éviter  tout  embarras,  nous  avons  cru  à  propos  de 
diviser  la  définition  des  solides  semblables  en  deux  parties  : 
d'abord  nous  avons  donné  la  définition  des  pyramides 
riangulaires  semblables ,  ensuite  nous  avons  défini  solides 
semblables  ceux  qui  ont  des  bases  semblables ,  et  dont  les 
sommets  homologues  hors  de  ces  bases  sont  déterminés  par 
des  pyramides  triangulaires  semblables  chacune  à  chacune 
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Cette  définition  exige  pour  les  bases,  en  les  supposant 
triangulaires,  deux  conditions,  et  pour  chacun  des  som- 
mets hors  des  bases  ,  trois  conditions  ;  de  sorte  que  ,  si  S  est 
le  nombre  des  angles  solides  de  chacun  des  polyèdres ,  la 
similitude  de  ces  deux  polyèdres  exigera  2  +  3  (S  —  3) 
angles  égaux  de  part  et  d'autre,  ou  3  S  —  7  conditions; 
et  aucune  de  ces  conditions  n'est  superflue  ou  comprise 
dans  les  autres.  Car  nous  considérons  ici  deux  polyèdres 
comme  ayant  simplement  le  même  nombre  de  sommets  ou 
d'angles  solides  ;  alors  il  faut  rigoureusement ,  et  sans  en 
omettre  une,  les  3  S  —  7  conditions  pour  que  les  deux 
solides  soient  semblables  ;  mais  si  on  supposait  avant  tou^ 
qu'ils  sont  de  la  même  espèce  l'un  et  l'autre  ,  c'est-à-dire 
qu'ils  ont  un  égal  nombre  de  faces  ,  et  que  ces  faces  compa- 
rées chacune  à  chacune  ont  un  égal  nombre  de  côtés  ,  cette 
supposition  renfermerait  des  conditions  dans  le  cas  où  il 
y  aurait  des  faces  de  plus  de  trois  côtés,  et  ces  conditions 
diminueraient  d'autant  le  nombre  3  S  —  7,  de  sorte  qu'au 
lieu  de  3  S  —  7  conditions  il  n'en  faudrait  plus  que  A  —  i  ; 
sur  quoi  voyez  la  note  \iii.  On  voit  par  là  ce  qui  donne 
lieu  à  la  difficulté  de  poser  une  bonne  définition  des  solides 
semblables;  c'est  qu'on  i)eut  les  considérer  comme  étant 
de  la  même  espèce  ,  ou  seulement  comme  ayant  un  égal 
nombre  d'angles  solides.  Dans  ce  dernier  cas  toute  difficulté 
est  écartée,  et  il  faut  que  les  3  S  —  7  conditions  renfermées 
dans  la  définition  soient  remplies  foutes  pour  que  les  solides 
soient  semblables ,  et  on  en  conclura  à  plus  forte  raison 
qu'ils  sont  de  la  même  espèce.  Au  reste,  notre  définition 
étant  complète,  nous  en  avons  déduit  comme  théorème  la 
définition  de  Robert  Simson. 

On  voit  donc  qu'il  est  possible  de  se  passer ,  dans  les  élé- 
ments ,  du  théorème  concernant  l'égalité  des  polyèdres  \ 
mais,  comme  ce  théorème  est  intéressant  par  lui-même, 
On  sera  bien  aise  d'en  trouver  ici  la  démonstration  ,  qui 
Servira  à  compléter  la  théorie  des  polyèdres  (1). 

(i)  -La  démoustration  que  nous  donnons  ici  est,  à  quelques  déve- 
lopjienienls  près,  la  même  que  M.  Cauchy  a  présentée  à  l'Inslitofc 
cw  i3ia,    et    qu'il  a  découverte  en  partant  de  quelques  idées   cjut 
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Lr.  question  qu'il  faut  examiner,  est  de, savoir  si,  en 
faisant  varier  les  inclinaisons  des  plans  qui  composenl.  la 
surface  d'un  polyèdre  convexe  donné  ,  on  peut  former  un 
second  polyèdre  convexe,  compris  sous  les  mêmes  plans 
polygonaux ,  assemblés  entre  eux  dans  le  même  ordre. 

Nous  observerons  d'abord  que ,  s'il  y  a  un  second  polyèdre 
qui  satisfait  à  la  question,  ce  ne  peut  pas  être  le  polyèdre 
symmétrique  du  polyèdre  donné ,  puisque  dans  ces  deux 
polyèdres  les  plans  égaux  sont  disposés  dans  un  ordre  in- 
verse autour  des  angles  solides  correspondants.  Ainsi  la 
considération    des  polyèdres  symmétriques    doit  être  en-  ^ 

tièrement  écartée  de  l'objet  dont  nous  nous  occupons. 

Nous  observerons,  en  second  lieu,  que  si  le  polyèdre 
donné  contient  un  ou  plusieurs  angles  solides  triples,  ces 
angles  sont  de  leur  nature  invariables,  puisque  la  connais- 
sance de  trois  angles  plans  suffit  pour  déterminer  les  in- 
clinaisons mutuelles  de  ces  plans  ,  lorsqu'ils  sont  réunis  en 
angle  solide.  On  peut  donc  supprimer  dans  le  solide  ])ro- 
posé  toutes  les  pyramides  triangulaires  qui  forment  les 
angles  solides  triples  (i);  et  si  le  nouveau  polyèdre  qui 
résulte  de  cette  Suppression ,  offre  encore  des  angles  solides 
triples  ,  on  pourra  de  même  les  supprimer,  et  ainsi  succes- 
sivement ,  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un  polyèdre  dont 
tous  les  angles  solides  n'assemblent  pas  moins  de  quatre 
angles  plans  chacun.  En  effet,  si  le  solide  proposé  peut 
changer  de  figure  par  des  variations  quelconques  dans  les 
inclinaisons  de  ses  plans ,  ce  changement  ne  peut  avoir  lien 
sur  les  pyramides  triangulaires  retranchées,  et  il  devra 
s'o])érer  fout  entier  sur  le  polyèdre  restant  après  la  sup- 
pression de  toutes  les  pyramides  ti'iangulaires.  Nous  ne 
nous  occuperons  donc  dans  ce  qui  suit,  que  des  polyèdres 
dont  tous  les  angles  solides  assemblent  au  moins  quatre 
angles  plans. 

Cela  posé,  soit  S  l'un  quelconque  des  angles  solides  du  fig.aSô. 

avaient  été  proposées  pour  le  même  objet  ilans  la  première  édition 
de  ce-;  Eléments,  pag.  827  et  suiv. 

(i)  Si  une  même  arête  était  commane  à  deux  angles  solides  triples» 
on  ue  supprimerait  dans  Id  première  opération  qo'un  de  ces  angles. 


• 
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polyèdre,  et  soit  décrit,  du  sommet  S  comme  centre,  nne 
surface  sphérique  dont  l'intersection  avec  les  plans  de 
l'angle  solide  formera  le  polygone  sphérique  ABCDEF.  Les 
côtés  de  ce  polygone  AB,  BC  ,  etc.  servent  de  mesure  aux 
angles  plans  ASB ,  BSC,  etc.  et  sont  par  conséquent  inva- 
riables ;  quant  aux  angles  A,  B ,  C ,  etc.  du  polygone ,  cha- 
cun d'eux  est  la  mesure  de  l'inclinaison  de  deux  plans  ad- 
jacents de  l'angle  solide  :  ainsi  l'angle  B  est  la  mesure  de 
l'inclinaison  des  plans  ASB,  SBC,  que  nous  appellerons  , 
pour  abréger ,  inclinaison  sur  V arête  SB  ;  de  même  l'angle  C 
est  la  mesure  de  l'inclinaison  sur  l'arête  SC,  et  ainsi  de 
suite. 

Nous  pourrons  donc  juger  des  changements  de  figure  de 
chaque  angle  solide  S,  par  ceux  du  polygone  sphérique 
ABCDEF,  dont  les  côtés  sont  constants ,  et  dont  les  angles 
varient  d'une  manière  quelconque,  pourvu  que  le  polygone 
ne  cesse  pas  d'être  convexe.  Or ,  dans  ces  polygones  ,  les 
signes  des  variations  sur  les  angles  offrent  des  lois  assez 

remarquables      que  noiis    allons   exposer   dans  les  deux 

lemines  suivants. 


£g.  286.  L  E  M  M  £     I. 

Tous  les  côtés  (Tun,  polygone  spJiérique  AB ,  BC, 
CD  DE,  étant  donnés,  a  V exception  du  dernier  Ès^ ^ 
si  Von  fait  'varier  F  un  des  angles  B ,  C ,  D,  E ,  opposés 
au  côté  AF,  les  autres  étant  constants,  je  dis  que  le 
côté  AF  augmentera  si  P angle  augmente ,  et  qiCil  dimi- 
nuera si  V angle  diminue.  Dans  tous  les  cas ,  on  suppose 
que  le  polygone  est  convexe  avant  et  après  son  change- 
ment de  figure. 

Supposons  d'abord  qu'on  fasse  varier  l'angle  B ,  les  trois 
autres  C ,  D  ,  E ,  étant  constants ,  si  l'on  joint  BF ,  la  figure 
BCDEF  n'éprouvera  aucune  variation,  et  BF  sera  constant. 
On  aura  donc  un  triangle  sphérique  ABF,  dont  les  côtés 
AB ,  BF,  sont  constants  ,  et  dans  lequel  l'angle  ABF  varie 
d'une  quantité  que  même  l'angle  ABC  du  polygone ,  puisque 
Sa  partie  FBC  reste  constante.  Or,  par  les  propriétés  eon- 
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nues  (1),  on  sait  que  le  côté  AF  augmentera  si  l'angle  ABF 
augmente  ,  et  qu'il  diminuera  si  l'angle  ABF  diminue. 

Supposons  maintenant  que  l'angle  C  varie ,  les  trois 
autres  B,  D,  E,  étant  constants;  si  on  tire  les  diagonales 
AC ,  FC ,  il  est  visible  que  ces  diagonales  demeureront 
constantes,  ainsi  que  les  angles  ACB,  FCD;  on  aura  donc 
encore  un  triangle  spliérique  ACF  ,  dont  les  côtés  AC ,  CF, 
sont  constants ,  et  dans  lequel  l'angle  ACF  varie  de  la  même 
quantité  que  l'angle  C  du  polygone  ;  d'où  l'on  conclura  de 
même  que  le  côté  AF  augmentera  si  l'angle  C  augmente , 
et  qu'il  diminuera  si  l'angle  C  diminue. 

Il  est  évident  que  le  même  raisonnement  peut  s'appli- 
quer à  la  variation  de  l'un  ou  l'autre  des  angles  D  et  E ,  et 
qu'il  aurait  également  lieu  pour  tout  autre  polygone  sphé- 
rique  de  plus  de  trois  côtés.  Ainsi  la  conclusion  sera  ,  dans 
tous  les  cas  ,  conforme  à  l'énoncé  de  la  proposition ,  si  tou- 
tefois le  polygone  est  convexe  avant  et  après  son  change- 
ment de  figure.  Cette  restriction  est  nécessaire ,  car  si 
l'angle  E  ,  par  exemple ,  diminuait  j  usqu'à  ce  que  le  point  F 
tombât  sur  la  diagonale  AE,  alors  AF  serait  un  minimum  ; 
et  si,  à  compter  de  ce  point,  on  continuait  de  diminuer 
l'angle  E,  il  est  visible  que  le  côté  AF  augmenterait  au 
lieu  de  diminuer  ;  mais ,  dans  ce  dernier  cas ,  l'angle  AFE 
deviendrait  un  angle  rentrant  ,  et  le  polygone  cesserait 
d'être  convexe. 

Corollaire.  Les  mêmes  choses  étant  posées ,  si  plusieurs 
des  angles  opposes  au  dernier  côté  AF  augmentent ,  et 
qu'aucun  d'eux  ne  diminue  ,  le  côté  AF  augmentera  néces- 
sairement par  l'effet  de  toutes  les  variations  réunies.  Le 
contraire  aura  lieu,  si  plusieurs  des  angles  opposés  au 
côté  AF  diminuent,  et  qu'aucun  d'eux  n'augmente. 

Car,  si  par  l'effet  de  l'augmentation  ou  de  la  diminution 
simultanée,  les  angles  A,  B,  C,  etc.  du  polygone  doivent 
être  changés  en  A',  B',  C,  etc.  on  pourra  passer  successive- 
ment du  polygone  proposé  à  celui  q.ul  ne  contient  qu'un 
angle  varié  A'  ;  de  celui-ci  au  polygone  qui  ne  contient  que 

(i)  Cette    proposition  se    démontre    de    la    même  manière   que    la 
proposition  X,  liv.  I,  pour  leï  tri»ngles  rectilignes. 
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les  deux  angles  variés  A'  et  B',  et  ainsi  de  suite.  Or,  dans, 
chacun  de  ces  passages,  l'application  de  la  proposition  est 
manifeste,  et  conduit  toujours  au  même  résultat. 


L  EMM  £     II. 


Etant  donné  un  polygone  sphérique  convexe  dont  lei 
côtes  sont  constants  ^  et  qui  en  a  plus  de  trois ,  si  on  fait 
varier  les  angles  d'une  manière  quelconque,  sans  ce- 
pendant que  le  polygone  cesse  d^ètre  convexe;  si  on  met 
ensuite  le  signe  -\-  au  sommet  de  chaque  angle  qui 
augmente ,  le  signe  —  au  sommet  de  chaque  angle  qui 
diminue,  et  qu'on  ne  mette  aucun  signe  aux  angles  qui 
demeurent  constants  ;  je  dis  qu'en  Jaisant  le  tour  du 
polygone,  on  devra  trouver  au  moins  quatre  change- 
ments de  signe  dhin  sommet  au  sommet  suivant. 

En  effet,  i°  si  n  est  le  nombre  des  angles  du  polygone, 
il  ne  pourrait  y  avoir  n  —  %  angles  consécutifs,  qui  aug- 
mentent tous  à-Ia-fois  ,  ou  dont  les  uns  augmentent  et  les 
autres  restent  constants;  car  si  l'un  ou  Tautre  de  ces  cas 
avait  lieu,  il  s'ensuivrait,  par  le  corollaire  du  lemme  pré" 
ci'dent,  que  le  côté  du  polygone  qui  est  opposé  à  ces  n  —  a 
angles,  augmenterait;  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse 
que  tous  les  côtés  du  polygone  sont  constants.  Par  une 
raison  semblable,  on  ne  pourra  supposer  que  n  —  a  angles 
(•(msécutifs  diminuent  tous  à-la-fois,  ou  que  quelques-uns 
diminuent,  les  autres  restant  constants.  Donc,  dans  la  série 
de  «  —  2  angles  consécutifs,  il  devra  y  avoir  au  moins  un 
changement  de  signe;  à  plus  forte  raison  ce  changement 
devra-t-il  être  observé  dans  la  série  des  n  angles  consécu- 
tifs, lorsqu'on  fera  le  tour  entier  du  polygone. 

a''  Les  variations  dans  les  angles  du  polygone  ne  peuvent 
cire  telles,  qu'elles  offrent  seulement  une  série  de  signes-f-, 
et  une  de  signes  — ,  de  sorte  qu'il  n'y  ait  que  deux  change- 
ments de  signe  dans  le  tour  entier  du  polygone, 
fig.  589.  Car  soient,  par  exemple.  A,  B,  C,  les  trois  angles  mar- 
qués du  signe  -}- ,  et  D,  E,  F,  G,  les  quatre  marqués  du 
signe —  (cette  hypothèse  comprend  celle  où  il  y  aurait  un. 
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nombre  de  signes  moindre  dans  chaque  série,  à  raison  de 
l'invariabilité  de  quelques  angles).  Si  la  figure  représente 
l'état  initial  du  polygone,  la  diagonale  GD  devra  augmen- 
ter lorsqu'on  augmentera  tous  les  angles  A ,  B ,  C ,  ou  seule- 
ment quelques-uns  d'eux;  mais  la  même  diagonale  GD, 
comme  appartenant  au  polygone  GFED ,  dont  les  autres 
côtés  sont  constants,  devra  diminuer  en  même  temps  que 
les  angles  F  et  E,  ou  au  moins  rester  constante,  si  des 
quatre  angles  D,  E,  F,  G,  il  n'y  a  que  D  et  G,  ou  seule- 
ment l'un  d'eux  qui  diminue;  donc  l'hypothèse  dont  il 
s'agit  ne  saurait  avoir  lieu;  donc  la  variation  des  angles 
ne  peut  être  telle,  qu'elle  offre  seulement  deux  séries,  l'une 
de  signes  -f-,  l'autre  de  signes  — . 

3"  Il  est  encore  impossible  qu'en  faisant  le  tour  du  poly- 
gone, on  ne  trouve  que  trois  séries  alternatives  de  signes -}- 
et  de  signes  —  ;  car,  dans  cette  hypothèse,  la  première  et 
la  troisième  série  seraient  de  même  signe,  et  se  suivraient 
immédiatement,  de  sorte  qu'elles  ne  formeraient  qu'une 
seule  série;  d'où  l'on  voit  qu'il  n'y  aurait  réellement  dans 
le  tour  du  polygone  que  deux  séries,  l'une  de  signes  -{-^ 
l'autre  de  signes* — ;  ce  que  nous  avons  démontré  impos- 
sible. 

Donc  enfin ,  les  changements  de  signe  qu'on  trouvera 
en  faisant  le  tour  du  polygone,  doivent  être  au  moins  au 
nombre  de  quatre. 

Corollaire.  Ce  que  nous  venons  de  démontrer  pour  les 
polygones  sphériques,  s'applique  immédiatement  aux  angles 
solides  dont  ces  polygones  sont  la  mesure.  Ainsi,  étant 
donné  un  angle  solide  convexe.,  qui  assemble  plus  de  trois 
angles  plans.,  si  on  fait  varier  les  inclinaisons  sur  les  arêtes 
d^une  manière  quelconque,  telle  cependant  que  tangle 
solide  ne  cesse  pas  d'être  convea-e;  si  ensuite  on  met  le 
signe -\-  ou  le  signe  — -  sur  chaque  arête,  selon  que  t in- 
clinaison sur  cette  arête  augmente  ou  diminue ,  et  quon 
ne  marque  (Taucun  signe  les  arêtes  sur  lesquelles  Vincli- 
tiaison  reste  constante ,  je  dis  qu  'en  faisant  le  tour  de 
(angle  solide ,  on  devra  trouver  au  moins  quatre  change- 
ments de  signe  dune  arête  ii  la  suivante. 

Au  moyen  de  celte  proposition  et  tin   théorème  d'Eulcr 
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•25,7.  sur  les  polyèdres  *,  nous  ])ouvons    maintenant  démontrer 
le  théorème  suivant  dans  toute  sa  généralité. 


THEOREME. 

Etant  donné  un  polyèdre  convexe,  dont  tous  les 
angles  solides  assemblent  plus  de  trois  angles  plans,  il 
est  impossible  défaire  ^varier  les  inclinaisons  des  plans 
de  ce  solide ,  de  manière  a  produire  un  second poljedre, 
qui  serait Jormé  avec  les  mêmes  plans  disposé'^  entre  eux 
de  la  même  manière  que  dans  le  pofyedre  donné. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  il  faut  distinguer 
deux  cas,  selon  qu'on  fait  varier  les  inclinaisons  sur  toutes 
les  arêtes  ,  ou  seulement  quelques-unes  de  ces  inclinaisons. 

Premier  cas. 

Supposons  qu'on  fasse  varier  à-la-fois  les  inclinaisons 
sur  toutes  les  arêtes ,  et  soit  N  le  nombre  total  des  chan- 
gements de  signe  qu'on  trouvera  d'une  arête  à  la  suivante, 
en  faisant  le  tour  de  chaque  angle  solide. 

On  a  vu  dans  le  lenime  II ,  que  le  nombre  des  change- 
menls  de  signe  ne  peut  être  moindre  que  quatre  pour 
chaque   angle  solide. 

Donc  si  on  appelle  S  le  nombre  des  angles  solides,  on 
aura  N  >  /|  S ,  le  signe  >  n'excluant  pas  l'égalité. 

J'observe  maintenant  que  deux  arêtes  consécutives  d'un 
angle  solide  appartiennent  toujours  à  une  face  du  polyèdre, 
et  n'appartiennent  qu'à  une  seule;  donc  le  nombre  total  des 
changements  de  signe  observés  sur  les  arêtes  consécutives 
de  chaque  angle  solide,  doit  être  égal  au  nombre  total  de 
changements  de  signe  observes  sur  les  côtés  consécutifs  de 
chaque  face;  car  il  n'est  aucun  changement  de  signe  dans 
un  système  qui  ne  réponde  à  un  pareil  changement  dans 
l'autre. 

Or,  j)our  chaque  face  triangulaire,  le  nombre  des  chan- 
gements de  signe  ne  peut  être  plus  grand  que  deux;  car  en 

faisant  rentrer  sur  elle-même  la  suite  -\ \-,  ou  la  suite 

-j ,  on  n'obtient  que  deux  changements  de  signe. 
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Pour  chaque  face  quadrangulaire,  le  nombre  des  chan- 
gements de  signe  est  de  quatre  au  plus  ,  ce  qui  est  évident. 
En  général ,  si  le  nombre  des  côtés  d'une  face  est  pair, 
r=:%n,  le  plus  grand  nombi'e  des  changements  de  signe 
qu'on  puisse  trouver  en  faisant  le  tour  des  côtés ,  est  a  n; 
ce  qui  aura  lieu  lorsque  les  côtés  portent  alternativement 
les  signes  +  et  — . 

Mais  si  le  nombre  des  côtés  d'une  face  est  impair, 
=r2/?-f-ij  Iti  plus  grand  nombre  des  changements  de 
signe  sera  2«  seulement,  parce  qu'en  donnant  alternati- 
vement aux  côtés  les  signes  +  et  — ,  le  premier  et  le  der- 
nier auront  nécessairement  le  même  signe;  ce  qui  fait  un 
changement  de  moins  qu'il  n'y  a  de  côtés. 

Cela  posé,  soit  a  le  nombre  des  triangles,  h  le  nombre 
des  quadrilatères,  c  le  nombre  des  pentagones,  etc.  qui 
composent  la  surface  du  polyèdre  donné ,  il  résulte  de  ce 
qu'on  vient  de  dire,  que  le  nombre  total  des  changements 
de  signe  observés  en  faisant  le  tour  de  chaque  face ,  ne 
pourra  excéder  ia  sur  les  faces  triangulaires,  4^  sur  les 
faces  de  quatre  côtés,  Z,  c  sur  celles  de  cinq  côtés,  6rf  sur 
celles  de  six  côtés.  Donc  on  aura  : 

N<2«-h4è-^-4c-4-6rf-|-6e-|-  8/-f-  8  g^  4- etc. 
Soit  A  le  nombre  des  arêtes  du  polyèdre,  et  II  celui  de  ses 
faces,  on  aura  : 
aA  =  S«-h  4è-h  5c  4-  ^d-\-  7^4-  8/-t-  %g  -h  etc. 

H=   a-\-b-\-c-\-d-\-e  -x.f-^g-\.  etc. 
Mais,  suivant  le  théorème  d'Euler,  S  -f-  H  =  A  -f-  2  ;  donc 
/|S  =  8-|-  l\h.  —  4H,eten  faisant  les  substitutions  : 
4S  =   8  -i-  2a  -h  4è  -h  66-  4-  8c?  +  \oe  4-  etc. 
Comparant  celte  valeur  à  la  limite  trouvée  ci-dessus,  on 
en  tire  : 

N  <  4  S  — 8. 
Mais  on  ne  saurait  avoir  à-la-fois  N   >4SetN<4S  —  8 
donc  il  est  impossible  que  les  inclinaisons  sur  les  arêtes  du 
polyèdre  varient  toutes  à-la -fois,  sans  détruire  la  cohé- 
rence des  plans  qui  forment  la  surface  du  polyèdre. 

Second  cas. 
Supposons  maintenant  que  les  inclinaisons  sur  les  arêtes 


334  NOTE     XII. 

ne  varient  pas  loulos  à-la-fois  ,  et  qu'il  y  <""  «lit  quelfiiics- 
iinps  qui  demeurent  constantes, 
fig.  204.  Soit  FI  une  de  ces  arêtes,  on  pourra  imaginer  qu'elle 
soit  supprimée,  et  que  les  deux  faces  adjacentes  FIG, 
EFIH,  se  réunissent  en  une  seule  non  plane  terminée 
par  le  contour  déforme  invariable  EFGIH.  Appelons  S',  H' 
et  A'  ce  que  deviennent  les  nombres  S,  H  et  A ,  après  la 
suppression  d'une  arête  ,  nous  aurons  H'  =:  H  —  i ,  et 
A'  =z  A  —  I  ;  d'ailleurs  on  a  S'  ::=  S,  puisque  le  nombre 
des  angles  solides  est  le  même  dans  les  deux  solides; 
donc  on  aura  S'  -|-  H'  —  A'  —  S  +  H  —  A  :=:  2.  D'où  l'on 
voit  que  le  théorème  d'Euler  a  encore  lieu  dans  le  nouveau 
solide  qui  contient  une  arête  de  moins,  et  une  face  de 
moins,  ptiisque  deux  faces  se  sont  réunies  en  une  seule 
non  plane. 

Si  de  ce  second  solide  on  retranche  encore  l'une  des 
arêtes  sur  lesquelles  l'inclinaison  reste  invariable,  la  sup- 
pression de  cette  arête  occasionera  de  nouveau  la  réunion 
de  deux  faces  contiguës  en  une  seule;  et  on  prouvera  de 
même  que  le  théorème  d'Euler  a  encore  lieu  dans  le  troi- 
sième solide  qui  résulte  de  la  suppression  de  deux  arêtes. 

On  peut  continuer  à  supprimer  tant  d'arêtes  qu'on  vou^ 
dra  ,  pourvu  que  cette  suppression  n'entraîne  celle  d'aucun 
angle  solide  ;  et  le  théorème  d'Euler  aura  toujours  lieu  dans 
le  solide  restant  :  c'est  aussi  ce  qu'on  peut  voir  directement 
et  généralement,  en  examinant  la  démonstration  que  nous 
avons  donnée  du  théorème  d'Euler;  en  etitt,  cette  démons- 
tration ne  suppose  pas  que  les  faces  du  polyèdre  sont 
planes;  elle  aurait  également  lieu,  quand  même  ces  faces 
seraient  terminées  par  des  contours  non  situés  dans  les 
mêmes  plans;  elle  suppose  seulement  que  chaque  contour 
soit  représenté,  suivant  notre  construction,  par  un  poly- 
gone sphérique,  et  que  la  somme  des  surfaces  de  ces  poly- 
gones soit  égale  à  la  surface  de  la  sphère.  Et  il  n'est  pas 
même  nécessaire  que  tous  ces  polygones  soient  convexes; 
il  suffit  que  chacun  d'eux  puisse  être  regardé  comme  la 
Somme  de  plusieurs  polygones  convexes  ;  ce  qui  arrivera 
toujours,  lorsque,  par  la  suppression  de  plusieurs  arêtes 
appartenant  au  polyèdre  donné,  plusieurs  faces  planes  se 
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réuniront  en  une  seule  non  plane;  car  alors  le  polygone 
spluiriquc  qui  représente  celle-ci,  sera  composé  de  la  somme 
des  polygones  sphériques  convexes  qui  représentaient  les 
faces  planes  supprimées. 

Venons  maintenant  au  cas  où  la  suppression  des  arétr 
sur  lesquelles  l'inclinaison  ne  varie  pas  ,  entraîne  celle  d'un 
ou  de  plusieurs  angles  solides,  soit  parce  que  les  inclinai- 
sons sur  toutes  les  arêtes,  dans  chacun  de  ces  angles,  sont 
invariables,  soit  parce  que  ces  inclinaisons  ne  pourraient 
varier  que  sur  trois  arêtes  seulement,  et  qu'alors  elles 
seraient  nécessairement  constantes. 

Supposons  d'abord  qu'on  ne  supprime  qu'un  angle 
solide,  et  soit  m  le  nombre  des  faces  de  cet  angle,  ou  le 
nombre  d'arêtes  qui  aboutissent  à  son  sommet.  En  sup- 
primant l'angle  solide  dont  il  s'agit  ,  on  supprimera  en 
même  temps  m  arêtes,  et  les  m  faces  formant  l'angle  solide 
se  réduiront  à  une  seule;  donc,  si  on  appelle  S',  A',  H',  ce 
que  deviennent  les  nombres  S,  A,  H,  après  la  suppression 
d'un  angle  solide,  on  aura  S' =  S —  i,A':=:A — m, 
H'  =  H  — (m—  i).  De  là  on  tire  S'  +  H'  — A'  — S -f- H— 
Azrza  :  donc  le  théorème  d'Euler  a  encore  lieu  dans  le 
nouveau  solide. 

11  est  clair  maintenant  qu'on  peut  supprimer  tan  t  d'angles 
solides  qu'on  voudra  du  polyèdre  donné,  et  que  le  théorème 
d'Euler  aura  toujours  lieu  dans  le  polyèdre  restant;  car  en 
supprimant  les  angles  solides  un  à  un,  on  a  successivement 
différents  polyèdres ,  dont  deux  consécutifs  rentrent  dans 
ie  cas  que  nous  venons  d'examiner. 

Donc  en  général,  si  du  polyèdre  proposé  on  supprime 
toutes  les  arêtes  sur  lesquelles  l'inclinaison  ne  varie  pas  ; 
soit  que  par  cette  suppression  le  nombre  des  angles  solides 
reste  le  même,  ou  qu'il  devienne  moindre,  le  polyèdre  res- 
tant satisfera  toujours  au  théorème  d'Euler ,  c'est-à-dire 
qu'en  appelant  ^,  ^,  a ,  les  quantités  qui  pour  ce  polyèdre 
correspondent  aux  quantités  S,  H,  A,  du  polyèdre  pro- 
posé ,  on  aura  s~\-h  —  az=.S-\-]A.  —  Azrra. 

Mais  dans  ce  dernier  solide,  les  inclinaisons  sur  les  arêtes 
devront  varier  toutes  à-la-fois,  puisqu'on  a  supprimé  toutes 
les  arêtes  sur  lesquelles  l'inclinaison  ne  varie  pas  ;  donc  ce 
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solide  rentre  dans  le  premier  cas;  donc  la  variation  simiil- 
tante  de  toutes  ces  inclinaisons  ne  saurait  avoir  lieu  sans 
dénaturer  le  solide. 

Donc  enfin  un  polyèdre  convexe  quelconque  ne  peut  être 
changé  en  un  autre  polyèdre  convexe  qui  serait  compri* 
sous  les  raèmes  plans  polygonaux,  et  disposés  dans  le  même 
ordre  les  uns  à  l'égard  des  autres. 
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TRIGONOMÉTRIE 


.Lja  Trigonométrie  a  pour  objet  de  résoudre  les  tri- 
angles, c'est-à-dire,  de  déterminer  leurs  angles  et 
leurs  côtés  par  le  moyen  d'un  nombre  de  données 
suffisant. 

Dans  les  triangles  rectilignes  il  suffit  de  connaître 
trois  des  six  parties  qui  les  composent,  pourvu  que 
parmi  ces  parties  il  y  ait  un  côté.  Car  si  on  ne  donnait 
que  les  trois  angles,  il  est  visible  que  tous  les  triangles 
semblables  satisferaient  à  la  question. 

Dans  les  triangles  sphériques  trois  données  quel- 
conques ,  angles  ou  côtés ,  suffisent  toujours  pour  dé- 
terminer le  triangle,  parce  que  dans  ces  sortes  de  tri- 
angles on  ne  considère  pas  la  grandeur  absolue  des 
côtés,  mais  seulement  leur  rapport  avec  le  quadrant 
ou  le  nombre  de  degrés  qu'ils  contiennent. 

Dans  les  problêmes  annexés  au  livre  II,  on  a  déjà 
vu  comment  les  triangles  rectilignes  se  construisent 
au  moyen  de  trois  parties  données  ;  les  proposi- 
tions XXIV  et  XXV  du  livre  V  donnent  également 
une  idée  des  constructions  par  lesquelles  on  pourrait 
résoudre  les  cas  analogues  des  triangles  sphériques. 
Mais  ces  constructions ,  qui  sont  exactes  en  théorie , 
ne  donneraient  qu'une  médiocre  approximation  dans 
la  pratique  (  i  ) ,  à  cause  de  l'imperfection  des  instru- 

(i)  Il  faut  distinguer  en  effet  les  figures  qui  ne  servent  qu'à 
diriger  le  raisonnement  pour  la  démonstration  d'un  théorème  ou 

2Si 
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ments  dont  elles  exigent  l'emploi  :  on  les  appelle  des 
méthodes  graphiques.  Les  méthodes  trigonométriques, 
au  contraire,  indépendantes  de  toute  opération  mé* 
canique,  donnent  les  solutigns  avec  tout  le  degré 
d'exactitude  qu'on  peut  désirer  :  elles  sont  fondées 
sur  les  propriétés  des  lignes  appelées  5mu5 ,  coj.7/7U5, 
tangentes,  etc.,  au  moyen  desquelles  on  est  parvenu 
à  exprimer  d'une  manière  très-simple  les  relations  qui 
existent  entre  les  côtés  et  les  angles  des  triangles. 

Nous  allons  d'abord  exposer  les  propriétés  de  cei> 
lignes  et  les  principales  formules  qui  en  résultent  j 
formules  qui  sont  d'un  grand  usage  dans  toutes  les 
parties  des  mathématiques,  et  qui  fournissent  même 
à  l'analyse  algébrique  des  moyens  de  perfection- 
nement. Nous  les  appliquerons  ensuite  à  la  résolu- 
tion des  trianp^Ies  rectilignes  et  à  celle  des  trianjïles 
.sphériques. 

Division  de  la  Circonférence. 

I .  Jusqu'à  ces  derniers  temps  les  géomètres  s'étaient 
accordés  à  diviser  la  circonférence  en  36o  parties 
égales  appelées  degrés ,  le  degré  en  60  minutes,  la 
minute  en  60  secondes.,  etc.  Ce  mode  présentait 
quelques  facilités  dans  la  pratique  ,  à  cause  du  grand 
nombre  de  diviseurs  de  60  et  de  36o  :  mais  il  était 
réellement  sujet  à  l'inconvénient  des  nombres  com- 
plexes, et  il  nuisait  souvent  à  la  rapidité  du  calcul. 

Les  savants ,  à  qui  on  doit  l'invention  du  nouveau 
système  des  poids  et  mesures^  ont  pensé  qu'il  y  aurait 
mi  fifrand  avantage  à  introduire  la  division  décimale 
dans  la  mesure  des  angles.  En  conséquence  ils  ont 

la  solution  d'un  problème  ,  des  figures  que  l'on  construit  pour 
connaître  quelques-unes  fie  leurs  dimensions.  Les  premières  sont 
toujours  supposées  exactes  ;  les  secondes  ,  si  elles  ne  sont  pas 
tracées  exactement  ,  donneront  des  résultats  fautifs. 
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l'egardé  comme  unité  principale  le  quart  de  circon- 
férence ou  le  quadrant,  mesure  de  l'angle  droit,  et 
ils  ont  divisé  cette  unité  en  loo  parties  égales  appe- 
lées degî'és ,  le  degré  en  lOO  minutes ,  et  la  minute  en 
lOO  secondes. 

Nous  emploierons  désormais  la  nouvelle  division 
ou  la  division  décimale  de  la  circonférence;  ce- 
pendant comme  les  tables  trigonométriques,  calculées 
suivant  cette  division,  ne  sont  pas  encore  assez  gé- 
néralement répandues,  nous  aurons  soin  d'ajouter 
dans  les  exemples,  les  résultats  que  donnent  les  cal- 
culs faits  suivant  Tancienne  division  ,  ou  la  division 
sexagésimale  de  la  circonférence.  La  différence  ne 
tombe  jamais  sur  la  valeur  des  côtés,  mais  seulement 
sur  la  valeur  ou  plutôt  sur  l'expressiofti  en  degrés  des 
angles  et  des  arcs. 

II.  Les  degrés ,  minutes  et  secondes  se  désignent 
respectivement  par  les  caractères",  ',  '  ;  ainsi  l'ex- 
pression i6°  6'  75"  représente  un  arc  ou  un  angle  de 
16  degrés  6  minutes  y5  secondes.  Si  on  rapportait  ce 
même  arc  au  quadrant  pris  pour  unité,  il  s'expri- 
merait par  o,  160675.  On  voit  en  même  temps  que 
l'angle  mesuré  par  cet  arc,  est  à  l'angle  droit  :: 
160675  :  loooooo,  rapport  qu'on  ne  déduirait  pas 
aussi  facilement  des  expressions  données  par  l'an- 
cienne division  de  la  circonférence. 

Les  arcs  et  les  angles  sont  exprimés  indistinc- 
tement dans  le  calcul  par  des  nombres  de  degrés, 
miiuites  et  seconde^.  Ainsi  nous  désiofnerons  l'ansfie 
droit  ou  le  quadrant  par  100^,  deux  angles  droits 
ou  la  demi  -  circonférence  par  200°,  quatre  angles 
droits  ou  la  circonférence  entière  par  400";  ainsi  de 
suite. 

III.  Le  couiplémenc  d'un  angle  ou  d'un  arc  est  ce 
qui  reste  en  retranchant  cet  angle  ou  cet  arc  de  loo. 
Ainsi    un  angle   de   25"    4«'    a    pour   complément, 
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^4"  ^^<^>'  )  ^'"  a"g'e  (le  ['>"  4'  6'^    J'  pour  complénienl, 
87095'  38". 

En  général,  A  étant  un  angle  ou  un  arc  quelcon- 
que, 100"  —  A  est  le  complément  de  cet  angle  ou  île 
cet  arc.  D'oxi  l'on  voit  que,  si  l'angle  ou  Tare  dont  il 
s'agit  est  plus  grand  que  100°,  son  complément  sera 
néoatit".  C'est  ainsi  que  le  complément  de  j6o"  84'  10" 
est  —  60"  84'  10".  Dans  ce  cas,  le  complément,  pris 
positivement,  serait  la  quantité  qu'il  faudrait  retran- 
cher de  l'angle  ou  de  l'arc  donné,  pour  que  le  reste  ■ 
iiit  éjral  à  100''. 

TjCS  deux  angles  aigus  d'un  triangle  rectangle  vaieni 
ensemble  un  angle  droit  :  ils  sont  donc  compléments 
l'un  de  l'autre. 

IV.  Le  supplément  d'un  angle  ou  d'un  arc  est  ce 
qui  reste  en  ôtant  cet  angle  ou  cet  arc  de  200'',  valeur 
de  deux  angles  droits  ou  d'une  demi-circonférence. 
Ainsi  A  étant  un  angle  ou  un  arc  quelconque, 
200"  —  A  est  son  supplément. 

Dans  tout  triangle,  un  angle  est  le  supplément  de 
la  sontme  des  deux  autres  ,  puisque  les  trois  ensemble 
iont   200". 

Les  angles  des  triangles,  tant  rectilignes  que  splié- 
riques ,  et  les  côtés  de  ces  derniers ,  ont  toujours  leurs 
suppléments  positifs  ;  car  ils  sont  toujours  moindres 
que  200*'. 

ISotions  générales  sur  les  sinus,  cosinus ^ 
tangentes ,  etc. 

V.  Le  sinus  de  l'arc  AM  ,  ou  de  l'angle  ACM ,  est 
la  perpendiculaire  MP  abaissée  d'une  extrémité  de 
l'arc  sur  le  diamètre  qui  passe  par  l'autre  extrémité. 

Si  à  l'extrémité  du  rayon  CA  on  mène  la  perpen- 
diculaire AT  jusqu'à  la  rencontre  du  rayon  CM  pro- 
longé, la  ligne  AT,  ainsi  terminée,  s'appelle  la  tan- 
gente, et  CT  la  sécante  de  l'arc  AM  ou  de  l'angle  ACM  , 
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Ces  trois  lig'nes  MP,  AT,  CT  ,  dépendantes  de 
l'arc  AM,  et  toujours  déterminées  par  l'arc  AM  et 
le  rayon ,  se  désignent  ainsi  :  MP  rrr  sin  AM  ,  ou 
sin  ACM,  KT  =  tang  AM,  ou  tang  AGMTG,  — 
séc  AM,  ou^e'c  ACM. 

VI.  Ayant  pris  l'arc  AD  égal  à  un  quadrant,  s» 
des  points  M  et  D  on  mène  les  lignes  MQ  ,  DS 
perpendiculaires  au  rayon  CD,  l'une  terminée  à  ce 
rayon ,  l'autre  terminée  au  rayon  G  M  prolongé  ;  les 
lignes  MQ ,  DS  et  CS  seront  pareillement  les  sinus  t 
tangente  et  sécante  de  l'arc  MD,  complément  de 
AM.  On  les  appelle,  pour  abréger ,  les  cosinus ,  cotan- 
gente  et  cosécante  de  l'arc  AM ,  et  on  les  désigne 
ainsi  :  MQ  =:co5  AM  ,  ou  cos  ACM  ,  DS  — co/  AM  , 
ou  cot  ACM ,  CS  =  coséc  AM ,  ou  coséc  ACM.  En 
général,  A  étant  un  arc  ou  un  angle  quelconque,  on  a 
cos  A.r=.sin  (  loo" —  A) ,  cot K:=:  tang  (  loo" —  A)  ^ 
coséc  A  =  séc  (  I  oo"  —  A  ) . 

Le  triangle  MQC  est,  par  construction,  égal  au  i 
triangle  CPM ,  ainsi  on  a  CP  =  MQ  ;  donc  dans  le 
triangle  rectangle  CMP ,  dont  l'hypoténuse  est  égale 
au  rayon,  les  deux  côtés  MP,  GP  sont  le  sinus  et  le 
cosinus  de  l'arc  AM.  Quant  aux  triangles  GAT,  GDS, 
ils  sont  semblables  aux  triangles  égaux  GPM,  GQM, 
et  ainsi  ils  sont  semblables  entre  eux.  De  là  nous 
déduirons  bientôt  les  différents  rapports  qui  existent 
entre  les  lignes  que  nous  venons  de  définir  ;  mais  au- 
paravant il  faut  voir  quelle  est  la  marche  progressive 
de  ces  mêmes  lignes  ,  lorsque  l'arc  auquel  elles  se 
rapportent  augmente  depuis  zéro  jusqu'à  200". 

VII.  Supposons  qu'une  extrémité  de  l'arc  demeure 
fixe  en  A  ,  et  que  l'autre  extrémité ,  marquée  M ,  par- 
coure successivement  toute  l'étendue  de  la  demi- 
circonférence  depuis  A  jusqu'en  B  dans  le  sens  ADB. 

Lorsque  le  point  M  est  réuni  en  A,  ou  lorsque 
l'arc  AM  est  zéro,  les  trois  points  T  ,  M  ,  P  ,  se  cou- 
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fontient  avec  le  point  A  ;  d'où  l'on  toit  que  le  sinus 
et  la  tangente  d'un  arc  zéro  sont  zéro ,  et  que  le 
cosinus  de  ce  même  arc  est  égal  au  rayon ,  ainsi  que 
sa  sécante.  Donc  en  désignant  par  R  le  rayon  du 
cercle,  on  aura 

sin  or=o,  tang  o:=o  ,  cos  o  =  R,  5e'co  =  R. 

VIII.  A  mesure  que  le  point  M  s'avance  vers  D;, 
le  sinus  augmente ,  ainsi  que  la  tangente  et  la  sé- 
cante j  mais  le  cosinus ,  la  cotangente  et  la  cosécante 
diminuent. 

Lorsque  le  point  M  se  trouve  au  milieu  de  AD, 
ou  lorsque  l'arc  AM  est  de  5oo,  ainsi  que  son  com- 
plément MD,  le  sinus  MP  est  égal  au  cosinus  MQ 
ou  GP  ,  et  le  triangle  GMP  ,  devenu  isoscèle ,  donne 
la  proportion  MP  :  CM  ::  i  :  i/  2,  ou  5m  do"  :  R:: 

1  :  i/'a.  Donc  siii  5o"=r  co5  5o":=: — rzz-R  v/2.  Daufr 

ce  même  cas  le  triangle  CAT  devient  iso^cèle  et  égal 
au  triangle  CDS  ;  d'où  l'on  voit  que  la  tangente  de 
5o"  et  sa  cotangente  sont  toutes  deux  égales  au  rayon  , 
et  qu'ainsi  on  a  rang  5o"mcof  5o"=:R. 

IX.  L'arc  AM  continuant  d'augmenter,  le  sinus 
augmente  jusqu'à  ce  que  le  point  M  soit  parvenu  en 
D  :  alors  le  sinus  est  égal  au  rayon,  et  le  cosinus  est 
zéro.  On  a  donc  sin  loo^rrzR  et  cos  loo^^ro  ;et  l'on 
peut  remarquer  que  ces  valeurs  sont  une  suite  de 
celles  que  nous  avons  trouvées  pour  les  sinus  et 
cosinus  de  l'arc  zéro  5  car  le  complément  de  100" 
étant  zéro ,  on  a  sin  1 00"  =  cos  o<>  rz::  R  et  cos  i  oo*^  = 
sin  o^  r=i  o. 

Quant  à  la  tangente,  elle  augmente  d'une  manière 
très-rapide  à  mesure  que  le  point  M  s'approche  de 
D  ;  et  enfin  lorsqu'il  est  parvenu  en  D ,  il  n'existe 
plus  proprement  de  tangente ,  parce  que  les  lignes 
AT,  CD,  étant  parallèles,  ne  peuvent  se  rencontrer. 
C'est  ce  qu'on  exprime  en  disant  que  la  tangente  dt> 
50©°  est  infinie,  et  on  écrit  lang  loo'^riir  8. 
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ïje  complément  de  ioo°  étant  zéro ,  on  a  tang  o  =z 
cot  loo"  et  cot  o  :=!  tang  ioo°.  Donc  cot  o  =00  et 
cot  100°  =  o. 

X.  Le  point  M  continuant  à  avanccir  de  D  vers  B, 
les  sinus  diminuent  et  les  cosinus  augmentent.  Ainsi 
on  voit  que  l'arc  AM'  a  pour  sinus  M'  P',  et  pour 
cosinus  M'Q  ou  GP'.  Mais  l'arc  M'B  est  supplément 
de  AM',  puisque  AM'H-  M'B  est  égal  à  une  demi- 
circonférence  ;  d'ailleurs  si  l'on  mène  M 'M  parallèle 
à  AB,  il  est  clair  que  les  arcs  AM ,  BM',  compris 
entre  parallèles,  seront  égaux,  ainsi  que  les  perpen- 
diculaires ou  sinus  MP,  M'P'.  Donc  le  sinus  d'un  arc 
ou  d'un  angle  est  égal  au  sinus  du  supplément  de 
cet  arc  ou  de  cet  angle. 

L'arc  ou  l'angle  A  a  pour  supplément  200» — A: 
ainsi  on  a  en  général 

sin  A  :=  sin  (  200°  —  A  ). 
La  même  propriété  s'exprimerait  aussi  par  l'équation 
sin  (  loo»  +  B  )  =1  jm  (  ioo« — ^B  ) ,  B  étant  l'arc  DM 
ou  son  éfifal  DM'. 

XI.  Les  mêmes  arcs  AM ' ,  AM,  qui  sont  supplé- 
ments l'un  de  l'autre,  et  qui  ont  des  sinus  égaux, 
ont  aussi  les  cosinus  égaux  CP',  CP  ;  mais  il  faut 
observer  que  ces  cosinus  sont  dirigés  dans  des  sens 
différents.  Cette  différence  de  situation  s'exprime 
dans  le  calcul  par  l'opposition  des  signes  :  de  sorte 
que  si  on  regarde  comme  positifs  ,  ou  affectés  du 
signe  H-,  les  cosinus  des  arcs  moindres  que  100",  il 
faudra  regarder  comme  négatifs  ou  affectés  du  signe 
— -^  les  cosinus  des  arcs  plus  grands  que  100°.  On  aura 
donc  en  général 

cos  Az=:  —  cos  (  200*» — A  ) , 
ou  cos  (ioooH-B)=r — cos  (ioqo — B)  ;  c'est-à-dire 
que  le  cosinus  d^un  arc  ou  d'un  angle  plus  grand  que 
loo"  est  égal  au    cosinus  de  son  supplément,  pri.^ 
négadveînent. 


344  TRIGOnOMÉTRIB. 

Le  complément  d'un  arc  plus  grand  que  loo*' 
étant  négatif  * ,  il  n'est  pas  étonnant  que  le  sinus  de 
ce  complément  soit  négatif;  mais  pour  rendre  cette 
vérité  encore  plus  palpable,  cherchons  l'expression 
de  la  distance  du  point  A  à  la  perpendiculaire  MP. 
Si  on  fait  l'arc  AM==a;,  on  aura  CP^cos  x,  et  la 
distance  cherchée  AP  =  R  —  cos  x.  La  même  for- 
mule doit  exprimer  la  distance  du  point  A  à  la 
droite  MP,  quelle  que  soit  la  grandeur  de  l'arc  AM, 
dont  l'origine  est  au  point  A.  Supposons  donc  que  le 
point  M  vienne  en  M',  en  sorte  que  x  désigne  l'arc 
AM',  on  aura  encore  en  ce  point  AP'  =^  R  — cos  x ; 
doncco5^=:R  — AP'=:AG— AP'=— CP'jcequi 
fait  voir  que  cos  x  est  alors  négatif;  et  parce  que 
CP'  =  GP  =r  cos  (  200°  —  ^  )  ,  on  a  cos  x  = —  cos 
(200°  —  x),  comme  on  l'a  déjà  trouvé. 

On  voit  par-là  qu'un  angle  obtus  a  le  même  sinus 
et  le  même  cosinus  que  l'angle  aigu  qui  lui  sert  de 
supplément,  avec  cette  seule  différence  que  le  cosinu» 
de  l'angle  obtus  doit  être  affecté  du  signe  — .  Ainsi 
on  a  sin  i5o^  =  sin  5o"  =  ^  R1/2  ,  et  cos  i5oOr=  — 

cos  Soorz: ^R  1/2. 

Quant  à  l'arc  ADB  égal  à  la  demi -circonférence, 
son  sinus  est  zéro,  et  son  cosinus  est  égal  au  rayon 
pris  négativement  ;  on  a  donc  sin  200°r=o ,  et  cos  200** 
=  — R.  C'est  aussi  ce  que  donneraient  les  formules 
sin  A  =sin  200° — A) ,  et  cos  A:= —  cos  (200" — A) , 
en  y  faisant  A  =  200°. 

XII.  Examinons  maintenant  ce  que  devient  la 
tangente  d'un  arc  AM'  plus  grand  que  100°.  Suivant 
la  définition ,  elle  doit  être  déterminée  par  le  con- 
cours des  lignes  AT,  CM'.  Ces  lignes  ne  se  rencon- 
trent point  dans  le  sens  AT,  mais  elles  se  rencontrent 
dans  le  sens  opposé  AV;  d'où  l'on  voit  que  la  tan- 
gente d'un  arc  plus  grand  que  100"  est  négative. 
D'ailleurs ,  si  on  observe  que  AV  est  la  tangente  de 
l'arc  AN  supplément  de  AM'  (puisque  NAM'  est  une 
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denii-circonférence  ) ,  on  en  conclura  que  la  tangente 
d'un  arc  ou  d'un  angle  plus  grand  que  i  oo"  est  égale 
à  celle  de  son  supplément,  prise  négatwement ,  de 
sorte  qu'on  a 

tang  A  = —  tang  (  200"  —  A ) 
Il  en  est  de  même  de  la  cotangente   représentée 
par  D  S  ' ,  laquelle  est  égale ,  et  en  sens  contraire  à 
DS  cotangente  de  AM.  On  a  donc  aussi 
cot  A  = —  cot  (  200°  —  A  ) . 
Les  tangentes  et  les  cotangentes  sont  donc  négatives, 
ainsi  que  les  cosinus,  depuis  ioo°  jusqu'à  200".  Et, 
dans  cette  dernière  limite  ,  on  a  taiig  200"  =  o  et  cot 

200"  ^= cot  O  ■= 00  . 

xiii.  Dans  la  trigonométrie  il  n'y  a  pas  lieu  de  consi- 
dérer les  sinus  ,  cosinus  ,  etc. ,  des  arcs  ou  des  angles  plus 
grands  que  200"  ;  car  c'est  toujours  entre  o  et  200"  que  sont 
compris  les  angles  des  triangles  tant  rectilignes  que  sphé- 
riques,  et  les  côtés  de  ces  derniers.  Mais  dans  diverses 
applications  de  la  géométrie  ,  il  n'est  pas  rare  de  considérer 
des  arcs  plus  grands  que  la  demi-circonférence,  et  même 
des  arcs  comprenant  plusieurs  circonférences.  Il  est  donc 
nécessaire  de  trouver  l'expression  des  sinus  et  cosinus  de 
ces  arcs ,  quelle  que  soit  leur  grandeur. 

Observons  d'abord  que  deux  arcs  égaux  et  de  signes 
contraires  AM  ,  AN,  ont  des  sinus  égaux  et  de  signes 
contraires  MP ,  PN,  tandis  que  le  cosinus  CP  est  le  même 
pour  l'un  et  pour  l'autre.  On  a  donc  en  général 

sin  (  —  .r  )  :=z  —  sin  x 

cos  (  —  x  )  rrz  cos  X , 
formules  qui  serviront  à  exprimer  les  sinus  et  cosinus  des 
arcs  négatifs. 

Depuis  0°  jusqu'à  200''  les  sinus  sont  toujours  positifs , 
parce  qu'ils  sont  situés  d'un  même  côté  du  diamètre  AB; 
depuis  200°  jusqu'à  400°  les  sinus  sont  négatifs  ,  parce  qu'ils 
sont  situés  de  l'autre  côté  de  ce  diamètre.  Soit  ABN'  =:z  .r 
un  arc  plus  grand  que  200°,  son  sinus  P'N'  est  égal  à  PM 
sinus  de  l'arc  AM  rzz.t-  —  200*^  ;  donc  on  a  eu  général 
sin  x=:  —  stn  (  x  —  200"). 
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Cetlc  formule  donnerait  les  sinus  entre  200°  et  400"  au 
moyen  des  sinus  entre  o*^  et  200°  ;  elle  donne  en  ])articuljer 
sin  400° zc:  —  sin  200**  =  o;  il  est  évident  en  effet  que  si 
nn  arc  est  égal  à  la  circonférence  entière,  les  deux  extré- 
mités se  confondent  en  un  même  point ,  et  le  sinus  se  réduit 
à  zéro. 

Il  n'est  pas  moins  évident  que  ,  si  à  un  arc  quelconque 
AM  on  ajoute  une  ou  plusieurs  circonférences ,  on  retom- 
bera exactement  sur  le  point  M,  et  l'arc  ainsi  augmenté 
aura  le  même  sinus  que  l'arc  AM  ;  donc  si  C  désigne  une 
circonférence  entière  ou  400** ,  on  aura 

sin  .T  =z  sin  (  C  +  ;r  )  =  sin  (  2  C-\-  .r  )  =  sin  (  3  C  J- .r  )  etc. 
La  même  chose  aurait  lieu  pour  les  cosinus  ,  tangente,  etc. 
Maintenant,  quel  que  soit  l'arc  proposé  x ,  il  est  facile  de 
voir  que  son  sinus  pourra  toujours  s'exprimer,  avec  un 
signe  convenable,  par  le  sinus  d'un  arc  moindre  que  100°. 
Car  d'abord  on  peut  i-etranclier  de  l'arc  a:  autant  de  fois 
400**  qu'ils  peuvent  y  être  contenus;  soit  le  reste  j,  on 
aura  sin  xzzzsin  j.  Ensuite  si  j  est  plus  grand  que  200"  ,  on 
fera  j- =:  200** -|- z  ,  et  on  d^wvai  siny=z  —  sinz.  Tous  les  cas 
sont  donc  réduits  à  celui  où  l'arc  proposé  est  moindre 
que  200°,  €t  comme  d'ailleurs  on  a  sin  (ioo°-1-j:)  ■=. 
sin  (^100" — x)  ,  il  est  clair  qu'ils  se  réduisent  ultérieurement 
au  cas  où  l'arc  proposé  est  entre  zéro  et  100". 

XIV.  Les  cosinus  se  réduisent  toujours  aux  sinus  en  vertu 
de  la  formule  cos  A  :=r  sin  (  100°  — A)  ,  ou  ,  si  l'on  veut, 
de  la  formule  cos  h.=zsin  (100"  -+-  A)  ;  ainsi ,  sachant  éva- 
luer Jes  sinus  dans  tous  les  cas  possibles  ,  on  saura  de  même 
évaluer  les  cosinus.  Au  reste,  on  voit  directement  parla 
figure  que  les  cosinus  négatifs  sont  séparés  des  cosinus  ])o- 
sitifs  par  le  diamètre  DE,  en  sorte  que  tous  les  arcs  dont 
l'cxîrémité  tombe  à  gauche  de  DE  ont  un  cosinus  positif, 
tandis  que  ceux  dont  l'extrémité  tombe  à  droite  ont  un 
cosinus  négaif. 

Ainsi  de  o*' à  loo^'les  cosinus  sont  positifs  ,de  Too°à  3oo" 
ils  sont  négatifs,  de  Boo**  à  400"  ils  redeviennent  positifs; 
et  après  une  révolution  entière,  ils  prennent  les  mêmes 
valeurs  que  dans  la  révolution  précédente,  car  on  a  aussi 
cos  (  400°  -f-  .r  )  ::=  cos  x. 
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D'aptes  ces  explications,  il  est  aisé  de  voir  que  les  sinus 
et  cosinus  des  arcs  multiples  du  quadrant,  ont  les  valeurs 
suivantes  : 


s  in  o"=zo 
sin  200*':=:o 
sin  /ioo"::=0 
sin  ôoo^'r^o 
sin  800"  =  o 
etc. 


sin  ioo''r=:R 
,vi/î5oo°  =  — R 
sin  500**  =  R 
sin  700"  =r — R 
sin  900°3z:R 
etc. 


cos       o'^r^R 
cos  100^  z=i  —  R 
cos  400"  =R 
cos  600"  rr:  —  R 
cos  8oo<'  =  R 
etc. 


cos  100  =0 
cos  ^oo^'i^r  o 
cos  Soo^'rzro 
cos  700"  nro 
cos  900"  r=o 
etc. 


En  général  k  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  on 
aura  : 
sin  ifi.  100"  z=  o, 


sin  (  4  /  +  1  )  .  1 00"  =  R 
sin  (/,/■  —  i)  .  loo'*  =: —  R 


cos  (^  2  /  +  1  )  .  100**  =  o 

cos  [^  fi .  1 00°  izz  R 

cos  (4  /■  4-  a)  .  100''=: — R. 


Ce  que  nous  venons  de  dire  des  sinus  et  cosinus  nous  dis- 
pense d'entrer  dans  aucun  détail  particulier  sur  les  tangen- 
tes, cotangentes ,  etc.,  des  arcs  plus  grands  que  200°;  car  les 
valeurs  de  ces  quantités  et  leurs  signes  sont  toujours  faciles 
à  déduire  decellesdes  sinus  et  cosinus  des  m.émes  arcs,  ainsi 
qu'on  le  verra  par  les  formules  que  nous  allons  exposer. 

Théorèmes  et  formules  concernant  les  sinus  ^ 
cosinus,  tangentes,  etc. 

XV.  Le  sinus  cVun  arc  est  la  moitié  de  la  corde 
qui  sous-tcnd  un  arc  double. 

Car  le  rayon  CA ,  perpendiculaire  à    MN,  divise  ''-:•  ' 
en  deiw  parties  égales   la  corde  MN  et  l'-irc  sous- 
tendu  MAN  ;  donc  MP ,  sinus   de  l'arc  MA  ,  est  la 
moitié  de  la  corde  MN   qui   sous-tend  l'arc  MAN, 
double  de  MA. 

La  corde  qui   sous-tend   la   sixième   partie  de   la 

circonférence    est    égale    au    rayon  ;   donc   sin  — ~ 

ou  sin  33°Y:zrrMl,  c'est-à-dire  que  le  sinus  du  tiers 
de  l'angle  droit  est  égal  à  la  moitié  du  rayon. 

XVI .  f.e  quarré  du  sinus  d'un  arc  plus  le  quarré 
de  son  cosinus  est  égal  au  quarré  du  rayon,  de 
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sorte  qu  on  a  en généî al s\nX  A +  008"  A^R  '(i). 

Cette  propriété  résulte  immédiatement  du  triangle 

rectangle  CMP,  où  Ton  a  MpVcpL:CM' 

Il  s'ensuit  qu'étant  donné  le  siniis  d'un  arc  on 
trouvera  son  cosinus,  et  -vice  versa,  au  moyen  des 
formules  cos  A  =  zh  v/  (  R  '  —  sin  "  A  )  ,  sm  A  rmt 
\/  (R" — cos"  A).  Le  double  signe  de  ces  formules 
vient  de  ce  que  le  même  sinus  MP  répond  à  deux 
arcs  AM,  AM',  dont  les  cosinus  GP,  CP'  sont  égaux 
et  de  signes  contraires  ,  comme  le  même  cosinus 
CP  répond  à  deux  arcs  AM  ,  AN ,  dont  les  sinus 
MP ,  PN  sont  pareillement  égaux  et  de  signes  con- 
traires. 

Ainsi,  par  exemple,  ayant  trouvé  sin  33°j=:^R, 
on  en  déduira  cos  SS*'^  ou  sin  QQ'^^^zz  \/  (R  '  — jR  '  )= 
l/|R"=:i-Rw/3. 

xvri.  Etant  donnés  les  sinus  et  cosinus  de 
Varc  A  ,  on  peut  trousser  les  tangente ,  sécante  , 
cotangente  et  cosécante  du  même  arc  au  moyen 
des  Jormules  suivantes  : 

.         R  sin  A        ,      .  R  ""  *         R  <^os  A 

/a/iff  A  = ,  sec  A  = ,  cot  A  =z  -— 

cos  A.  cos  A  sin  A 

'       A  ï^' 

cosec  A  z=.  . — .    . 
sin  A 

En  effet  les  triangles  semblables  GPM,  CAT,  GDS, 

donnent  les  proportions  : 

CP  :  PM  :  :  G  A  :  AT  ou  cos  A  :  ^m  A  y.l^-.tan^A  -^iIllA 

"  cos  A 

CP  :  CM  ::  CA  :  CT  ou  co5  A  :  R  ::  R  :  sec  A        ^  ' 
PM:CP::CD:DS  ou  ^m  A:oo5  A::  R:co/r  A=i: 


cos  A 
Rcoi' A 
sin  A 

PM  :  CM  ::  CD  :  es  ou  ^m  A  :  R  ::  R  :  coséc  A^ 4^ 

sin  A 

(i)  On  désigne  ici  par  sin^  A  le  <jii;uié  de  iin  A  ,  el  seinblabJe- 
iiient  par  cos'  A  le  quarré  de  cos  A. 
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il'où  l'on  tire  les  quatre  formules  dont  il  s'agit.  On 
peut  observer  au  reste  que  les  deux  dernières  for- 
nmles  se  déduiraient  des  deux  premières  en  mettant 
simplement  loo"  —  A  au  lieu  de  A. 

Ces  formules  donneront  les  valeurs  et  les  signes 
propres  des  tangentes  ,  sécantes ,  etc.  pour  tout  arc 
dont  on  connaîtra  le  sinus  et  le  cosinus;  et  conmie 
la  loi  progressive  des  sinus  et  cosinus ,  selon  les  diffé- 
rents arcs  auxquels  ils  se  rapportent,  a  été  suffisam- 
ment développée  dans  le  chapitre  précédent ,  il  ne 
reste  rien  à  désirer  sur  la  loi  que  suivent  semblable- 
ment  les  tangentes,  sécantes,  etc. 

On  peut  confirmer  aussi  par  leur  moyen  plusieurs  résul- 
tats qui  ont  été  déjà  obtenus  relativement  aux  tangentes; 
par  exemple,  si  l'on  fait  A=  ioo°  ,  on  aura  sin  Az=R    et 

co.f  Ar^o,  donc  tang  Too**:zr — -,  expression  qui  désigne 

une  quantité  infinie;  car  R""  divisé  par  une  quantité  très- 
petite,  donnerait  un  quotient  très-grand  ;  donc  R"  divisé 
par  zéro  donne  un  quotient  plus  grand  que  toute  quantité 
finie.  Et  parce  que  zéro  peut  être  pris  avec  le  signe -|~  ou 
avec  le  signe — ,  on  aura  la  valeur  ambiguë  tang  ioo"::::z: 

Soit  encore  Ar=20o**  —  B,  on  aura  sut  A  =  sin  R,  et 

cox  A=z  —  cos  B  ;  donc  taT7g  (  200   —  B  J  :rr ■==:  — 

— cos  h 

R  xin  B 

-—=z  —  tang  B  ,  ce  qui  s'accorde  avec  l'art,  xii. 

cos  B 

XVIII.  Les  formules  de  l'article  précédent ,  com- 
binées entre  elles  et  avec  l'équation  sin''  A. ~{- cos "  A 
=  R',  en  fournissent  quelques  autres  qui  méritent 
attention. 

On  a  d'abord   R"  -h  taiiff  '  A  =  R'  -\-  ^1^^ 

"  cos    A 

R'  (i-i/î' A-hco,y' A  R*         ,  T>  a  a* 


cos^  A  cos^  A 

5ec'  A,  formule  qui  se  déduirait  immédiatement 
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(lu   triangle   rectangle  CAT;   on    aurait   de   même, 
par  les  Ibrmules  ou  par  le  triangle  rectangle  Gl)S  , 

H  "  4-  rot  "  A  z=z  coséc  ''  A. 

Enfin  ,   si    on    multiplie   entre  elles    les    fornuiles 

.         P^  si/i  A  .         R  cox  A  . 

tafiif  A 1=: — - ,  co£  A  -sz^:  —. — —-  ,  on  aura  t:an£:-  A 

^  cos  A  stn  A.  ^ 

T)    3 

X  cot  A  =  R' ,  formule  qui  donne  cot  A=z , 

^  tang  A  ' 

R  ' 

et  tanjj  A  = -.    On    aurait   de   même  cot  B  = 

°  cot  A 

R  ' 

-.  Donc  cot  A  :  cot  B  :  :  tani^  B  :  tan^^  A  •  c'esc-à- 

fanffB  o  o       } 

dire ,  que  les  cotaiigentes  de  deux  arcs  sont  en  raison 

inverse  de  leurs  tangentes. 

Cette  formule  cot  A  x  tang  A  =  R  "  se  déduirait 
immédiatement  de  la  comparaison  des  triangles  sem- 
blidîles  CAT,  GUS,  lesquels  donnent  AT:GA;: 
CD  :  DS,  ou  lang  A  :  R  ::  R  :  coz:  A. 

XIX.  Etant  donnés  les  sinus  et  cosinus  de  deux 
arcs  a  e^  b ,  on  peut  déterminer  les  sinus  et  co- 
sinus de  la  somme  ou  de  la  différence  de  ces 
arcs,  au  moyen  des  formules  suivantes: 

,  ,  ,  sin  a  cos  b  -\-  sln  b  cox  a 

sin  [a-\-  ù)  =^ 


sin   (a  —  b)  — - 

cos  [a  +  h)  :=-- 


R 

xin  a  cos  b  —  sin  b  cos  a 

R 
c()S  a  cos  b  —  si'n  a  sin  h 

R 
cos  a  cos  b  -\-  sin  a  sin  b 


cas  (a  — h)  —  ,, 

il 

Soit  le  rayon  AG  =.  R  ,  l'arc  AB 1=  a,  l'arc  BD=Z», 
et  par  conséquent  ABD=ra  +  b.  Des  points  B  et  D 
abaissez  BE,  DF,  perpendiculaires  sur  AG;  du  point 
D  menez  DI  perpendiculaire  sur  BG,  enfin  du  point  I 
menez  IK  perpendiculaire  et  IL  parallèle  à  AG. 

Les  triangles  semblables  BGE,  IGK  donnent  les 
proportions 
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sin  a  ras  h 


c:n  :  Cl  :  :  BE  :  IK  on  R  :  cas  h  :  :  sin  a  :  IK 
CB:C1::CE:GK  ou  Jkicos  l}::cosa:CK- 


R 

co\  a  ro.s  h 


R 

I>es  triangles  DIL,  CBE,  qui  ont  les  côtés  perpendi- 
culaires chacun  à  chacun,  sont  semblables  et  dounenî 
ies  proportions 

CB  :  DI  :  :  CE  :  DL  ou  R  :  sin  by.cosa:  DL=  '^'~— 

II 

CB  :  Dl  ::  BE  :  IL  ou  R  :  sin  by.  sin  a  :  YL  —  'l!^^-^ 

Mais  on  a 

ÏK  +  BL  =  DF  =  5m       ^Z») ,  et  CK  — IL=:CF  — 

cas  (a-\-b).  Donc 

,\in  a  cos  h  -f-  sin  h  cos  a 


sin  (  a  +  Z»  )  :--=! 
cos  (  «  +  Z>  )  = 


R 

vos  a  cos  b  —  sin  a  sin  b 


1< 

11  serait  facile  de  déduire  de  ces  deux  formules  les 
valeurs  de  sin  [a  —  b)  et  de  cos  [a  —  Z»);  mais  on 
peut  les  trouver  directement  par  la  même  fie^ure.  En 
effet,  si  on  prolonge  le  sinus  Dl  jusqu'à  ce  qu'il  ren- 
contre la  circonférence  en  M,  on  aura  BMrr^BD  zr;^, 
et  Mi=izlDr=im  b.  Par  le  point  M  menez  MP  perpen- 
diculaire et  MN  parallèle  à  AG;  puisque  M1  =  DI,  on 
aura  MN  =  IL,  et  1N=::DL.  Mais  on  a  IK  — iN=: 
UV  =  sin{a~b),eiCK  +  WNz^CV  =  cos{a  —  b)- 
donc 

/             ,  ,          sin  a  cos  h  —  sin  b  cos  a 
Sin  [a  —  b)  =z: 


cos  (a  —  b) 


R 

cos  a  cos  b  -4-  sin  a  sin  b 


R 
Ce  sont  les  formules  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

On  pourrait  craindre  que  la  démonstration  précédente 
ne  lût  pas  assez  générale,  parce  que  la  figure  qu'on  a  suivie 
su])pose  les  arcs  a   et  b,  .et    même  a  ~i- h  plus  petits  que 
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loo".  Mais  d'abord  la  démonstration  s'étend  sans  peine  au 
cas  où  a  et  h  étant  jilus  ])etits  que  ioo°,  leur  somme  a-^-h 
est  >  loo".  Alors  le  point  F  tomberait  stir  le  prolongement 
de  AC,  et  le  seul  changement  à  faire  dans  la  démonstration, 
serait  de  prendre  cox  {a-\-h'):=^ —  CF;  mais  comme  on  aura  it 
en  même  temps  CF  =  IL  —  CK,  il  en  résulte  toujours 
cos  (  «  H-  i  )  ■=.  CK  —  IL ,  ou  R  cos  (  «  -|-  />  )  m  cos  a  cos  h 
—  sin  a  s  in  b. 

Supposons  maintenant  que  les  formules 

R  sin  (  a  -f-  6  )  z=z  sin  a  cos  h  -f-  sin  b  cos  a 
R  cos  {^a-\-b')-=.  cos  a  cos  b  —  sin  a  sin  b 
soient  reconnues  exactes  pour  toutes  les  valeurs  de  a  et 
de  b ,  moindres  que  les  limites  A  et  B ,  je  dis  qu'elles  auront 
encore  lieu  lorsque  ces  limites  seront  loo**  -f-  A  et  B. 
En  effet,  on  a  généralement,  quel  que  soit  l'arc  a:, 
sin  (  loo**  +  j?)  =  cos  X 
cos  (  \oo^ -\-x)-=z  —  sinx. 
Ces  équations  sont  manifestes  lorsque  x  est  <  100°,  et  on 
s'assure  aisément  qu'elles  ont  lieu  pour  toutes  les  valeurs 
de  X,  au  moyen   de    la  fîg.   18,   où  MM"  et  M'M'"  sont 
deux  diamètres  perpendiculaires  entre  eux  ,  et  où  l'on  peut 
prendre   successivement  pour  x  les   valeurs   AM,  ADM', 
ADBM",  ADBEM"',  ou  ces  valeurs  augmentées  de  tant  de 
circonférences  qu'on  voudra. 

Cela  posé  ,  soit  xz=zin->rb^  on  aura 

sin  (  I oo*' -\-  7n-\-b^ zzzcos  ( a/z -|- è ) 
cos  (  1 00°  -\~  m -{- b ^  =11  —  sin  fm~^b). 
Mais,  suivant  l'hypothèse,  on  connaît  les  valeurs  des  se- 
conds membres,  tant  que  m  et  b  n'excèdent  pas  les  limites 
A  et  B;  donc  dans  cette  même  hypothèse  on  aura  : 
R  sin  (  1 00**  -\-  m  -\-b)=:  cos  m  cos  b  —  sin  m  sin  b. 
R  cos  (  1 00°  -\-  m  -{-  b)  =::  —  sin  m  cos  b  —  cos  m  sin  h. 
Soit  100"  -\-  mz=.a  ^  puisqu'on  a  sin  (  100**  -f-  /«  )  r:r  cos  m 
et  cos  (100''  -\-  m^zi  —  sin  m),  il  en  résultera  cos niz=.sin a 
et  sin  mzzz:  —  cos  a;   donc  en  faisant  cette  substitution 
dans  les  équations  précédentes ,  on  aura  : 

R  sin  (  a  +  è  )  :zr:  sin  a  cos  b  -\-  cos  a  sin  b 

R  cos  («  +  è)  :i=  cos  a  cos  b  —  sin  a  sin  b. 

D'où  l'on  voit  que  ces  formules-,  qui  n'étaient  démontrées 
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d'abord  que  dans  les  limites  a  <  A,  6  <  B ,  le  sont  mainte- 
nant dans  les  limites  plus  étendues  a  <  ioo**-f-A,  6  <  B. 
Mais ,  par  la  même  raison ,  la  limite  de  h  pourra  être  re- 
culée de  loo**,  ensuite  celle  de  a,  ce  qui  peut  se  continuer 
indéfiniment;  donc  les  formules  dont  il  s'agit  ont  lieu, 
quelle  que  soit  la  grandeur  des  arcs  a  et  b. 

L'arc  a  étant  composé  de  la  somme  des  deux  arcs  a  —  b 
et  Z» ,  on  aura ,  d'après  les  formules  précédentes  , 

R sin  a  ■=.  sin  (a  —  6)  cos  b  -\-  cos  (a  —  é)  sin  b 
R coj a  izr  cos  (a  —  è)  cos  b  —  sin  (a  —  6)  sin  h. 
Et  de  celles-ci  on  tire  : 

R  sin  (a  —  é )  ■=.  sin  a  cos  b  —  sin  b  cos  a 
R  cos  (a  —  è )  rr:  cos  a  cos  b -J- sin  a  sin  b  , 
formules  qui  auront  encore  lieu  pour  toutes  valeurs  de  a 
et  de  b. 

XX.  Si  dans  les  formules  de  l'article  précédent  on 
fait  b^:^a ,  la  première  et  la  troisième  donneront 

2  sin  a  cos  a  cos'  a  —  sin^  a 

Sin  2a=^ z^ ,  cos  i  a^=z  — 

R  R 

Celles-ci  serviront  à  trouver  le  sinus  et  le  cosinus 
d'un  arc  double  ,  lorsqu'on  connaît  le  sinus  et  le 
cosinus  de  l'arc  simple.  C'est  le  problême  de  la  du- 
plication d'un  arc. 

Réciproquement  pour  diviser  un  arc  donné  a  en 
deux  parties  égales  ,  mettons  dans  les  mêmes  for- 
mules ^  a  à  la  place  de  a ,  nous  aurons 

1  sin  !■  a  cos  i  a  cos  '  ~  a  — sin  '  4-  a 


Sin  a  = ,  cos  a  z= = — ^— . 

R  R 

Or,  puisqu'on  a  lout-à-la-fois  cos  "  -^a-f-^m"  \a  =  R^ 
et  cos""  '-  a  —  sin"  |  a:=R  cos  a,  il  en  résulte 
cos'^\a--=^R" -\-^Rcosaex.sm''\  ûz=|R' — {Rcosa, 
donc 

sin{  a=z  \/  (^R"  — ^R  cos  a) 

cos'-  a=i  V   (^R'H-^Rco5  a). 

Ainsi,  en   faisant   a=ioo",   ou    cos    a^o  ,  on   a 

sin.  5o*=co5  5oo=i/-jR'=R  l/ij  ensuite  si   l'on 

23 
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fait  a::=:5o",  ce  qui  donne  cos  a=:Rv/^,  on  aura 

XXI.  On  peut  aussi  avoir  les  valeurs  de  sin-j  a  et  cosj  a 
exprimées  par  le  moyen  de  sin  a ,  ce  qui  sera  utile  dans 
beaucoup  d'occasions;  ces  valeurs  sont  : 

sin  j  a  z=z  {  [/"  ['R  "  +R  sin  a)  —  7iX(R'  —  R  sin  a  ) 
cos^  a^z^l^lR^  -\-Rsin  a)-\~^[y  (R  '  —  Rsin  a). 
En  effet ,  si  on  élèv^  la  première  au  quarré ,  on  aura  sin  '  -i  a 
=  j  (R'+  R  sin  a)  +  -}  (R'—  R  sin  a)_i^(R*_Il»  sin' a) 
=~R' — 7R  cos  a;  on  aurait  de  même  coj-'  jam-^R'-j-fR 
cos  a,  ce  qui  s'accorde  avec  les  valeurs  précédentes  de 
sin  j  1  et  cos^  a.  Il  faut  cependant  observer  que,  si  cos  a 
était  négatif,  le  radical  \/'  (R^ — Ksin  a)  devrait  être  pris 
avec  un  signe  contraire  dans  les  valeurs  de  sin  7  a  et  cos^  a , 
ce  qui  changerait  Tune  dans  l'autre. 

XXII.  Au  moyen  de  ces  formules,  il  est  facile  de  déter- 
miner les  sinus  et  cosinus  de  tous  les  dixièmes  du  qua- 
drant. 

El  d'abord  soit  sin  20°z=a:,  2  a:  sera  la  corde  de  40",  ou 
le  côté  du  décagone  régulier  inscrit;  or  ce  côté  est  égal 
au  plus  grand  segment  du  rayon  divisé  en  moyenne  et 
5,  4  extrême  raison  *  ;  donc  si  on  fait  le  rayon  égal  =z  i  ,  on  aura 
1 :2a:;:  ixl  I — 7.x.  Delàontire4-^*=i — "ix,  oux'-{-^x:=z:^; 
donc  {x-^^y=z^-i—^=z-^j  donc  x-{-jz=zj\/' 5 ,  et  enfin 
X  ou  sin  20°= j( —  I  -hl/'  5). 


Cettevaleur,élevée  au  quarré,  donne  «'«"  o.o°=:z 


16 


„         IO-l-2l/'5 

donc  I — sin'io"^  oucos'  20  m —  •  Mais  cos'a- — s/n^a 

10 

,  ,   „         .   ^  o      4  +  41/5      1  +  1/5 

z=  cos  ia ,  donc  cos  /jO  ou  sin  00  ■=. = . 

10  4 

Maintenant,  si  dans  les  formules  dun**  xxi  onfaitR^z:  1, 
a=:2o"',et  sin  «  =  !( —  i-f-j/S),  on  en  déduira 

sm  io°=tv/(3-i-v/5)  — :v/(5  — v/5) 
cos  io"'  =  ii/(3  +  v/5)  +  ^V/(5  — 1/5). 

Si  ensuite  on  fait  dans  les  mêmes  formules  a  •=.60°,  e! 
sin  az=i\  (  I  +  \/  5  )  ,  on  aura 
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co^3o°r=iW/(5  +  v/5)-Mw/(3  — 1/5). 

Avec  ces  valeurs  et  celles  qu'on  connaît  déjà  de  sin  5o, 
et  de  sin  ioo°,  on  peut  former  le  tableau  suivant  : 
sin      o'zzzcos  ioo°mo. 

sin     lo' z=zcos    go°  =  -^  l/ (  3  +  l/ 5)  —  ^V  {^  —  l/S) 
sin    io''-=.cos    80°:=:  |( — i-f-\/5) 
sin    3o°=co.y    70°  =  -J^i/ (S-hj/ 5)  —  |v/(3  —  i/'S) 
sin    fiO°z=cos    6o°=ijv/(io  —  ai/' 5) 
s'i'/î    5o°  =  cos    So"  =  Y 1/  * 
,«■«    60°  =.cos    4o°  =  t(i -+-1/ 5) 

.yi«    70°  =  coA-    3o''=^-i/(5-+-i/' 5)-+- jv/(5  —  l/5) 
A7«    8o°=:co.î    2o''nz|V/ (10+ 21/' 5) 
sin    90°  ==: co f     io°:=^i/(3-f-v/'5    -hji/(5  — 1/5) 
.»7'«  1 00°  m  coi       0°  m  I . 

Ces  valeurs  ]>euvent  se  simplifier  encore  ,  puisqu  on  a 
|/(3+i/'5)=^l/ioH-^l/2etv/(3-i/5)=r:Aj/io— 41/2; 
d'où  l'on  voit  qu'en  regardant  comme  connues  1/  2 ,  i/'  5  et 
\/'  10,  il  ne  reste  que  quatre  extractions  de  racines  quarrées 
à  faire  pour  avoir  les  valeurs  des  sinus  et  cosinus  de  tous 
les  arcs  multiples  de  10°. 

xxiii.  Nous  tirerons  do  ces  formules  deux  conséquences 
remarquables.  1°  Puisque  isin  40°  est  la  corde  de  80°,  ou  le 
côtédu  pentagone  régulier  inscrit,  ce  càlézzz.^[^'(io — 2i/'5), 

10  — 1{/5    -.,,,, 

son  quarré.-=: .   Le  cote  du   décagone   régulier 

4 
zziisin  20°=r-^( — i +1/5),  son  quarrér=-i-(6 —  2i/5);or 
^(10  —  21/5)^=  i-t-j(6  —  2  \/  5).  Honc  ta  somme  faite  au 
quarrt^  ctu  rayon  et  du  qiiarré  du  câté  du  décagone ,  est  égale 
au  qunrré  du  pentagone  régulier  inscrit. 

2"  Entre  les  sinus  des  divisions  décimales  impaires  du 
quadrant,  on  a  cette  relation 

sin  i^o"  ~{-sin  'io' -\-sin  io°z=:sin  5o°-|-,v^/2  70°,  « 

et  les  divisions  paires  donnent  serablablement  sin  Ôo°z= 
sin  20°-}-7.  Mais  ces  formules  ne  sont  que  des  cas  particu- 
liers, et  on  peut  démontrer  que  r  élant  nn  arc  d'un  nombre 
quelconque  de  degrés  ,  on  a 
««(loo"— .r)+.v/«f20°-4-r)-|-,v/«(20° — r):zzsin[6o''—3:)-\-sin(6o  +jr). 

a3. 
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En  elïet,  la  formule  .un  {(i-\-  l>]-\-sin[u — b)-=:2sînaco'sf> 
donne 

sin  (  2  o*  -f-  .r  )  +  sin  (20°  —  .?■  )  rrr:  2  sin  2  0°  cos  .1. 
sin  (  60°  -f-  •'^  )  -h  ■'^ifï  (60°  —  x')z=.'}.  sin  60"  cos  .t.. 
Donc,    puisqu'on    a   sin  60° — sin  10° z=.^,   et  cos   x  rzz. 
sin  (^100" — .r),    ces  deux  équations   retranchées  Tune  de 
l'autre,  donneront 
srri(6o'~\-x)  -f-  sin  (60°— .v)— sin  (^7.0° -{-.t)— sin  (20°— :r)r=.s7«  (  1 00° — .ri, 
Formule  d'où  l'on  tire  l'équation  des  divisions  impaires  en 
faisant  .tz=io° ,  et  qui  en  général  peut  servir  à  la  vérifica- 
tion des  tables  de  sinus. 

XXIV.   Si  dans  les  formules  première  et  troisième 
de  l'article  xix,  on  fait  b^=  "xa ,  on  aura 

iin  a  a  cos  a  -+■  cos  a  a  sin  a  cos  1  a  cos  a  —  sin  a  sin  a . 


"iazzz 


R  '  R 

Substituant  dans  celles-ci,  au  lieu  de  sin  2  a  et 
cos  2  a ,  les  valeurs  trouvées  dans  l'article  xx ,  et 
simplifiant  les  résultats  au  moyen  de  l'équation 
sin* a  H-  cos*  û  =  R' ,  on  aura 

4  sin  ^  a 


Ces  formules  qui  servent  à  la  triplication  des  arcs , 
peuvent  servir  aussi  à  opérer  leur  trisection  ou 
division  en  trois  parties  égales.  En  effet,  si  on  fait 
sin  3  a-=:ic  et  sin  a-:=.oc ,  on  aura  pour  déterminer  x 
l'équation  c  R"  =  3  R"  x — 4  •^'-  D'où  l'on  voit  que  le 
problême  de  la  trisection  de  l'angle,  considéré  analy- 
tiquement,  est  du  troisième  degré. 

Si  dans  les  mêmes  formules  de  l'article  xix ,  on 
•  fait  successivement  ^^=3  a,  h:=i^  a,  etc. ,  on  aura 
les  sinus  et  cosinus  des  arcs  ^a,^  a,  etc.  ;  c'est-à-dire, 
en  général,  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  a, 
Réciproquement  les  formules  qui  servent  à  la  multi- 
plication des  arcs,  donneront  les  équations  à  résou- 
dre  pour  diviser  un  arc  donné    en    parties    égales 


TRIGONOMÉTRIE.  3j/ 

c'est-à-dire,  pour  déterminer  sin  a  ou  cos  a,  lors- 
qu'on connaît  sin  n  a  et  cos  n  a. 

XXV.  Développons  encore  les  valeurs  de  sin  5  a  et  cos  Sa, 
et  pour  cela  prenons  les  formules 

sin  3  a  cos  ia~{-  cos  3  a  sin  i  n 
sin  (3a-4-2a)rr: — — 

cos  3  a  cos  ia — sin  3  a  sin  i  a 
cos  (3a-f-2<3)=r — ■^ "' 

Si  on  y  substitue  les  valeurs  déjà  trouvées  art.  xx  et  xxit^ 
on  aura,  après  les  réductions, 

ao.ym'  a       i6  sin*  a 


sin  S  az=5  sin  a 


R'  R^ 


2o  cos^  a       i6  cos'  a 

cos  5  a  =  5  cos  a — 1 ^-j • 

R'  n. 

D'oii  l'on  voit  que  le  problème  de  la  quintisection  de  l'angle 
serait  du  cinquième  degré,  et  ainsi  des  autres  divisions  par 
les  nombres  premiers'7  ,  11,  i3  ,  etc. 

xxvr.  Soit  proposé  pour  exemple  de  trouver  la  valeur, 
de  sin  1°  approchée  jusqu'à  quinze  décimales,  ce  qui  peut 
être  utile  pour  la  construction  des  tables  de  sinus.  L'ex- 
pression de  sin  10°,  trouvée  n°  xxii,  étant  réduite  en  déci- 
males dans  la  supposition  de  R=z:  i ,  donne  sin  \o-=.o. 
1 5643  4465o  4oa3 1  ;  de  là  on  tire,  par  la  formule  du  n°  xxi, 
sin  S'zrro. 07845  90957  27845. 

Soit  maintenant  sin  i°rz:a:,  il  faudra,  pour  avoir,  x, 
résoudre  l'équation 

16  J7^  20  .r  ^ -|- 5  a:  =  0.07845  90957  27845. 
Si,  pour  abréger,  on  fait  le  second  membre  =rc,  on  aura 
à-peu-près  Sx — 20  .r'=:c,  et  x=jcH-4(jc)  ^  Or  jc=z 
0. 01569  18 191  et  4  (^c)^  =0.00001  5456;  donc  on  a,  pour 
première  approximation,  .r:rr 0.01570  7275,  valeur  qui 
n'est  en  erreur  que  dans  la  huitième  décimale.  Pour  en 
avoir  une  plus  exacte,  soit  a:=:o.  01570  73  -\- y,  on  aura 
en  substituant  dans  l'équation  proposée,  et  négligeant  le 
quarré  et  les  autres  puissances  de  j, 

0.078459009424927 +4. 9852oi7j=o. 0784590957  27845; 
d'où  l'on  tire'j  =  0.0000000173  118207  ,  et 
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■r  ou  sin   l°  =  0.  01570  73173  I  18207. 
Da  sinus  de  1°  ou   100',  on  déduirait  semblablement  les 
sinus  de  fio',  de  10',  de  5',  et  enfin  celui  de   1'. 

xxvii.  Les  formules  de  l'article  xix  fournissent 
an  grand  nombre  de  conséquences,  entre  lesquelles 
il  suffira  de  rapporter  celles  qui  sont  de  l'usage  le 
plus  fréquent.  On  en  tire  d'abord  les  quatre  sui- 
vantes : 

sin  a  cos  b=z^Ksin  (a-\-b)  -^  {Ksin  (a  —  b) 

sin  b  cos  a  ^^R  sin  [a-\-b)  —  |  R  sin  {a  —  b) 

cos  a  cos  b=^^  R  cos  {a  —  b)  +  -jR  cos  (a-{-b) 

sin  a  sin  b=r.^^cos  {a  —  b)  — ^R  cos  [a-\-b) 

lesquelles  servent  à  changer  un  produit  de  plusieurs 

sinus  ou  cosiiuis,  en  sinus  et  cosinus  linéaires  ou 

multipliés  seulement  par  des  constantes. 

xxvm.  Si  dans   ces   formules  on  fait  a  -\'  b=^p^ 

1                       ■ 1                   P+Q     1       P — 1 
a  —  bz=zq ,  ce  qui  donne  a  z=i- ,  b  =: ,  on 

en  déduira 

a 

sin  jj -j- sin  q  z:z  —  sin 7  (/>  H-  <? )  co.v ^  (7?  —  q) 
R 

sin  p  —  sin  qzz:  —  sin  -  (/>  —  q)  cos  -^  {p-\~Q  ) 

cosp-\-cos  q  =  —  *^o.v  ^  (/? -f- ^ )  cos  ^  [p  —  q) 
R 

2 

cos  q  —  cosp  =  —  sin  7  (/*  H-  ?  )  ^i"  t  (/*  —  î)  • 
R 

Nouvelles  formules  qu'on  emploie  souvent  dans  le* 

calculs  trigonométriques  pour  réduire  deux  termes  à 

un  seul. 

XXIX.  Enfin ,  de  ces  dernières   on  tire  encore  pas 

,      , .    .  .  ,        ,   ,  sin  a        tans  a 

Ja  division,  et  ayant  effard  a  ce  que == — -^ — =: 

'  -^  °  ^       cosa  R 

R  ,,  .        . 

- — -,  celles  qui  suivent  : 

eut  rt'  ^ 
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S  in  p  H-  sin  q  sin-j  (/>  +  <7  )  cos  \{j> — «7  )       tang^  (/^  +  5^) 

sin  p  —  sin  q  cos\  {p-\-q  )  ^^«7  (  p — q  )       ^««^'t  {p~~~q) 

sin  p  -f-  sin  q  sin  t  (  /?  +  <7  )        t^^^gk  (  jP  H"  7  ) 

cos  p  -f-  co.y  <7  cos  -7(7?  H-  <7  )                     R 

sin  p  +  «'«  <7  cos\  (  />  —  <7  )       co?7  (  /?  —  ^jr  ) 

coj  <7  —  cos  p  sin^  (  yj  —  q)                    R 

i^//2/»  —  sin  q  sin^    (p  —  q  )        tang^  (/?  —  q 


cos  p  -j-  cos  q       cos  7(7?  —  q  )  R 

sin  p  —  sin  q       cos  \    {  P  -\-  1  )       cot  -ï  (  />  +  <7  ) 

cos  q —  cos  p       sin  7   (  /»  +  ^  )  R 

cos  p   \r  cos  q        cos\  (  p-\-q  )    cos  7  (/? — ^  )        <^Ot~{^p-\-q) 

cos  q  —  cos  p       sin  7  (/>  4-  «7  )    «  «7  (  /?  —  q)       tang\  {p-q  ) 

sin    (p-hq)       •i.sin^{  p-\-^  )  <^o j  7  (  p+ç  )       cos^  (  /»+<?) 

,*/«  />  +  sin  q       7.  sin';  {p-\-q  )  00^7  (/? — q)       cos^  (/? — ^  j 

sin  (^p-\-q  )  1  sin\{^p-\-q)  cos\(^p-\-q')       sin\(^p-\-q) 

sin  p  — sin  q  7.  sin--  (  p — q)  cos\  {p-\-q)       sin  7  {  p  —  q) 

Formules  qui  sont  Texpression  d'autant  de  théorèmes. 
De  la  première  il  résulte  que  la  somme  des  sinus  de 
deux  arcs  est  à  la  différence  de  ces  mêmes  sinus , 
comme  la  tangente  de  la  demi-somme  des  arcs  esc  à 
la  tangente  de  leur  demi-différence. 

XXX.  Si  on  fait  b:=za  ou  q^=.o  dans  les  formules 
des  trois  articles  précédents  ,  on  aura  les  résultats 
qui  suivent  : 

cos^  «zzzt-R*  -I-7  R  cos  1  a 
sin'  arri-i-R'  —  7R  cos  %  a 
%  cos'  ~p 


R  —  cos  p  = 
sinp 


R 
a  sin^  ^p 


R 

2  sin^p  cos^p 


R 

sinp  f^^g^P  R 

R+  cos  p  R  rot  1  p 
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sinp  cot  ^  p  R 


R  —  cos  p  R  tang  \  p 

R  -h  cosp cot''  \p R" 

R  —  cos  p  R  "      .      tang'  {p 

XXXI.    Pour  développer    aussi  quelques  formules 
relatives  aux  tangentes ,  considérons  l'expression 

tanff^  (a-{-)  b  _= y^ rV»  dans  laquelle  la  subs- 

*^   ^  '  cos  (  a  +  6  )  ^ 

titution  des  valeurs  de  sin  (a  -\-  b)  et  cos  (  a  -h  è  ) , 

donnera 

R  (  sin  a  cos  b  -j-  sin  b  cos  a  ) 


tang  {a-^-b) 


cos  a  cos  b  —  sin  b  sin  a 


^  ,  cos  a  tansr  a  .     ,  cos  b  tans  b 

Kjv  on  a  sin  a  = — 2_  et  sin  b  ^=  — — - — - — 

R  R 

substituant  ces  valeurs  et  divisant  ensuite   tous  les 

termes  par  cos  a  cos  b ,  on  aura 

,  ,  ,         R^  f  tane  a  +  tang  h  ") 

tans  (  a  +  ^»  )  =^  -— !^ ^ — -"= ^r-  • 

°   ^       ^       I  R>  —  tang  a  tang  b 

C'est  la  valeur  de  la  tangente  de  la  somme  de  deux 

o 

arcs ,  exprimée  par  les  tangentes  de  chacun  de  ces 

arcs  j  on  trouverait  de  même  pour  la  tangente  de  leur 

différence 

,  ,  .  R'  (  tang  a  —  tans  b  ) 

°   ^  '  R  H-  tang  a  tang  b 

Soit  b:=za^  on  aura  pour  la  duplication  des  arcs 

la  formule 

a  R  '  tang  a 

tans  2  a  rr:; —  , 

^  R'  — ?â!«^'a' 

d'où  résulterait 

R'  R' 

rotiazn :=i ^  tang  a:=^cota  —  ^  tang  a. 

tangua     -i  tang  a  o  a  a        o 

Soit  A  :=  2  a ,  on  aurait  pour  leur  triplication  1» 
formule  : 

tans  3  a=  K' jtanga  +  tang^  a), 
^  R'  —  tang  a  tang  %  a 
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dan  /     ^ii^^.  n  substitue  la  valeur  de  tang  2  a , 


/x  ti-X      3  R  "  tang  a  —  tang  ^  a 

A     -•-  R'  —  3  tang''  a 

Le  développement   des   formules   trigonométri- 

'dcré  dans  toute  sa  généralité,  forme  une  bran- 

r^  nte  de  l'analyse,  sur  laquelle  on  peut  consulter 

ùvige  d'Euler ,  intitulé  :  Introductio  in  anal. 

trdduction  par  M.  Labey.  Nous  croyons  ce- 

T  démontrer  encore  les  formules  qui  servent 

.r     e   .nus  et  le  cosinus  en  fonctions  de  l'arc, 

-es  de   i  la  connaissance  est  supposée  dans  la  note  v 

qui  d'ail!    1rs  s'^nt  nécessaires  pour  la  construction  des 

tables. 

Et  d'abord ,  s  ^«osant  le  rayon  zr;  i ,  ce  qui  n'altère  pas  la 
généralité  d«;s  résultats ,  on  a  la  formule  cos"  A.-\-sin "  A:=:  i , 
dont  le  premier  membre  peut  être  regardé  comme  le  pro- 
,duit  des  deux  facteurs  imaginaires  cos  A-j-j/ —  i  sin  A  et 
cos  A  —  i/* —  1  sin  A.  Si  on  multiplie  ensemble  deux  fac- 
teurs semblables  cos  A~{-\/' —  i  sin  A,  cos  B-f-v^ —  ^  sinB 
le  produit  sera  cos  A  cos  B  —  sin  A  sin  B  H-  (.«W  A  cos  B  -|- 
sin  B  cos  A)j/ —  i ,  et  il  se  réduit  par  conséquent  à  la  forme 
cos  (A+B)  +  1/ —  I  sin  (  A-j-B)  ,  laquelle  est  semblable  à 
chacun  des  facteurs.  On  a  donc  en  général 

cosA-{-\/^—isinA)  (cosB-\-\X—isinB):=zcos(^A.-\-B)-{-\/'—xsin  (A-f-B), 
et  il  est  remarquable  que  la  multiplication  de  ces  sortes  de 
quantités  s'exécute  en  ajoutant  seulement  les  arcs  ,  ce  qui 
est  une  propriété  analogue  à  celle  des  logarithmes.  On  en 
conclura  successivement 

(cos  A -{-{X—i  sin  A)  {cos  A-\-^—i sin  A^:=.cos'i.  A-^\/'—i  sin  1  A 
(  co  V  A  H-  \/—  I  sin  A)  (cos  1  A-j-  \/—  i  s>n  2  A)  =r  cos  3  A-^-y/—  i  sin  3  A 
[cos  A-\-\/—\  sia  A^)  (coy3  A-f-i/— i.«/î3A):L:rt'o.v4  A-f-i/— i  sini^A 

etc. 
Le  premier  produit  est  égal  à  {^cos  A  +  \/ —  i  sin  A)',  le 
second  est  égal  à  (cos  A-j-j/ —  i  sin  A)  ';  et  ainsi  de  suite. 
Donc  en  général,  n  étant  un  nombre  entier  quelconque, 
on  aura 

(cos  A  -\-  \/ —  I  sin  AY'z=.cos  n  A  -\-\/' —  1  sin   n  A. 
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De  là  résulte ,  on  chanfjfeant  le  signe  de\  '-i 

(co.v  A  —  l/ — I  sin  A)"r=i:  cox  n  A — y'-  A, 

t'A  de  ces  deux  équations  qui  sont  une  suite  ',  l'autre, 

on  déduira  les  valeurs  séparées  de  sia  n  A  et  cos  n  A,  saToir: 
cos  n  A=^ (co.y A+i/^ —  i  sin A)"-4— K^o^ A — X/—  i  sinf  k. 

tinrik^=z (cosA-^\/—isinA)"' —      /      (cos  A-\/"—j  sin  Ay^ 

XXXIII.  Si  on  veut  exprimer  les  mêmes  quantités  en 
séries  ,  il  faudra  développer  par  la  formule  du  binomo 
C0.1  A  -\-  \/ —  I  xin  A)",  ce  qui  donnera 

n  n.n — i         

cos   A-\ — cos"-     ' AsinA\^—i ros       ^Astn'A 

I  l.'JL 

n.n—i.n — a         „ ,  .     .    ,,       ,  n.n — i.n — -i.a — 3         _,  ,      ... 

■cos         Asin  A[/^—i-\ r— ; cos"   *Asin*A-\-etc. 


1 . a.3  1.2   3. 

Et  cette  quantité  étant  la  valeur  de  cos  n  A~\-\/ — i  sin  «  A , 

on  égalera  séparément  la  partie  réelle  à  cos  ri  A  ,  et  la  partie 

imaginaire  à  i/ — i  sin  nA.  On  aura  donc 

n.n—i       „  n.n—i.  n—%.n-^         . 

cos  nA  =  cos  A cos     '  Asin  '  A  \ cos       '  A^i/ï  *  A  — etc. 

1.2  1.2.3.4 

sifi  nA  —  ncos  "      ^  Asin  A '- '■ — cos'^     'A  sin  'A  -\-  etc., 

i  .  a .  H 

séries  dont  la  loi  est  facile  à  saisir,  et  au  moyen  desquelles 
on  trouve  le  sinus  et  le  cosinus  d'un  arc  multiple  de  A, 
d'une  manière  beaucoup  plus  prompte  que  par  les  opéra- 
tions indiquées  art.  xxiv. 

xxxiv.   Puisqu'on   a  stn  A  :=■  cos  A  tang  A  ,   ces  séries 
{)euvent  se  mettre  sous  la  forme 

,     /      n.n—i  n.n—i.n — 2.« — 3  \ 

eus  nA— cos' Al  i tang^  A-\ tang^A — etc.  1 

\         1.2  1.2.3.4  / 

/n                    n.n — i . «-2  \ 

sin  nA=:  cov"Al  -  taneA r tang'A-\-  etc.  1 

\i  1.2.3  y 

Soit  72  =  — ,  on  aura,  en  substituant  cette  valeur  et 
A 

conservant  cependant  le  facteur  cos'^  A , 


TR  I  G  O  N  O  M  KT  1\  I  E. 


363 


cox  .vzzcos 


/     .T.x—A.  tans^ k.    x.x—k.x—ik.x—'hk.  tang* A.  \ 

^"A{  I ^+ r— n — etc.  I 

V        1.2         A"  1.2.3.4  A'  / 

/x  tansk.     x.x — A.x— 2A  tan^ K  \ 

sm  .r^cos^A  (  -  •  — ^ n h  etc.  ) 

Vi       A  1.2.3  A'  / 

Dans  ces  formules  on  peut  prendre  A  à  voionté  ;  supposons 

tansrK  ,.„,  ,    ,,      .., 

A  tres-petit,  alors •  sera  très-peu  différent  de  1  unité, 

parce  que  la  tangente  d'un  arc  très-petit  est  presqu'égale 

à  l'arc.   Cependant ,  tant  que  l'arc   n'est  pas  nul  ,   on  a 

,    ^         tans' K  . 

tang  A  >  A  (  i  )  ou —  >   i  ;    on   a    en    même    temps 

A 

.  X     ,        tuns'A.     tang  A         tang  A  i 

A>.««A(2);  donc ^~  <  ^-^2— ,ou ^ —  < -•  De 

^  "  k  sin  (^'  A  cos  A 

tang  k. 
là  on  voit  que  le  rapport est  toujours  compris  entre 

A. 

les  limites  i  et .  Soit  Arr:o,  on  aura  cos  Anni  ;  donc 

cos  A 

lang  A  '^        .,  ,.     j  . 

puisque est  compris  entre  i  et ,  il  faudra  qu  on 

A  cos  A 

tang  A  /.  •  . 

ait  exactement z=.  i .  Donc  en  taisant  Ar=o  ,  on  aura 

A 

/  X^  X*  X*  \ 

cos x=cos'' A(    I 1 ^-— 5-7-7-2-  +  <^tc.  ) 

/  x'  x'  \ 

sin x=:cos^kl  X 1 — etc.  ) 

\         1.2.3      1.2.3.4-5  / 

Il  reste  à  voir  ce  que  devient  co.ï«  A,  lorsque  A  diminue 

1 
de  plus  en  plus,  et  devient  enfin  zéro.  Or  on  a r=: 

cos    A 

séc^  A=i -\-tang'  k;  donc  cos  kz=(^i-{-(ang'  k)    '  ,  donc 

--  n  n.n-^-i 

cos  A=(i-i-tang^ k)   'm tang^  A-\ tang* k— etc. 

2  2.4 


(i)  AT  est  plus  grand  que  AM,  parce  que  le  triangle  ATC  ot  au  sec-  fig.  '. 
leur  ACM  :  :  ATX  4  AC  :  AMX  7  AC  :  :  AT  :  AM. 

(a)  AM  est  plus  yraud  que  Ml',  parce  que  l'arc  MAN  est  plus  jjraui] 
que  sa  corde  M>. 
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X 

Siibsllttiatit  au  lieu  de  n  sa  valeur  — ,  on  aura 

A 

X        tans;'' k.         t.x-X-iA.         tarifr*  A 

cos'^K—ï A. ^ 1 J_-A'. etc. 

2  A'  2,4  A* 

Si  Ton  imagine  maintenant  que  A  diminue  de  plus  en  plus, 
X  restant  la  même  ,  la  valeur  de  cos'^  A  approchera  de  plus 

.   ,  tangh. 

en  plus  de  1  unité;  enfin,  si  l'on  fait  Ai=:.o  et ^=:i» 

A 

on  aura  exactement  cos^  A — i.  Donc  on  a  les  formules 

X^  X  X 

cosx=\ —H — — „    ,    f,    fi  H- etc. 

1.2       î.2.3.4       1.2.3.4.5.0 

.r'  x' 

sinx'rzix 1 —  etc. 

1.2.3       i.2.3.4'5 

par  lesquelles  on  pourra  calculer  le  sinus  et  le  cosinus  d'un 

arc  dont  la  longueur  est  donnée  en  parties  du  rayon  pris 

pour  unité. 

XXXV.  Ces  mêmes  valeurs  peuvent  être  exprimées  d'une 
manière  succincte ,  par  le  moyen  des  exponentielles.  Pour 
cela  ,  il  faut  se  rappeler  que  e  étant  le  nombre  dont  le  loga- 
rithme hyperbolique  est  1  ,  on  a 

Z  z'  Z^  2* 

e^  —  Y-\ 1 1 --i -—  H- etc. 

I  1.2         1.2.3         '2.3.4 

si  ,  dans  cette  formule  ,  on  fait  zr=.rv  —  t,  il  en  résultera 

.TTV/  — I        x^       x''\/—\           x^             .r*v/ — I 
^*»/— 1_  j_| 1 1 — etc. 

I  1.2      1.2.3      1.2.3.4     1.2.3.4-5 

On  aurait  semblablement  en  changeant  le  signe  de  \/ —  i 

I  1.2       1.2.3       1.2.3.4     1.2.3.4-5 

De  là  ou  tire 

^*V 1      ,     „ xV I  „j  ^4 


etc. 


1.2      1,2.3.4 

.r^                  x' 
: — 1 etc. 

2»/ 1  Ic2.3  1.2.3.4.5 

séries  dont  les  seconds  membres  sont  les  valeurs  trouvée» 
pour  cos  X  et  sin  x.  Donc  on  a 
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cos  X  ■=! ,  sinx 


1  i\/ — I 

^        — e  sinx 

d'où  l'on  tire — ■ :: =V/ — i. =:\/ — ilansx. 

gXV — «   ,    ^ — xV — '  cosx  " 

formule  dont  on  a  fait  usage  ,  note  iv. 

Les  mêmes  formules  donnent  c^*^ — 'i:r:coj.r-f-v''— i  •"«  ^, 
e     **^ — ^■=:cos  X  —  v/  —  ixinx-,   donc,   en  divisant  l'une 


par  l'autre  ,  on  aura  e' 


j.  y- j        cos  X  -\-  \/  —  I  sin  X 


cos  X  —  \/  —  I  sin  X 
i  +  V/ — I  tangx 


I — \/ — I  tangx 

/i  +  v/ —  1  tang  x\ 

membre,  2 j-v/  —  i  ^^'f'g'l )'  Maison 

\  I  —  v/ —  I  tangx/ 


,  ou  en  prenant  les  logarithmes  de  chaque 

tang  i 
tang: 

/i  -h  z\  1  1 

sait  que  log.  l  ]  ■=:    z-\--z-^  -z   -\- etc.  ;  mettant 

\  1 — z/  3  5 

donc  \/  —  1  tang  x  au  lieu  de  z  ,  et  divisant  de  part  et 
d'autre  par  i  \/  —  i  ,  ou  aura 

T-=itang X  —  j  tang^  ■^-h" î  i<^"S'  ^ — j^'^^S  '  -^H"  ^*^^- 
Formule  très-simple  qui  sert  à   calculer  l'arc  jjar  sa  tan- 
gente, lorsque  celle-ci  est  plus  petite  que  l'unité. 

XXXVI.  Pour  appliquer  les  formules  précédentes  à  la 
détermination  du  sinus  et  du  cosinus  d'un  arc  donné  en 
degrés  et  parties  de  degré ,  il  faut  avoir  la  longueur  de  cet 
arc  exprimée  en  j>arties  du  rayon  ,  ou ,  ce  qui  revient  au 
même,  il  faut  avoir  le  rapport  de  cet  arc  au  rayon.  Or,  le 
rayon  étant  i  ,  la  demi- circonférence  ou  l'arc  de  200° 
=:  3.  14159  ^6535  897932.  Soit  ce  nombre:=7t ,  la  lon- 

,  m.  „  wiTi  .-., 

gueur  ce  1  arc — .  100    sera — . — ;doncsionfaitdansles 

°  n  ni 

formules   précédentes  x  nr ~,  qu'ensuite  on  remette 

la  valeur  de  x ,  et  qu'on  calcule  les  coefficients  jusqu'à  seize 
décimales,  on  aura  les  formules  suivantes: 
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//i 
1.57079  G'iiG']   948966^ — 

..  '«' 
— 0.54596  40975  oG'zliS'i — - 

m' 
+0.07969  26262  461670 — - 

m' 
— 0.00468  17541  353187 

-J-o. 00016  0441 1  847874 
—0.00000  35988  432352 — ~ 


-j-o.oooco  00669  217292 — — 
— 0.00000  00006  688o35 — - 


-(-o.ocooo  00000  060669 

■  n'  ' 

— 0.00000  00000  000438 


-0.00000  00000  ooooo3- 


n 
IF 


,(^..„„o)= 


1. 00000  00000  000000 


—  1. 23370  o55oi  361698 — -^ 

m* 
-|-o. 25366  96079  010480 — - 

m' 
— 0.02086  34807  63353o — - 

m' 
-0.00091  92602  748394 — j 

-0.00002  52020  4*3731 — — 


-j-o. 00000  04710  874779 — 


— 0.00000  ooo63  866o3i — - 

-J-o. 00000  00000  656596 — - 
«' 

— 0.00000  00000  00529/j 

II 

-f-o. 00000  00000  oooo34 — — 


Les  sinus  et  cosinus  des  arcs  depuis  zéro  jusqu'à  5o°, 
comprenneryt  les  sinus  et  cosinus  des  arcs  depuis  5o°  jusiju'à 
100°;  car  on  disin  (^^0° ~\-z):=z cos  (50° — z)  et  cos  {Ijo'-\-z):=l 
sin  (  5o° — ■.:;).  Donc,  dans  les  formules  qui  donnent  les 

valeurs  de  mn  —  100"  et  cos  —  100",  on  pourra  toujours 
n  n 

m  ,  . 

supposer — <7;  de  sorte  que  les  séries  seront  tellement 
n 

convergentes  ,  qu'il  n'en  faudra  jamais  calculer  qu'un  petit 

nombre  de  termes,  sur-tout  si  on  n'a  pas  besoin  de  beau- 

couj)  de  décimales. 
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Si  on  fait  successivement — m  — , —    — , — , — ,  on 

n  lo      lo       lo      lO       u) 

iroiivera  les  réstiltats  suivants  : 

sin  lo"  =  cos  go°  =:  o.  i5643  4465o  4o23i 
sin  20°  =  co.y  8o**  z=:  o.  Sogoi  69943  7494? 
iin  So"  rzi  co^  70"  ■=.  o.  453g9  04997  39547 
sin  40**  :=  coj  60°  =  o.  58778  52522  9^473 
sin  5o°  :=z  cos  5o°  =z  0.7071067811  86548 
,«'«  ôo'*  z=:  cos  40°  r:::  o.  80901  69943  74947 
sin  70°  =:  cos  3o°  r=:  o.  89100  G524i  88368 
sin  80**  =.  cos  10°  zzz  o.  gSioS  65iG2  95i54 
sin  90"  :=:  cos  10°  =zz  o.  98768  834o5  95i38 
sin   100°  =.  cos     G**  r=   î .  00000  00000  00000 

lesquels  s'accordent  avec  les  formules  algébriques  du  n"  22. 

m  i 

On  trouvera  pareillement,  en  faisant  —  ::=:  ,  la  même 

n  100 

valeur  de  si:i  1°,  qu'on  a  trouvée  n'*  26  ;  et  la  grande  facilité 

avec  laquelle  on  parvient  à  ces  résultats  ,  est  une  preuve  de 

l'excellence  de  la  méthode. 

De  la  construction  des  tables  de  sinus. 

xxxvn.  Les  savants  utiles  à  qui  on  doit  la  ])remière  con- 
slruction  des  tables  de  sinus,  ont  fondéleurs  calculs  sur  des 
méthodes  ingénieuses  ,  mab  dont  l'application  était  fort 
pénible.  L'analyse  a  fourni  depuis  des  méthodes  beaucoup 
])lus  ex])éditives  pour  remplir  cet  objet  ;  mais  les  calculs 
étant  déjà  faits,  ces  méthodes  seraient  restées  sans  appli- 
cation ,  si  l'établissement  du  système  métrique  n'eût  fourni 
l'occasion  de  calculer  de  nouvelles  tables  conformes  à  la 
division  décimale  du  cercle. 

Pour  donner  une  idée  des  méthodes  qu'on  peut  .«uivre 
dans  la  construction  des  tables,  supposons  qu'il  s'agisse  de 
calculer  les  sinus  de  tous  les  arcs  de  minute  en  minute  , 
depuis  I  minute  jusqu'à  10000  minutes  ou  100  degrés;  nous 
ferons  le  rayon  =ri ,  l'arc  d'une  minutera,  et  d'abord  il 
faudra  trouver  le  sinus  et  le  cosinus  de  l'arc  a  avec  un 
grand  degré  d'approximation. 

Le  rayon  étant  1  ,  on  sait  que  ia  demi-circonférence  ou 
lare  de  2o"o— _: '^.1  4  i  59  265'^5  Hyvy'ii;  divisant  ce  nombre- 
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parîoooOjOiial'ai'cde  i  '  oua-:=:o.oooi57079632679489(>tJ, 

valeur  exacte  jusque  dans  la  vingtième  décimale.  Quand  un 

arc  est  très-petit,  son  sinus  est  sensiblement  égal  à  l'arc, 

ainsi  on  a  à  très-peu  près  sin  a  =  o.oooi5  70796  32679 

48966.  Mais  cette  valeur  est  déjà  en  erreur  à  la  treizième 

décimale,  laquelle  n'est  que  le  dixième  chiffre  significatif. 

Pour  en  avoir  une  plus  exacte,  le  moyen  le  plus  simple  est 

de  recourir  aux  formules  de  l'art.  36 ,  dans  lesquelles  ,  si  on 

rn  1  .         , ,. 

fait — =: ,  on  aura  immédiatement ,  par  les  deux  ou 

n       10000 

trois  premiers  termes  de  chaque  série , 

ii«  û:r=  o  .oooiS  70796  32o33  525563 
co* «2=0.99999  99876  62994  52400  5253 
valeurs  exactes  jusqu'à  la  vingtième  décimale  pour  le  sinus, 
et  jusqu'à  la  vingt-quatrième  pour  le  cosinus. 

xxxviii.  Connaissant  le  sinus  et  Je  cosinus  de  l'arc  d'une 
minute  désigné  par  a ,  pour  en  déduire  successivement  les 
sinus  de  tous  les  arcs  multiples  de  a ,  on  fera  dans  les  for- 
mules de  l'art.  22,/?  rz:x  +  «,  q  =  x — a.  La  première  et  la 
troisième  donneront  par  cette  substitution  ,  et  en  faisant 
toujours  Rzrr  I , 

sin  (  j:  -f-  a  )  :=  2  cos  a  sin  x  —  sin  (  j:  —  a  ) 
cos  (a;-|-a)  7=.  2  cos  a  cos  jr.  —  cos  (.r — a). 
Il  résulte  de  ces  formules  que  si  on  a  une  suite  d'arcs  en 
progression  arithmétique ,  dont  la  différence  soit  a ,  leurs 
sinus  formeront  une  suite  récurrente  dont  l'échelle  de 
relation  est  ï  cos  a  ,  —  1,  c'est-à-dire,  que  deux  sinus 
consécutifs  A  et  B  étant  calculés ,  on  trouvera  le  suivant  C, 
en  multipliant  B  par  2  cos  <i ,  A  par  —  1  ,  et  ajoutant  les 
deux  produits,  ce  qui  donnera  C  =  2B  cos  a  —  A.  Les  co- 
sinus des  mêmes  arcs  formeront  également  une  suite  récur- 
rente dont  l'échelle  de  relation  est  2  cos  a  ,  —  i  :  on  aura 
donc  successivement , 

cos    ozzzx 
cos    a  =.  cos  a 
cos  iaz=:2.  cos  a  cos  a—\ 
cos  3a:=  2  cos  a  cos  "xa—cos  a 
cos  4«  =  2  cos  a  cos  3a  —  cosia 
cos  ^a  =  2.  cos  a  cos  4a— co,v3a 
etc. 


sin    o  :=:  o 

sin    a  =  sin  a 

sin  la zzz  2  cos  a  sin  a 

sm  3a  rr:  2  cos  a  sin  la—sin    a 

sin  t^a-=i'i.  cos  a  sin  3a  —sin  ia 

Un  5a  =:  2  cos  a  sin  l^a—sin  3a 
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xxxix.  11  ne  ^'agit  plus  que  d'exécuter  les  opérations  in- 
diquées,'en  substituant  les  valeurs  de  sin  a  et  cos  a.  Si  on 
veut  construire  des  tables  de  sinus  avec  lo  décimales  ,  il 
suffira  de  prendre  les  valeurs  de  sin  a  et  cos  a  approchées 
jusqu'à  16  décimales,  savoir: 

sin  a  1:^0. 0001^   70796   3ao335 
co.y  a  —  o . 99999  99876  629945 

mais  comme  cos  a  diffère  très-peu  de  l'unité ,  il  y  a  un  moyen 

d'abréviation  dont  il  faut  profiter.  Soit  X-nzz  2  (  i  — cos  a')z=. 

0.00000  00246   740110  ,  on  aura  2  cos  az=zi-~k ,  ce  qui 

donnera , 

sin  (  .r  -|-  «  )  —  sin  .v  r=:  sin  x  —  sin  (  x  —  a  )  —  h  sin  x 
cos  (  a;  -f-  «  )  —  cos  X  =.  cos  x  —  cos  (  x  —  a  )  —  /"  cos  x. 

Pour  avoir  le  terme  sin  (^x-\-a)  il  suffit  d'ajouter  au  terme 
précédent  sinxXsi  différence  sin  (.r-f-a)  —  sin  x  ^  laquelle 
sera  toujours  très-petite  :  or  cette  différence  est,  suivant 
la  formule,  égale  à  une  différence  semblable  déjà  calculée 
sinx  —  sin  (.r  —  «), moins  le  produit  de  ^i«  .r  par  le  nombre 
constant  k.  Celte  multiplication  est  donc  la  seule  opération 
un  peu  longue  qu'on  ait  à  faire  pour  déduire  un  sinus  des 
deux  précédents;  mais  il  faut  observer  i**  que  l'on  n'a  be- 
soin de  connaître  le  produit  que  jusqu'à  la  seizième  déci- 
male ,  ce  qui  donnera  fort  peu  de  chiffres  à  calculer;  2°  que 
ces  multiplications  peuvent  être  abrégées  beaucoup  en  for- 
mant d'avance  les  produits  du  nombre  constant  246740110 
par  1,2,3  jusqu'à  9  ;  car ,  par  ce  moyen ,  on  aura  immé- 
diatement les  produits  partiels  qui  résultent  des  différents 
chiffres  du  multiplicateur  sin  x,  et  il  ne  restera  plus  qu'à 
faire  l'addition  de  ces  produits,  en  se  bornant  toujours  à 
la  seizième  décimale. 

Les  mêmes  procédés  devront  être  suivis  dans  le  calcul  des 
cosinus;  et,  lorsqu'on  aura  prolongé  l'une  et  l'autre  série 
jusqu'à  5o°,  la  table  sera  complète. 

XL.  Il  est  nécessaire,  nous  le  répétons,  de  calculer  les 
sinus  avec  16  décimales,  c'est-à-dire  avec  cinq  ou  six  dé- 
cimales de  plus  qu'on  n'en  veut  avoir  réellement  ,  afin 
d'être  assuré  que  les  erreurs  ,  qui  peuvent  se  multiplier 
dans  le  cours  de  5ooo  opérations,  n'influeront  cependant 
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pas  sur  la  dixième  décimale  des  derniers  résultats.  Le  cakiu? 
fait,  on  retranchera  les  décimales  superflues  et  on  ne  con- 
servera dans  la  table  que  dix  décimales. 

Au  reste ,  quand  il  s'agit  d'exécuter  tant  de  calculs ,  on 
doit  chercher  à  vérifier  les  résultats  aussi  souvent  qu'il  est 
possible.  Dans  l'exemple  que  nous  avons  apporté  d'une 
table  calculée  de  minute  en  minute ,  il  serait  nécessaire  de 
calculer  préalablement  les  sinus  et  cosinus  de  degré  en  de- 
gré, ce  qui  fera  ,  de  loo  termes  en  loo  termes  ,  une  vérifi- 
cation très-utile.  Or,  pour  calculer  les  sinus  de  degré  en 
degré ,  on  a  les  formules  et  les  valeurs  qui  suivent  : 

sin  (  a-  -|-  I  °  )  —  sin  x  :rr  sin  x  —  sin  {^x  —  i°)  —  h  s  in  x 

cos  (^x-\-  1°)  —  cos  x-=.£OS  X  —  cos(^x —  1°)  —  hcosx 

sin   i°:=:o. 01570  73178  11820  676 

cos  1° ^0.99987  66324  81660  5g9 

h=-'i-ii^ — coj.- 1°)=::: 0,0 00 2 4  67850  36678  802 

Les  sinus  calculés  de  degré  en  degré  se  vérifieront  eux- 
mêmes  de  dix  en  dix  par  les  valeurs  déjà  connues  àesin  10°, 
sin  20°,  etc.  Enfin  lorsque  la  table  entière  est  construite, 
on  peut  encore  la  vérifier  de  tant  de  manières  qu'on  voudra 
par  l'équation 
sin  (  I  oo'-~x^+sin{^o'—x')-^sin  (2  o'+x')=:sin{p  o** — x^+sin  {6o'-\-t) 
XLi.  Les  sinus,  tels  qu'ils  résultent  des  calculs  que  nous 
venons  d'indiquer,  sont  exprimés  en  parties  du  rayon  ,  et 
on  les  appelle  sinus  naturels;  mais  on  a  reconnu  dans  la 
pratique ,  qu'il  y  a  beaucoup  d'avantage  à  se  servir  des  loga- 
rithmes des  sinus  ,  au  lieu  des  sinus  eux-mêmes  ;  en  consé- 
quence la  plupart  des  tables  ne  contiennent  point  les  sinus 
naturels  mais  seulement  leurs  logarithmes.  On  conçoit  que 
les  sinus  étant  calculés  ,  il  a  été  facile  d'en  trouver  les  loga- 
rithmes; mais  comme  la  supposition  du  rayonm  i  rendrait 
négatifs  tous  les  logarithmes  des  sinus ,  on  a  préféré  de 
prendre  le  rayonr:^  1 0000000000 ,  c'est-à-dire ,  qu'on  a  mul- 
tiplié par  1 0000000000  tous  les  sinus  trouvés  dans  la  sup- 
position du  rayon  zi:  1.  Par  ce  moyen  le  rayon  ou  sinus  de 
100°,  qui  se  rencontre  fréquemment  dans  les  calculs  ,  a 
pour  logarithme  10  unités,  et  il  faudrait  que  les  angles 
fussent  beaucoup  plus  petits  qu'on  ne  les  rencontre  dans  la 
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pratique,  pour  que  leurs   sinus  eussent  des  logarithmes 

négatifs. 

Les  logarithmes  des  sinus  étant  trouvés ,  on  en  déduit 

très-aisément  les  logarithmes  des  tangentes  par  de  simples 

,                         R  sin  X 
soustractions;  car,  puisqu  on  2,tangx-=. ,  il  s  ensuit 

COS  X 

log.  tang x^=.\o-\- log.  sin  x  —  log.  cos  x.  Quant  aux  loga- 
rithmes des  sécantes,   ils  se  trouveraient  d'une  manière 

encore  plus  simple,  à  l'aide  de  l'équation  sec.  x-=. . 

cos  X 

C'est  parce  qu'on  peut  y  suppléer  si  facilement  qu'on  n'in- 
sère dans  les  tables  que  les  logarithmes  des  sinus  et  ceux  des 
tangentes. 

Il  resterait  à  expliquer  l'espèce  d'interpolation  dont  on 
se  sert,  soit  pour  trouver  les  logarillimes  des  sinus  et  tan- 
gentes des  arcs  qui  contiennent  des  fractions  de  minutes 
soit  pour  trouver  l'are  qui  répond  à  un  logarithme  donné 
de  sinus  ou  de  tangente,  lorsque  ce  logarithme  tombe  entre 
deux  logarithmes  des  tables.  Mais  pour  ces  détails  on  ne 
peut  mieux  faire  que  de  consulter  l'explication  dont  les 
tables  sont  toujours  accompagnées. 

Principes  pour  la  résolution  des  triangles 
rectilignes. 

xLii.  Dans  tout  triangle  rectangle  le  rayon 
est  au  sinus  cVun  des  angles  aigus  ^  comme  l' hy- 
poténuse est  au  côté  opposé  à  cet  angle. 

Soit  ABC  le  triangle  proposé  rectangle  en  A;  du  Cg-^- 
point  C,  comme  centre,  et  du  rayon  CD,  égal  au 
rayon  des  tables,  décrivez  l'arc  DE  qui  sera  la  me- 
sure de  l'angle  C  ;  abaissez  sur  CD  la  perpendiculaire 
EF  qui  sera  te  sinus  de  l'angle  C.  Les  triangles  CBA, 
CEF  sont  semblables  et  donnent  la  proportion  CE  , 
EF::CB:BA;  donc 

R:  W/zC::BC:BA. 
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xLiii.  Dans  tout  triangle  rectangle  le  rayon 
esta  la  tangente  d'un  des  angles  aigus ^  comme 
le  côté  adjacent  à  cet  angle  est  au  côté  opposé. 

Ayant  décrit  l'arc  DE^  comme  dans  l'article  pré- 
cédent ,  élevez  sur  CD  la  perpendiculaire  DG  qui 
sera  la  tan<Tente  de  l'angle  G.  Par  les  triangles  sem- 
blables CDG ,  GAB  ,  on  aura  la  proportion  CD  :  DG 
xGA.ABjdonc 

R:m//^G::GA:  AB. 

xi.iv.  Dans  un  triangle  rectiligne  quelconque 
les  sinus  des  angles  sont  comme  les  côtés  opposés- 

Soit  ABG  le  triangle  proposé,  AD  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  sommet  A  sur  le  côté  opposé  BG  ^ 
il  pourra  arriver  deux  cas  : 

i"^  Si  la  perpendicidaire  tombe  au  -  dedans  ciu 
triangle  ABG  ,  les  triangles  rectangles  ABD  ,  AG!) 
donneront ,  suivant  l'art,  xlii  , 

R:.jmB  ::  AB:  AD 
R  :5m  G  ::  AG  :  AD. 
Dans    ces    deux    proportions  ,    les    extrêmes    étant 
égaux  ,  on   pourra  ,  avec  les   moyens ,  faire  la  pro- 
portion 

sin  G  :  siri  B  :  :  AB  :  AG. 

2°  Si  la  perpendiculaire  tombe  hors  du  triangle 
ABG ,  les  triangles  rectangles  ABD ,  AGD  donne- 
ront encore  les  proportions 

R:  «72  ABD  ::  AB  :  AD 

R:5//i  G  ::  AG:  AD: 

d'où  l'on  déduit   sin   C  :  sin  ABD  •:  AB  :  AG.   Mas 

l'angle  ABD   est  supplément   de  ABG  ou  B  j  donc 

sin  ABD  =i  sin  Bj  donc  on  a  encore 

sin  G  :  sin  B  ::  AB  :  AG. 

xi-v.  Dans  tout  triangle  rectiligne  le  cosinus 
d'un  angle  est  au  rayon ,  comme  la  somme  des 
quarrés    des   côtés   qui    comprennent  cet    angle 
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moins  le  quarrè  du  troisième  coté ,  est  au  douille 
rectangle  des  deux  premiers  côtés;  c'est-à-dire 
fjuon  a  : 

cosB-.R::  ÂB  +  BC—  Âc';  2  AB  x  BC,  ou  cos  B  = 

„       AB  +  BC  — AC* 

R  X  ■ 

2  AB  X  BC 

Soit  encore  abaissée  du   sommet  A   la  perpendi- 
culaire AD  sur  le  côté  BG  : 

I  "  Si  cette  perpendiculaire  tombe  au-dedan s  du  tria  n.  fig.  4 . 

^le ,  on  aura*  AG  =  ÂB  +  BC'—  2  BG  X  BD;  donc  BD  «  ,2,  3. 

AB4-BC— .ïc\,  .     ,        ,       .        ,  ,    AD  » 

= îtt; .  Mais  dans  le  triansfle  rectangle  AB  J , 

on  a  R  :  sin  BAD  :  :  AB  :  BD;  d'ailleurs  l'angle  BAD 
étant  complément  de  B ,  on  a  sin  BAD  =  cos  B  ;  donc 

cos  15=  — — — ,  ou  en  substituant  la  valeur  de  BU, 

„        „       ÂB  +  Bc'—  ÂC. 

t:<95  B  =:  R  X ■ r 

2  AB  X  BC 

2"  Si  la  perpendiculaire  tombe  au-dehors  du  trian^  6g.  5^. 

^le,onauraÂG'r:iiÂBVBGV2BGxBD*;doncBD*^3,  3. 

ÂC  — Âb"— BC\,  .      ,         ,         .       , 

= ïtt; — Mais  dans  le  triangle   rectangle 

2  BC  ^  ° 

BAD ,  on  a  toujours  sin  BAD,  ou  cos  ABD  r= -5 — "* 

AB 

et  l'angle  ABD,  étant  supplément  de  ABG  ou  B,  on 

a.*cosB  =  —  cos  ABD  z=: ;  donc  en  sub-   «xi. 

AB 

stituant  la  valeur  de  BD,  on  aura  encore 

„        „  ^    AB  +  BC  — Ac' 

C05  B  =1:  R  X • 

2ABXBC 

xLvi.  Soient  A,  B,  C,  les  trois  angles  d'un  triangle 
quelconque;  a,  b,  c,  les  côtés  qui  leur  sont  respec- 
tivement    opposés,     on     aura,     suivant     cette      tlernièio 
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a^  -\-c^  —  h"  ,  .      . 

proposition  cos  B  =  R. .  Le  même  principe 

7.  a  c 

étant   appliqué   à    chacun  des   deux  autres  angles ,  don- 

b'  -\~  c"  —  a" 

nera    semblablement    cos   A  =.K. ; ,    cos   C 

2  e»  e 

a^  +  6'  —  c* 
=r  R. 


2  a  6 

Ces  trois  formules  suffisent  seules  pour  résoudre  tous 
les  problêmes  de  la  trigonométrie  rectiligne  ;  car  étant 
données  trois  des  six  quantités  A,B,C,  a,  h ,  c ,  on  a  par 
ces  formules  les  équations  nécessaires  pour  déterminer  les 
trois  autres.  Il  faut  par  conséquent  que  les  principes  déjà 
exposés,  et  ceux  qu'on  pourrait  leur  ajouter,  ne  soient 
qu'une  conséquence  de  ces  trois  formules  principales. 


En  effet ,  la  valeur  de  cos  B  donne 

l^a'' c" — («"-J-c* — b^'Y  R' 


sin""  R=:R= — coa'^  B^R' 

4  a^  c  lia''  c" 

7. a'  b^  -\~7.a'  c'  -{-7.b'  c' — a* — b* — c'*);  donc 

sin  B     R  •^ 

~T~—i.abc  V^(2«'  è'4-2a"  c'-f-aè'  c'  — a*  — b.^  — c" 

Le  second  membre  étant  une  fonction  de  a,  b,  c,  dans 

laquelle  ces    trois  lettres  entrent  toutes  également,  il  est 

clair  qu'on  peut  faire  la  permutation  de  deux  de  ces  lettres 

.  sin  B      sin  A       si/i  C ,  ce  qui 

à  volonté,  et  qu  ainsi  on  aura — ; :=: 

bac 

est  le  principe  du  n"  xliv.  Et  de  celui-ci  se  déduiraient 
facilement  les  principes  des  n»*  xlii  et  xliii. 

xLvii.  Dans  tout  triangle  rectiligne  la  somme 
de  deux  côtés  est  à  leur  différence,  comme  la 
tangente  de  la  demi-somme  des  angles  opposés 
à  ces  cotés,  est  à  la  tangente  de  la  demi-difjé- 
rence  de  ces  mêmes  angles. 

Car  de  la    proportion   AB  :  AG  ::  sin   G  :  sin  B,  oo 
ùve  AC  -h  AB  :  AG^ — AB  :  :  sin  B  4-  sin  G  :  sin  B — sin.C 
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IMais^  d'après  les  formules  de  l'art,  xxix,  on    a 

BH-C  B— C 

sin  B-\-sin  C  :  stn  B — sin  C  ::  tang *  tang^ • 

donc 

ACH-AB:  AC  — AB  ::  tang :  tang ; 

»  a 

ce  qui  est  le  principe  énoncé. 

Avec  ce  petit  nombre    de   principes  ,    on   est  en 

état   de   résoudre   tous   les   cas   de  la   trigonométrie 

rectiligne. 

Résolution  des  triangles  rectangles. 

xLviii.  Soit  A  l'angfle  droit  d'un  triansfle  rectan  - 
gle  proposé,  B  et  G  les  deux  autres  angles;  soit  a 
l'hypoténuse  b  le  côté  opposé  à  l'angle  B  ,  et  o  le 
côté  opposé  à  l'angle  C.  11  faudra  se  rappeler  que 
les  deux  angles  B  et  G  sont  compléments  l'un  de 
l'autre  ,  et  qu'ainsi ,  suivant  les  différents  cas  ,  on 
peut  prendre  sin  Gj=rco5  B,  sin  B=co5  C,  et  pareil- 
lement tang  B  =  co^^  G,  tang  C  =  cot  B.  Gela  posé, 
les  différents  problêmes  qu'on  peut  avoir  à  résoudre 
sur  les  triangles  rectangles  se  réduiront  toujours  aux 
quatre  cas  suivants. 

PREMIER     CAS. 

xLTx.  Étant  donnés  V hypoténuse  a  et  un  côté 
b ,  trouver  le  troisième  côté  et  les  deux  angles 
aigus. 

Pour  déterminer  l'angle  B ,  on  a  la  proportion  * 
a  :  ^  ::  R  :  sin  B.  Gonnaissant  l'angle  B,  on  connaîtra 
en  même  temps  son  complément  1 00°  —  B  =  G  ;  on 
pourrait  aussi  avoir  G  directement jjar  la  proportion 
a  :  ^  ;:  R  :  cos  G. 

Quant  au  troisième  côté  c  ,    il   peut  se  trouver  de 
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deux  manières.  Après  avoir  trouvé  l'angle  B  ,  on 
peut  faire  la  proportion*  R  :  cot  B  ::  Z>  :  c,  qui  don- 
nera la  valeur  de  c;  ou  bien  on  peut  tirer  directe- 
ment la  valeur  de  c,  de  l'équation  c^z=a^  —  b^  qui 
donne  cz=:\/  (^a"  —  ^^  )  ^  et  par  conséquent 

lo^c  =  -^  log  {a-\-b)  -\-^log  {a  —  b). 


DEUXIEME     CAS. 


L.  Etant  donnés  les  deux  côtés  h  et  c  de  V angle 
droit,  trouver  l'hypoténuse  a  et  les  angles. 
*  1.XIII.  On  aura  l'angle  B  par  la  proportion  *  c  :  b  ::  V\.  '. 
tang  B.  Ensuite  on  aura  G.-r=ioo" — B.  On  trouve- 
rait aussi  G  directement  par  la  proportion  b  :  c  :: 
R  :  tang  C. 

Connaissant  l'angle  B  ,  on  trouvera  l'hypoténuse 
par  la  proportion  siri  B  :  R  ::/>•:«;  ou  bien  on  peut 
avoir  a  directement  par  l'équation  «  =:  V'^  (Z»' +  c"  )  j 
mais  cette  expression ,  dans  laquelle  b^  -\-  c"  ne  peut 
se  décomposer  en  facteurs,  est  peu  commode  pour  le 
calcul  logarithmique. 
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Li.  Etant  donnés  Vhypoténuse  a  et  un  angle 
B ,  trouver  les  deux  autres  côtés  h  et  c. 

On  fera  les  proportions  R  :  5/^2  B  :  :  a  :  3 ,  R  :  cos  B  :  : 
a  :  c,  lesquelles  donneront  les  valeurs  de  b  et  c.  Quant 
à  l'angle  G,  il  est  égal  au  complément  de  B. 

QUATRIÈME      CAS. 

LU.  Etant  donné  un  côté  b  de  l'angle  droite 
avec  l'un  des  angles  aigus ,  trouver  l'hypoténuse 
et  l'autre  côté. 

Gonnaissant  l'un  des  angles  aigus  on  connaîtra 
l'autre,  ainsi  on  peut  supposer  connus  It»  côté  b.,  eS 
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l'angle  opposé B.  Ensuite,  pour  déterminer  a  et  c,  on 
aura  les  proportions 

sin  B  :  R  .  :  b  :  a,  R  :  cot  B  :  :  b  :  c. 

Résolution   des  triangles   rectilignes  en 
général. 

Soient  A,  B,  C,  les  trois  angles  d'un  triangle  recliligne 
proposé,  et  soient  a ,  b  ,c ,  les  côtés  qui  leur  sont  res- 
pectivement opposés  :  les  différents  problêmes  qui 
peuvent  avoir  lieu  pour  déterminer  trois  de  ces  quan- 
tités par  le  moyen  des  trois  autres,  se  réduiront  tou- 
jours aux  quatre  cas  suivants. 

PREMIER      CAS. 

LUI.  Etant  donnés  le  côté  a  et  deux  des  angles 

du  triangle,  trouver  les  deux  autres  côtés  b  et  c. 

Les  deux  angles  connus  feront  connaître  le  troi- 

sième ,  ensuite  on  trouvera  les  deux  côtés  b  et  c  par 

les  proportions*, 

sin  A  :  sin  B  ::  a  :  b. 
sin  A  :  sin  C  :  :  aie. 

DEUXIÈME     CA  S. 

Liv.  Etant  donnés  les  deux  côtés  a  e/  b,  avec 
l'angle  A  opposé  à  l'un  de  ces  côtés  ^  trouver  le 
troisième  côté  c  et  les  deux  autres  angles  B  e^  C. 

On  trouvera  d'abord  Tangle  B  par  la  proportion 
a  :  b  ::  sin  A  :  sin  B. 

.,.-_,,,          .            ,            ,         .                  b  sin  A. 
boit   M   1  angle    aiiju    dont   le  smus  = ,   on 

pourra  ,  d'apiès  la  valeur  de  sin  B,  prendre  ou  B=M 
ou  B  =  20o°  —  M.  Mais  ces  deux  solutions  n'auront 
lieu  qu'autant  qu'où  aura  à  la  fois  l'angle  A  aigu  et 
b>  a.   Si  l'angle   A   est  obtus,  B   ne  saurait  rétie. 
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ainsi  il  n'y  aura  qu'une  solution;  et  si  A  étant  aigu» 

on  a  ^  <  a,  il  n'y  aura  non   plus  qu'une  solution, 

parce  qu'alors  on  a  M  <  A,  et  qu'en  faisant  B  =: 

200"  —  M,  on  aurait  A  +  B  >  200"  ,  ce  qui  ne  peut 

avoir  lieu. 

Connaissant  les  anîjles  A  et  B,  on  en  conclura  le 

troisième  G.  Ensuite  on  aura  le  troisième  côté  c  par 

la  proportion 

sin  A  :  sin  C  :  :  a  :  c. 

cos  A 
On  peut  aussi  déduire  c  directement  de  l'équation 

^'-f-c" — a'         .                      b  cos  a          f          h^  sin^  h\ 
—- ———,  qui  donne  c= \-V\  «' 1' 

Mais  cette  valeur  ne  peut  se  calculer  par  logarithmes  qu'au 
moyen  d'un  angle  auxiliaire  M  ou  B,  ce  qui  rentre  dans 
la  solution  précédente. 

TROISIÈME      CAS. 

Lv.  Etant  donnés  deux  côtés  a  ethavec  V  angle 
compris  C ,  trouver  les  deux  autres  angles  A.  et 
K  et  le  troisième  côté  c. 

Connaissant  l'angle  C ,  on  connaîtra  la  somme  des 
deux  autres  angles  A  -f-  B  =zr  200"  —  C  et  leur  demi- 
somme^  (Ah-B)=:ioo"  —  7C.  Ensuite  on  calculera 
la  demi-différence  de  ces  mêmes  angles  par  la  pro- 
•xi-vii,  portion* 

a+b  :  a — h .  :  tang^ÇA  -f-  B)  ou  cot-^  C  :  tang-^  (A — B) 
où  l'on  suppose  a>  b  et  par  conséquent  A >  B. 

Ayant  trouvé  la  demi-différence  ^  (A  —  B),  si  on 
l'ajoute  à  la  demi-somme  |  (  A-h  B) ,  on  aura  le  plus 
grand  angle  A;  si  au  contraire  on  retranche  la  demi- 
différence  de  la  demi-somme,  on  aura  le  plus  petit 
angle  B.  Car,  A  et  B  étant  deux  quantités  quelcon- 
ques ,  on  a  toujours 

Az3zi(A-+-B)-hi(A  — B) 
B=ri(A-+-B)~i-(A)  — B). 
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Les  angles  A  et  B  étant  connus ,  pour  avoir  le  troi- 
sième côté  c,  on  fera  la  proportion 
5m  A  :  sin  C  ::  a  :  c. 
Lvi.  Il  arrive  souvent  dans  les  calculs  trigonométriques 
que  deux  côtés  a  cl  b  sont  connus  par  leurs  logarithroes  ; 
alors  pour  ne  pas  être  obligé  de  chercher  les  deux  nombres 
correspondants  ,  on  cherchera  seulement  l'angle  cp  par  la 
proportion  b  :  a  :'  'K  :  tang^.  L'angle©  sera  plus  grand  que 
5o**,  puisqu'on  suppose  a  >é;  retranchant  donc  5o^  de  ^ 
on  fera  la  proportion  R  :  tang  (<p  —  So**  )  ::  cot^  C  :  tang 
^(A — B),  d'oii  l'on  déterminera  comme  ci-dessus  la  valeur 
de  7(  A — B),  et  ensuite  celles  des  deux  angles  A  et  B. 

Cette  solution  est  fondée  sur  ce  que  ;<7«^  (cp  —  50"):= 

R'  taneO — R'  tangSo°  «R  ^   „ 

^-^ j  or tang(^  = ettang5o^  =  ^i 

K^  -\- tang  <^  tang  5o^  b 

^fa — b) 

donc  tang((l^ — 50**)  = >  donc  a-^b  :  a  —  b  ::  R  : 

a-{-b 

tang  {(^  —  50")  ::  cot^C:  tang\  (A — B). 

Quant  au  troisième  côté  c ,  il  peut  se  trouver  directe- 

cosÇ,       a'-|-è^  —  c* 

ment  par  l'équation =: ,  qixi  donne  ct=. 

R  1  ab 

/  /                   'xabcosÇX  , 

1  /  f  a  -\-b j.  Mais  cette  valeuru  estpas  com- 
mode à  calculer  par  logarithmes  ,  à  moins  que  les  nombres 
qui  représentent  «  ,  6,  et  cos  C  ,  ne  soient  très-simples. 

Il  est  à  remarquer  que  la  valeur  de  c  peut  aussi  se  mettre 
sous  ces  deux  formes  :  cz=. 

ce  qui  se  vérifie  aisément  au  moyen  des  formules  sin^\  C=r 
7  R'  —  ^R«7o^C,  co^'^Czz:^-^^' -HtR  ^oi-  C.  Ces  valeurs 
seront  particulièrement  utiles ,  lorsque  l'angle  C  étant  très- 
petit,  ainsi  que  a — h^  on  voudra  calculer  c  avec  beaucoup 
de  précision.  La  dernière  fait  voir  que  c  serait  î'hypoténuse 

j,  .  sin  Y  C 

a  un  tnangle  rectangle  formé  sur  les  côtes  {^a-\-b 

~  R 
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cos  ^  C  , 

el  («  —  />) ;  et  c'est  ce  qu'on  peut  aussi  trouver  par 

R 

"g  o.     yj,g  construction  fort  simple. 

Soit  CAB  le  triangle  proposé  «lans  lequel  on  connaît  les 
tleux  côlés  CBrrra,  CA=r^,  et  l'angle  compris  C.  Du  point 
C  comme  centre  et  du  rayon  CE  égal  au  plus  grand  des  deux 
côtés  donnés,  décrivez  une  circonférence  qui  rencontre  en 
D  et  E  le  côté  CA  ]»rolongé;  joignez  BD,  BE,  et  menez  AF 
perpendiculaire  à  BD.  L'angle  DBE  inscrit  dans  la  demi- 
circonférence  sera  un  angle  droit ,  ainsi  les  lignes  AF ,  BE, 
seront  parallèles,  et  on  aura  la  proportion  BF  :  AE  ::  DF  : 
AD::co,9  D;R.  On  aura  aussi  dans  le  triangle  rectangle 
DAF,  AF  :  DA  ::  sin  D  :  R.  Substituant  donc  les  valeurs 
DA=DC-hCArzza-hé,  AE=CE— CA  =  a— 6,  D^^C, 
on  aura 

KY=  ' i— ,  BF— .1^ '- ^— 

R  R 

Donc  en  effet  le  troisième  côté  AB  du  triangle  proposé 

est  l'hypoténuse  du  triangle  rectangle  ABF ,  dont  les  côtés 

sin  Y  C  cos  ^  C 

sont  {a-\-b) et  in  —  b \ .   Si  dans  ce  même 

^  ^      R  ^  ^      R 

triangle  on  cherche  l'angle  ABF  opposé  au  côté  AF  ,  et 
qu'on  en  retranche  l'angle  CBDrzi-i^C,  on  aura  l'angle  B 
du  triangle  ABC.  Dc-là  on  voit  que  la  résolution  du  trian- 
gle ABC,  dans  lequel  on  connaît  les  deux  côtés  a  et  i  et 
l'angle  compris  C  ,  se  réduit  immédiatement  à  celle  du 
triangle  rectangle  ABF,  dans  lequel  on  connaît  les  deux 

sin^  C 

côtés  de  l'angle  droit,   savoir  :  AFizr:  (  a -|- ^  ) —  et 

R 

cos  i.  C        .      . 

BF zr:(rt  —  b) .  Ainsi,  par  cette  construction,  ou 

R 

pourrait  se  passer  de  la  proposition  du  n"  47- 

QUATRIÈME      CAS. 

LVJi.  Etant  donnés  las  trois  côtés  a,  b,c,  trou- 
ver les  trois  angles  A  ,  B  ,  C. 

L'angle  A  ,  opposé  an  côte  a ,  se  trouve  par  hi  for- 
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muie  cos  A=r:R ,  et  on  determmera  seni- 

%   b  c 

blablement  les  deux  autres  angles.  Mais  on  peut  ré- 
soudre ce  même  cas  par  une  formule  plus  commode 
pour  le  calcul  logarithmique. 

Si   on   se  rappelle  la  formule  R"  —  R  cos  A  =: 
2    sifi''   {    A ,    et   qu'on    y    substitue    la    valeur    de 

.  •    c.  .    A        Tî^*^'—^'  —  c^  +  aèc 

cos  A,  on  aura  2  sin    -  A=rR  . =^ 

1  b  c 

1  b  c                                               1  b  c 
sin  ^  A=R  y/  (  ^: ^-—^ \ .  Soit ,  pour 

abréger ,  ~  (a-\-b  -\-c)  =p ,  ou  a-^-b-i-cz^-^  p ,  on 
aura  a-\-b — c=^p — 2  c,  a — b-^c=z2  p — 2  ^;donc 

5m  ^  A  =  R  x/  ({P^ZmiLZlf}^ . 
^    \  bc  J 

Formule  qui  donne  aussi  la  proportion 

bc\{p  —  b){p  —  c)\:^''  isin'  j  A 
et  qui  est  facile  à  calculer  par  logarithmes.  Con- 
naissant le  logarithme  de  sin  ^  A,  on  connaîtra  |  A 
dont  le  double  sera  l'angle  cherché  A.  On  pourra 
faire  de  même  par  rapport  à  chacun  des  deux  autre 
angfles  B  et  C. 

II   y   a   d'autres  formules   éyalemenl  jyropres  à   résou- 
dre la  question.  Et  d'abortl  la  formule  R"  -J-  R  cas  A  ■=: 

b'  -\~c'  -{-1  bc  —  a ' 

2  cos'  4  -A-  donne  co.v""  '-  Ai:=R*. =r  R'. 

4  bc 

— -! — ^ —  R\i_Ii: :LA__L__Z1_A .  Mais  en 

If  b  c  If  bc 

faisant  toujours  a-\-b-\-CT^ip  ,  on  a  b-\-c — azzzip  —  7.0: 
donc 


'A  R./^^^~~")^\ 
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Cette  valeur"  étant  ensuite  combinée  avec  cell«  de  sin  ^  \. 

R  sin  T  A 


donnera  une  autre  formule,  car  ayant  tang^A: 
tang^ Kzzz  R  i/( 


cos  \  K 
on  en  lire 

'p  —  b.p  —  i 


p.p  —  a 

Exemples  de  la  résolution  des  triangles 
rectilignes. 

^  rviii.  Exemple  I.  Supposons  qu'on  veuille  avoir 

la  hauteur  d'un  édifice  AB  ,  dont  le  pied  est  ac- 
cessible. 

Ayant  mesuré  sur  le  terrain,  supposé  à-peu-près 
de  niveau,  une  base  AD  qui  ne  soit  ni  très-grande  ni 
très-petite  par  rapport  à  la  hauteur  AB ,  on  placera 
en  D  le  pied  du  cercle  ou  de  l'instrument  quelconque 
avec  lequel  on  doit  mesurer  l'angle  BCE  formé  par 
la  ligne  horizontale  CE  parallèle  à  AD ,  et  par  le 
rayon  visuel  GB  dirigé  au  sommet  de  l'édifice.  Sup- 
posons qu'on  ait  trouvé  AD  ou  CE ^r: 67.  84  mètres 
et  l'angle  BGE=z:45°  64'  ;  pour  avoir  BE,  il  faudra 
résoudre  le  triangle  rectangle  BCE  dans  lequel  on 
connaît  l'angle  G  et  le  côté  adjacent  EG.  Ainsi  , 
d'après  le  cas  iv ,  on  fera  la  proportion  R  :  tang  45^64' 
::  07  .  84  :  BE. 

L.  tang  If^"  6li' 9.9403263 

L.  67  .84 I  .83x4858 

Somme  —  /o,^  R  rc^     ....      1.77 181 21 

Ce  logarithme  répond  à  Sp  .  i3o,  ainsi  on  a  BE=z 
59™.  i3.  Ajoutant  à  BE  la  hauteur  de  l'instrument 
CD  ou  AE  que  je  suppose  i™.  12,  on  aura  la  hau- 
teur cherchée  AB=6o™.  25. 

Si  dans  le  même  triangle  BEC  on  veut  connaître 
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ITiypotér.use  BG,  on  fera  la  proportion  cos  45°  64' 
:R  ::  67.84:60. 

L.  R  +  L.  67.84  ...  .   iî.83i4858 

L.  coi' 45°  64' 9.8772784 

Différence i  .  9642074  =:  L.  BC 

Donc  BG==89™.  998. 

iV.  JB.  Si  l'on  ne  voyait  que  le  sommet  B  de  l'édifice  on 
du  lieu  quelconque  dont  on  veut  connaître  la  hauteur ,  on 
déterminerait  la  distance  BC  comme  il  sei'a  dit  dans 
l'exemple  suivant  :  cette  distance  et  l'angle  connu  BCE 
suffisent  pour  résoudre  le  triangle  rectangle  BCE,  dont  le 
côté  BE  augmenté  de  la  hauteur  de  l'instrument ,  sera  la 
hauteur  demandée. 

Lix.  Exemple  II.  Pour  avoir  sur  le  terrain  la  dis-  fîR.  1. 
tance  du  point  A  à  un  objet  inaccessible  B  ,  on  me- 
surera une  base  AD  et  les  deux  angles  adjacents 
BAD  ,  ADB.  Supposons  qu'on  ait  trouvé  AD  = 
588"^.  45 ,  BAD  =  1 1 5°  48 '  et  BDA  —  4o'  8 '  ,  on  en 
conclura  le  troisième  angle  ABD  =  44"  44'  j  et  pour 
avoir  AB  ,  on  fera  la  proportion  sin  ABD  :  sin  ADB 
:  :  AD  :  AB. 

L.  A  D 2.7697096 

L.  si/i  ADB 9  .  76996S9 

Somme 2  .  5396785 

L.   sin  ABD 9.8o8o3i4 

L.   AB 2.7316471 

Donc  la  distance  cherchée  AB=  539™.  07 

Si  ,  pour  un  autre  objet  inaccessible  G  ,  on  a 
trouvé  les  angles  CAD  =  89"  17' ,  ADG=r  iSa"  83', 
on  en  conclura  de  même  la  distance  AGrr=  1202™.  32. 

Lx.  Exemple  III.  Pour  trouver  la  distance  entre    fig.  8. 
deux  objets  inaccessibles  B  et  G ,  on  déterminera  Ail 
€t  AG,  comme  dans  l'exemple  précédent,  et  on  aura 
eu    même  temps    l'angle    compris  BAG  =  BAD  — 
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DAG  ^i).  Supposons  qu'on  ait  trouvé  ABrzzGSpnj,  or  ^ 
AGz=:i202™.  3?.,  et  l'angle  BAC=^76'^  3i'-  pour 
avoir  BG  ,  il  faucha  résoudre  le  triangle  BAG  dans 
lequel  on  connaît  deux  côtés  ,  et  l'angle  compris. 
Or  ,  d'après   le  troisième    cas  ,   on   a  la   proportion 

A  G  -h  AB  :  AG  ^ —  AB  ::  /^a/?^  — - — -  :  lang  ,  ou 

1741  .  39  :  663  .  25  ::  tang  61"  84'  7  :  rang- • 

L.  663.25 2.8216773 

L.  t««è' 61°  84'  ; io.i65/,748 

•Somme 12.0871521 

L.   1741.39  3.2408960 

L.  tarig 9,7462561 

2 

nonc »  .   .   .    .    -^^—  32°  37',  8 

2 

B-hC 

Mais  on  a =r  61°  84',  5 

2 

Donc B       nr  94°  22',   3 

ei C      =:         29°  46'.  7 

Maintenant,  pour  avoir  la  distance  BG ,  on  fera  la 
proportion  sm  B  :  sin  A  ::  AG  :  BG,  ou 

sin  ç)^^ii' .  3  :  sin  76"  3i  '  :  ;  1202'".  32  :  BG 

L.  1202.  32 3.0800200 

L.  sin  76°  3i' 9.9692099 

Somme 13.0492299 

L.  «'/2  94°  22',  3 9.9982096 

L.  BC 3.o5io2o3 

Donc  la  dislance  cherchée  BG=:  1 124™.  Q6. 


(i)  Il  pourrait  arriver  que  les  quatre  points  A  ,  B,  C  ,D  ,  ne  fussent 
pas  dans  un  même  plan  ;  alors  l'ansfle  BAC  ne  serait  plus  la  différence 
entre  BAI)  et  DAC  ,  et  il  faudiait  avoir,  par  une  mesure  directe,  la 
valeur  de  cet  angle  :  à  cela  prés,  l'opération  serait  la  même. 
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Lxi.   Exemple  IV.   Trois  points   A,  B,  C,  étant    ^gs- 
donnés  sur  la  carte  d'un  pays ,  on  propose  de  déter- 
miner la  position  d'un  quatrième  point  M ,  d'où  on  au- 
rait mesuré  les  angles  AMB,  AMGj  les  quatre  points 
étant  supposés  dans  le  même  plan. 

Sur  AB  décrivez  un  segment  AMDB ,  capable  d« 
Tangle  donné  BMA  ;  sur  AG^,  décrivez  pareillement  un 
segment  AMC  capable  de  l'angle  donné  AMC;  les 
deux  arcs  se  couperont  en  A  et  M ,  et  le  point  M  sera 
le  point  requis  Car  les  points  de  l'arc  AMDB  sont  les 
seuls  d'où  l'on  puisse  voir  AB  sous  un  angle  égal  à 
AMB;  ceux  de  l'arc  AMC  sont  les  seuls  d'où  l'on  puisse 
voir  AC  sous  un  angle  égal  à  AMC  ;  donc  le  point  M, 
intersection  de  ces  deux  arcs,  est  aussi  le  seul  d'oii 
l'on  puisse  voir  à  la  fois  AB  et  AC  sous  les  angles 
AMB,  AMC.  Il  s'agit  maintenant  de  calculer  trigono- 
métriquement  la  position  du  point  M,  d'après  cette 
consti'uction. 

Soient  les  données  AB  ;=  25oo™  ,  AC::zr^ooo™' 
BC  =  yooo"»,  AMB  =  3o<'  80',  AMC  r=  121"  40'. 
Dans  le  triangle  ABC  ,  où  l'on  connaît  les  trois 
côtés,  on  déterminera  l'angle  BAC*  par  la  formule  *  ^^*' 

T.,    6750. a25o     1,    ,  ,,        .  .    ,  » 

Sf/z^- A  =  R  .  -' ;  d  ou  ion  tire  2  ioffsin~A=z 

'  2500.7000  ^        ' 

19.9384483, /og-5m^A=9.969224i  ,7  Arrz^6°3i  ' .  5, 
et  enfin  A=i52"  63'.  Tirez  le  diamètre  AD  et  joi- 
gnez DB  j  dans  le  triangle  BAD  rectangle  en  B, 
on  aura  le  coté  BA  =  25oo,  et  l'angle  opposé  BDA 
=  BMA  =  30'^   80';    d'où    résulte  l'hypoténuse   AD 

=    ■  T. T. .  ^^=^5374™  •  6.  Tirant  de  même  le  diamètre 
6in  BDA  ' 

AE  et  joignant  CE,  on  aura  un  triangle  rectangle 
CAE  dans  lequel  on  connaît  le  côté  AC  =  700©     et 

25 
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l'angle  adjacent  CAEr=:AMC —  loo'rrr  2i"4o';  d'où 

l'on  conclura  AE= ~—--=^nAi5"^. 

cos'  CAE       ' 

Maintenant  si  Ton  tire  MD  et  ME ,  les  deux  angles 
AMJ),  AME,  étant  droits,  la  ligne  DME  sera 
droite.  11  reste  donc  à  résoudre  le  triangle  DAE  dans 
lequel  la  ligne  AM,  dont  il  faut  déterminer  la  gran- 
deui  et  la  position,  est  perpendiculaire  à  DE.  Or, 
dans  ce  triangle  on  a  les  côtés  donnés  AD  =  53y4-t>> 
AE=:r74i5,  et  l'angle  compris  DAE=:BAG  +  CAE 
—  DAB=i  io4°  83  ' .  De-là  on  conclura  l'angle  ADE= 
56"  93  '  ;  et  enfin  par  le  triangle  rectangle  DAM  on 
aura  Ax\I:^-4i90™.  83.  Cette  distance  et  l'angle  BAM 
z=zii'i^  i>j'  déterminent  entièrement  la  position  du 
point  M. 

Nota.  Si  on  veut  calculer  les  mêmes  exemples  au  moyen 
(les  labiés  construites  suivant  l'ancienne  division  du  cercle, 
il  faudra  changer  comme  il  suit  l'expression  des  angles 
donnés  ou  calculés;  du  reste  toutes  les  valeurs  logarith- 
miques cl  celles  des  côlcs  restei'ont  les  mêmes. 

Exemple  i.  Angle  donné  BCEi=:4i"4'  33".  6,  ou  sim- 
plement JiCE=4i"  4'  3o",  cardans  ces  sortes  d'opérations, 
quelques  secondes  de  plus  ou  de  moins  dans  les  angles, 
n'inQuent  pas  sensiblement  sur  les  distances  qu'on  veut 
déterminer.  . 

^jr.u.  Angles  donnés  BAD  =  io3"  55' 55".  2,  BDA— ^6" 
4'  ly".  2,  ABD  =  39"  59' 45".  6,  C  A  D=:35°  i5'  10".  8, 
ADC^riig"  :Si'  49".  2. 

iîx.  m.  Angle  donné  BAC,-=68"   40'  44".   4, 
Angle  conclu  ^(B  +  C)  =  55°  39'  37".  8. 
Angles  calculés  \  (B  —  C)=:29°  8'  24".  7 
B  =  84"  48'  2".  5,  C-^26''  3i'  i3".  ï. 
Ex.  IV.  Angles  donnés  AMB  =  27"  43'  12",  AMCzziioy" 
i5'  36",  Angles  calculésA:^:  i37°  22'  1".  2,  DAE:r=:94" 
20'  49",'-*"  BAM  — 101»  2'  34".  8. 
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Principes  pour  la  résolution  des  triangles 
sphériques  rectangles. 

Lxii.  Dans  tout  triangle  sphérique  rectangle, 
le  rayon  est  au  sinus  de  l'hypoténuse,  comme 
le  sinus  d'un  des  angles  obliques  est  au  sinus  du 
côté  opposé. 

Soit  ABC  le  triangle  sphérique  proposé ,  A  son  Eg.  10^ 
angle  droit,  B  et  C  les  deux  autres  angles  que  nous 
appellerons  angles  obliques ,  et  qui  cependant  pour- 
raient être  droits  l'un  ou  l'autre,  ou  tous  les  deux;  je 
dis  qu'on  aura  la  proportion  R  :  sin  BG  ;  :  sin  B  :  sin.  AG. 

Du  centre  O  de  la  sphère,  menez  les  rayons  OA, 
OB  ,  OG;  prenez  ensuite  OF  égal  au  rayon  des  tahles, 
et  du  point  F  menez  FD  perpendiculaire  sur  OA  la 
ligne  FD  sera  perpendiculaire  au  plan  OAB,  puisque, 
par  hypothèse ,  l'angle  A  est  droit ,  et  qu'ainsi  les  deux 
plans  OAB ,  OAG  sont  perpendiculaires  entre  eux.  Du 
point  D  menez  DE  perpendiculaire  sur  OB,  et  joignez 
EF;  la  ligne  EF  sera  aussi  perpendiculaire  sur  OB, 
et  ainsi  l'angie  DEF  mesurera  l'inclinaison  des  deux 
plans  OBA,  OBG,  et  sera  égal  à  l'angle  B  du  triangle 
ABG.  Cela  posé  dans  le  triangle  DEF  rectangle  en  D  , 
on  a  R  :  sin  DEF  ::  EF:  DF;  or  l'angle  DEF  =  B,  et 
puisque  OF  — R,  on  a  EF=:5mE0F=5m  BG,  DF= 
sin  AG,  Donc  R  :  sin  B  ;  :  sin  BG  :  sin  AG ,  ou 

R  :  sin  BG  :  :  sin  B  :  sin  AG. 

Si  on  appelle  a  Thypoténuse  ou  le  côté  opposé  à  l'angle 
droit  A ,  Me  côté  opposé  à  l'angle  B ,  c  le  côté  opposé 
à  l'angle  G ,  on  aura  donc 

R  ;  sin  a  .  :  sin  B  :  sin  b  .  :  sin  G  :  sin  c , 
ce  qui  fournit  déjà  deux  équations  entre  les  parties  dw 
triangle  sphérique  rectangle. 

95« 
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Lxiii.  Dans  tout  triangle  sphérique  rectangle 
le  rayon  est  au  cosinus  d'un  angle  oblique , 
comme  la  tangente  de  Vhypoténuse  est  à  la 
tangente  du  côté  adjacent  à  cet  angle. 

Soit  toujours  ABC  le  triangle  proposé  rectan- 
gle en  A ,  je  dis  qu'on  aura  R  :  cos  B  ::  tang  JÎG  : 
tang  AB. 

Car  en  faisant  la  même  construction  que  ci-dessus , 

le   triangle    rectangle    DEF    donne    la    proportion 

R  :  cos  DEF  ::  EF  :  ED.  Or  on  a  DEF  =  B,  EF  = 

5m  BG,  OE  =  co5   BG  ,   et  dans  le  triangle  OED 

T.                    T^  T-         O  E  tancr  D  O  E 
rectangle  en  E  ,   on   a    L)  E  r=  j^ = 

cor,  ^Ç,  tang h.^     ^^^^  R  :  C05  B  ::  sin  BG  : 
R  ' 

cos  BC  tang  AB        R  ^m  BC      ^  .  r,  ^    r 

2 :: —  :  tan^;^  AB,  ou  enhn 

R  cos  BC  ^^ 

R  :  cos  B  :  :  tang  B  G  :  tang  A  B. 

Si  on  fait  comme  ci-dessus  BG:=a  et   ABrr:  c 

on  aura  R  :  co5  B   :  :  tang  a  :  tang  c  ,   ou   cos  B  = 

Btanff  c         tangccota       x  *  •      •  i- 

5—  -zzz Le    même      prmcipe     appii- 

tanga  R 

^  R    tang  b 

que    à    l'angle    C  ,    donnera    cos    G  — 


tans  a 


tang  h  cot  a 
R  " 

i.xiv.  Dans  tout  triangle  sphérique  rectangle 
le  rayon  est  au  cosinus  d'un  côté  de  l'angle 
droit,  comme  le  cosinus  de  l'autre  côté  est  au 
cosinus  de  l'hypoténuse. 

fig.  10.       Soit  ABG  le  triangle  proposé  rectangle  en  A ,  je 
dis  qu'on  aura  R  :  cos  AB  ::  cos  AG  :  cos  BG. 

Gar  la  construction  étant  la  même  que  dans  les 
deux  propositions  précédentes  ,  le  triangle  ODF 
rectangle  en  D,  où  l'on  a  l'hypoténuse  OFr=R^ 
on  aura   OD  =  coi   DOF  =  co5   AGj  ensuite   le 
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triangle   ODE    rectangle    en    E  ,   donnera    O  E  = 

OT>  cosDOE        cos  AC  cos  AB     _  ,  ,  . 

=z .    Mais    dans   le    tnan- 

R  R 

gle    rectangle  O  E  F  _,   on   a   O  E  =  co5  B  C  ;   donc 

„  „         cos  A  C  cos  A  B  .  .      ^ 

cos  B  G  =: ,   OU  ,    ce    qui    revient    au 

R 

même , 

R  :  cos  AG  :  :  cos  AB  :  cos  BC. 

Ge  troisième  principe  s'exprime  par  l'équation 
R  cos  a  =  cos  b  cos  c  ;  il  n'est  pas  susceptible  d'en 
fournir  une  seconde  ,  comme  les  deux  précédents  , 
parce  que  la  permutation  faite  entre  b  el  c  n'apporte 
aucun  changement  à  l'équation. 

Lxv.  Au  moyen  de  ces  trois  principes  généraux , 
on  en  peut  trouver  trois  autres  nécessaires  pour  la 
résolution  des  triangles  sphériques  rectangles.  Ges 
derniers  principes  pourraient  se  démontrer  direc- 
tement ,  chacun  par  une  construction  particulière; 
mais  il  est  préférable  de  les  déduire  des  trois  premiers 
par  voie  d'analyse  ,  ainsi  qu'on  va  le  faire. 

T  ,  .  .      ^        R  sin  b  „        R  tang  h 

Les  équations  sin   B  nn  — : ,  cos  G  = 

^  sina  tangti 

.  ,  ,.    .   .         cos  c        tang  b      sin  a 

donnent  par  leur  division  --.   ^^  = — -. — r"  • =^ 

^  sin  li  sin  b      tang  a 

——;  =  (  suivant    le   troisième    principe  )   — — — .    Or» 

a  donc  ce  quatrième  principe 

sin  B  :  cos  G  :  :  R  :  cos  c , 
duquel  résulte  aussi  par  la  permutation  des  lettres 
sin  G  :  cos  B  •:  R  :  cos  b. 

Le    premier    et    le    second    principe     donnent 

.    „  B.  sin  b  R  tanff  c       ,      , ,  i  .  i    • 

sin  B  :  =  — : ,  cos  B  = 2_  •  de  la  on  déduit 

sin  a  tanga 

sin  B  tang  B  sin  b  tang  a  R  sin  b 

cos  B  R  sin  a  tang  c  cos  a  tang  c 

r  ^      A  •   •  V  •       •       \  B."  sin  b 

(  en  vertu  du  troisième  principe)    -, ---:=:i 

'  *■         cos  b  cos  c  tang  c 
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tangb   ~  .         .<  .      .        ,,, 

.       .  Donc  on  a  pour  cinquième  principe  I  equa- 

tion  lang  13  =  — .  ,  ou  I  analogie 

R  :  tang  B  :  :  sin  c  :  tang  b  ] 

d'où  résulte  aussi  par  la  permutation  des  lettres: 
R  :  cang  G  ::  sin  b  :  tang  c. 

Enfin  ces  deux  formules  donnent  tang  B  tang  C=z 

R'  iang  b  tang  c  R*  .  ,  . 

T~ — : — - —  = 7 =  (  en  vertu  du  ti  oi- 

sin  h  sin  c  cos  b  cos  c 

sième  principe)  -.  Donc  R'  =  605  atans;^  iaii£rC. 

^  '     ^  cos  a  z^  o 

ou  cot  B  cot  C  =  R  cos  a  ,  ou 

tajig  B  :  cot  C  :  :  R  ;  cos  a . 

C'est  le  sixième  et  dernier  principe  :  il  n'est  pas 
susceptible  do  fournir  une  autre  équation  ,  parce  que 
la  permutation  entre  C  et  B  n'y  produit  aucun  chan- 
gement, 

n 

Voici  la  récapitulation  de  ces  six  principes  donè 
quatre  donnent  chacun  deux  équations  : 

I,  R  sin  h  zzz  sin  a  sin  B  ,  R  sin  c  =  sin  a  sin  C 

II .  J\.  tangb^i  tang  a  cos  C  ,  R  tang  c  -:=tanga  cos  B 
ÏII.     R  cos  a  m:  cos  b    cos  c  j 

IV.     R  cos  B  =  sin  C  cos  b  ,   R  cos  C  :=.  sin  B  cos  c 
y.      R  tang  b  =  sin  c  tang  B  ,    R  lange  :=^  sin  b  tang  C 
VI.     R   cos  a^  cot  &  cot  C 

Il  eu  résulte  dix  équations  contenant  toutes  les  rela- 
tions qui  peuvent  exister  entre  trois  des  cinq  éléments 
B,  (j,  a,  b,  c;  de  sorte  que  deux  de  ces  quantités 
étant  connues  avec  l'angle  droit,  on  connaîtra  immé- 
diatement la  troisième  par  son  sinus  ,  son  cosinus  ^ 
«a  tangente  ou  sa  cotangente. 

I.XVI.  Il  est  à  remarquer  que  lorsqu'un  élément 
sera  déterminé  par  son  sinus  seulement ,  il  y  aura- 
deux  valeurs  de  cet  élément,  et  par  conséquent  deux 
uùangles  qui  satisferont  à  la  question.    Car  le  même 
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sinus  qui  convient  à  un  angle  ou  à  un  arc,  convient  aussi 
à  son  supplément.  Il  n'en  est  pas  de  même  lorsque 
l'élément  inconnu  sera  déterminé  par  son  cosiruis,  sa 
tangente  ou  sa  cotangenie.  Alors  on  pourra  décider, 
par  le  signe  de  cette  valeur  ,  si  l'élément  dont  il 
s'agit  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  loo"  ;  l'élément 
sera  plus  petit  que  lOO",  si  son  cosinus  ,  sa  tangente 
ou  sa  cotangente  a  le  signe  +  ;  il  sera  plus  grand  que 
I  oo"  ,  si  l'une  de  ces  lignes  a  le  signe  — .  On  pourrait 
aussi  établir  sur  ce  sujet  des  préceptes  généraux  qui 
ne  seraient  que  des  conséquences  des  six  équations 
démontrées. 

Par  exemple,  il  résulte  de  l'équation  R  cos  a==: 
cos  h  cos  c,  que  les  trois  côtés  d'un  triangle  sphérique 
rectangle  sont  tous  moindres  que  loo^  ,  ou  que  des 
tiois  côtés  deux  sont  plus  grands  que  lOO",  et  le  troi- 
sième moindre.  Aucune  autre  combinaison  ne  peut 
rendre  le  signe  de  cos  b  cos  c  pareil  à  celui  de  cos  a , 
comme  cette  équation  l'exige. 

De  même  l'équation  R  tang  c  =.  sin  b  tang  G  ,  où 
sin  b  est  toujours  positif,  prouve  que  tang  G  a  tou- 
jours le  même  signe  que  tang  c.  Donc  dans  tout 
triangle  sphérique  rectangle  un  angle  oblique  ei  le 
côté  qui  lui  est  opposé  ,  sont  toujours  de  la  même 
espèce  ;  c'est-à-dire  ,  sont  tous  deux  plus  grands  ou 
tous  deux  plus  petits  que  loo". 

Résolution  des  triangles  sphériques  rectangles. 

Lxvii.  Un  triangle  sphérique  peut  avoir  trois  angles 
droits,  et  alors  ses  trois  côtés  sont  de  ioo"j  il  peut 
avoir  deux  angles  droits  seulement,  alors  les  côtés  op- 
posés sont  tous  deux  de  loo" ,  et  il  reste  un  angle  avec 
le  côté  opposé  qui  sont  mesurés  l'un  et  l'autre  par  le 
même  nombre  de  degrés.  Ces  deux  sortes  de  triangles 
ne  peuvent,  comme  on  voit,  donner  lieu  à  aucun  pro- 
blême; on  peut  donc  faire  abstraction  de  ces  cas  parti- 
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culiers ,  pour  ne  considérer  que  les  triangles  qui  ont 
un  angle  droit  seulement. 

Soit  A  l'angie  droit,  B  et  C  les  deux  autres  angles 
qu'on  appelle  angles  obliques ,  soit  a  l'hypoténuse 
opposée  à  l'angle  A,  ^  et  c  les  côtés  opposés  aux 
angles  B  et  G.  Etant  données  deux  des  cinq  quantités 
B^  C^  a,  b,  c ,  la.  résolution  du  triangle  se  réduira 
toujours  à  l'un  des  six  cas  suivants. 


PREMIER      CAS. 


Lxviu.  Etant  donnés  l'hypoténuse  a  et  un 
côté  b,  on  trouvera  les  deux  angles  h  et  C  et 
le  troisième  côté  c  par  les  équations 

.     „        R  sin  b            „        tans  b  cot  a  R 

sin  B  =3  — : ,  cos  L  = ,  cos  c  z=:  — 


R  '  rosh 

I/angleC  ne  peut  laisser  aucune  incertitude,  non  plus 
que  le  côté  c;  quant  à  l'angle  B,  il  doit  être  de  même 
espèce  que  le  côté  donné  b. 


DEUXIEME      CAS. 


Lxix.  Etant  donnés  les  deux  côtés  de  V angle 
droit  h  et  c ,  on  trouvera  l'hypoténuse  a  et  les 
angles  B  e^  C  par  les  équations 

cos  b  cos  c  R  tanff  b  R  tans  c 

cos  a=  ,  tangB=z ,  tangC  = ; — ' 

R  sin  c  si/1  b 

Il  n'y  a  dans  ce  cas  aucune  ambiguïté. 

TROISIÈME      CAS. 

Lxx.  Etant  donnés  l'hypoténuse  a  et  un  angle 
B ,  on  aura  les  deux  côtés  h  et  o,  et  l'autre  angle 
C  par  les  équations 

sin  a  sin  B  tanga  eb.<"B  cos  a  tangB 

sin  bz=. ,  taneczzz ,  co?C= ^-— 

,      R  ^  R  R 

Les  éléments  c  et  G  sont  déterminés  sans  ambiguité 

par  ces  formules  ;  quant  au  côté  ^,  il  sera  de  m«me 

espèce  que  l'angle  B. 
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QUATRIÈME      CAS. 

Lxxi.  Etant  donné  le  côté  de  V angle  droit  b 
avec  V  angle  opposé'^,  on  trouvera  les  trois  autres 
éléments  a ,  c  et  Q.  par  les  formules 

R  sin  h  tans;  b  cot  B        .  R  cos  B 
-■ ^                     sin  C  — 


sin  B  R  cos  h 

Dans  ce  cas^  les  trois  éléments  inconnus  sont  déter- 
minés par  des  sinus,  ainsi  la  question  est  susceptible 
de  deux  solutions.  Il  est  évident  en  effet  que  le  trian- 
gle ABC  et  le  triangle  AB'C  sont  tous  deux  rectan-  ^  "* 
gles  en  A,  ont  tous  deux  le  même  côté  AC:=:^  et  le 
même  angle  opposé  B=:B'.  Au  reste,  les  valeurs 
doubles  doivent  se  combiner  de  manière  que  c  et 
C  soient  de  la  même  espèce;  ensuite  l'espèce  de  c  et 
h  détermine  celle  de  a  par  l'inspection  de  la  formule 
cos  b  cos  c=R  cos  a,  mais  la  valeur  de  a  se  déter- 

,.  !•. ,  •  .  R  sin  b 

minera  directement  par  1  équation  sm  a=  — ■. — — -• 

*■  *  sin  B 

CINQUIÈME     CAS. 

Lxxii.  Etant  donné  un  côté  de  V angle  droit  h 
avec  V angle  adjacent  C  ,  on  trouvera  les  trois 
autres  éléments  a ,  c ,  B  ,  par  les  formules 

cot  b  cos  C  sin  b  tangC  cos  b  sin  C 

cot  arzz ,  tar.src-=z ,  cosaz=i. . 

R  ^  R         '  R 

Dans  ce  cas  il  ne  peut  rester  aucune  incertitude  sur 

l'espèce  àes  éléments  inconnus. 

SIXIÈME     CAS. 

Lxxiii.  Etant  donnés  les  angles  obliques  \^  et 
C ,  on  trouvera  les  trois  côtés  a ,  b  ,  c  ,  par  les 
formules 

cot  1&  cot  C  R  co^  B  R  cos  C 

cos   a      :  ■■  ,  cos  b  rzz: ,  cos  c  =z  . 

R  sin  C  sin  B 

Ll  dans  ce  cas  il  ne  reste  encore  aucune  incertitude' 


fife'.  I  ». 


3^4  TRIGONOMÉTniE 

REMARQUE. 

Lxxîv.  Le  triangle  sphérique  dont  A,  B,  (j ,  sont 
les  angles,  et  a  ^  h ,  c  les  côtés  opposés  ,  répond  tou- 
jours à  un  triangle  polaire  dont  les  angles  sont  sup- 
pléments des  côtés  a ,  b ,  c,  et  les  côtés  suppléments 
des  angles  A  ,  B  ,  C  ;  de  sorte  que  si  on  appelle 
A',  B',G',  les  angles  du  triangle  polaire,  et  a',  b' ,  c' , 
les  côtés  opposés  à  ces  angles,  on  aura 

A'=:  200  '  —  a ,  B'^^  200*^  —  b ,  G'r=  200"  —  c 

a'  :=.  200'^ A,  Z»'==:  200" B,  c'=  200^ C. 

Cela  posé,  si  un  triangle  sphérique  a  un  côté  a  égal 
au  quadrant,  il  est  visible  que  l'angle  correspondant 
A'  du  triangle  polaire  sera  droit,  et  qu'ainsi  ce  trian- 
gle sera  rectangle.  Donc  les  deux  données  qu'on  doit 
avoir,  outre  le  côté  de  100'* ,  pour  résoudre  le  triangle 
proposé,  serviront  à  trouver  la  solution  du  triangle 
polaire,  et  par  suite  celle  du  triangle  proposé.  On 
pourrait  tirer  de  là  des  formules  semblables  aux  pré- 
cédentes pour  résoudre  directement  les  triangles 
spliériques  qui  ont  un  côté  de  100". 

Un  triangle  isoscèle  se  partage  en  deux  triangles 
rectangles  égaux  dans  toutes  leurs  parties  ,  ainsi  la 
résolution  des  triangles  sphériques  isoscèies  dépend 
encore  de  celle  des  triangles  sphériques  rectangles. 

Soit  ABC  un  triangle  sphérique  ,  tel  que  les  deux 
côtés  AB,  BC  soient  suppléments  l'un  de  l'autre;  si 
on  prolonge  les  côtés  AB ,  AC  jusqu'à  leur  rencontre 
en  D,  il  est  clair  que  BC  et  BD  seront  égaux  comme 
étant  suppléments  d'un  uièaie  côté  AB  ;  d'ailleurs  il 
est  visible  que  les  parties  du  triangle  BCD  étant  con- 
nues, on  connaît  celles  du  triangle  ABC  qui  est  le 
reste  du  fuseau  AD  ,  et  vice  versd.  Donc  la  résolution 
du  triangle  ABC  ,  dans  lequel  deux  côtés  font  en- 
semble 200",  se  réduit  à  celle  du  triangle  isoscèle 
BCD,  ou  à  celle  du  triangle  rectangle  BDE  qui  est  la. 
moitié  de  CBD. 
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Lorsque  les  deux  cotés  AB ,  BC,  sont  suppléments 
l'un  de  l'autre,  il  faut  que  les  angles  opposés  ACB , 
BAC,  soient  aussi  suppléments  l'un  de  l'autre;  car 
BCD  est  supplément  de  BGA  ;  or  BCD— D=A.  Donc 
on  ne  peut  avoir  a-hc  =  200",  sans  avoir  en  même 
temps  A  H-  Gr=200",  ce  qui  est  réciproque. 

De  là  on  voit  que  la  résolution  des  triangles  sphé- 
riques  rectangles  comprend  ,  r°  celle  des  triangles 
sphériques  qui  ont  un  côté  égal  au  quadrant;  2"  celle 
des  triangles  sphériques  isoscèles;  3°  celle  des  trian- 
gles sphériques  dans  lesquels  la  somme  de  deux  cotés 
est  de  200",  ainsi  que  celle  des  deux  angles  opposés. 

Principes  pour  la  résolution  des  triangles 
sphériques  en  général. 

Lxxv.  Dans  tout  triangle  sphérique  les  sinus 
des  angles  sont  comme  les  sinus  des  côtés  opposés. 

Soit  ABC  un  triangle  sphérique  quelconque,  je  dis    fig-  i^- 
qu'on  aura  siii  B  :  sin  G  ::  sin  AG  :  siri  AB. 

Du  sommet  A  abaissez  l'arc  AD  perpendiculaire 
sur  le  côté  opposé  ^Ç..,  les  triangles  rectangles  ABD, 
AGD  donneront  les  proportions 

sin  B  :  R  ::  sin  AD  :  sin  AB 
R  :  sin  G  ::  sin  AG  :  siji  AD. 

Multipliant  ces  deux  proportions  par  ordre  et  omet- 
tant les  facteurs  communs,  on  aura 

sin  h:  sin  Ça  ;:  sin  AG  :  sin  AB. 

Si  la  perpendiculaire  AD  tombait  au  dehors  du  triau-  fig.  f^ 
gle  ABG,  on  aurait  les  deux  mêmes  proportions 
dans  l'une  desquelles  sin  G  désignerait  sin  AGD; 
mais  comme  l'angle  AGD  et  l'angle  AGB  sont  sup- 
pléments l'un  de  l'autre,  leurs  sinus  sont  égaux; 
ainsi  on  aurait  toujours  sin  B  :  sin  G  ::  sin  AG  :  sin 
AB. 
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Soient  a,b,  c,]es  côtés  opposés  aux  angles  A,  B,  C» 
chacun  à  chacun,  on  aura,  suivant  cette  proposition, 
5m  A  :  sin  a  ::  siri  B  :  sin  h  ::  siri  C  :  sin  c;  ce  qui 
donne  la  double  équation  : 

sin  A    sin  B    sin  C 
sin  a         sin  h  sin  r 

Lxxvi.  Dans  tout  triangle  sphérique  le  cosinus 
d'un  angle  est  égal  au  quarré  du  rayon  multi- 
plié par  le  cosinus  du  côté  opposé  ^  moins  le 
produit  du  rayon  par  les  cosinus  des  cotés  adja- 
cents, le  tout  divisé  par  le  produit  des  sinus  de 
ces  méuies  côtés  :  c'est-à-dire  qu'on  a  pour  l'an- 
,  7  /^        R'co.vc — l^cosacosb 

crie  c ,  par  exemple ,  cos  L.  = —. ; • 

On  aurait  semblablement  pour  les  deux  autres 
a  —  R  cos 
sin  b  sin  c 


R' COA  rt  —  'Rcosbcosc 

angles,  cos  A  = — ; ,  et  cos  B 


R'  COS  b  —  R  cos  a  cos  c 


sin  a  sin  c 


%..5. 


Soit  ABC  le  -triangle  proposé  dans  lequel  on  fait 
BG  =  <z,  AG  =  ^,  AB  =  c.  Du  point  O,  centre  de 
la  sphère,  tirez  les  droites  indéfinies  OA,  OB,  OC; 
prenez  OD  à  volonté,  et  par  le  point  D,  menez  DE 
dans  le  plan  OC  A  et  DF  dans  le  plan  0GB,  toutes 
deux  perpendiculaires  à  OD,  lesquelles  rencontrent 
en  E  et  F  les  rayons  OA,  OB,  prolongés  j  enfin 
joignez  EF. 

L'angle  D  du  triangle  EDF  est  par  construction 
la  mesure  de  l'angle  que  font  entre  eux  les  plans 
OC  A,  0GB,  ainsi  l'angle  EDF  est  égal  à  l'angle  C 
du  triangle  sphérique  ACB  :  or  dans  les  triangles 
DEF,OEF,ona* 

cas  EDF DE  +  DF  — ÎËf' 

R        ~~         2D  ËTdTf 
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cos-  E  O  F  _  5Ë +  QF  —  Ëf' 
R         ~"         2OE.OF 

Prenant  dans  la  seconde  la  valeur  de  EF,  et  la 
substituant  dans  la  première,  on  aura 

— ^       — '       — "       — '  C03VOV 

toj  EDF,     DE  +  DF— OE  — OFH- 2OE.  OF  — ^ — 


R         ~  2DE.DF 

Or  ÔË  — DE'— ÔD'et  OF  — Df'— Ôd',  on  a  donc 

,,^^       OE.OF.co^EOF  — Ôd'.R. 
^os^T)F=-^ j^^-^p 

11  ne  s'agit  plus  que  de  substituer  dans  cette  équation 
les  valeurs  relatives  au  triangle  spbérique  :  or  on  a 

r...^  ^      T^^T.  »  r.  OE  R 


"^    DE         sin  DOE 

R 

OF                 R                    R         OD         ro.vDOE 

.Sin  b' 

DF         sin  DOF         sin    tj'   BE         sin  DOE 

cos  b 
sin'b  ' 

OD  _  cos  DOF  cos/i 

BF  ~  sin  BOF  ^  sin  a        °"*^ 

^         R'  cos  c  —  R  cos  a  rns  h 

COS  C  =1-  : ; . 

Sin  a  sin  0 

Ce  principe  ,  qui ,  étant  appliqué  successivement 
aux  trois  angles,  fournit  trois  équations,  suffît  pour 
la  résolution  de  tous  les  problêmes  de  la  trigono- 
métrie sphérique  :  il  a ,  par  rapport  aux  triangle 
sphériques,  la  même  généralité  que  le  principe  de 
i'art.  XLV,  par  rapport  aux  triangles  plans.  En  effet, 
puisqu'on  a"  toujours  trois  éléments  donnés  par  le 
moyen  desquels  il  faut  déterminer  les  trois  autres, 
il  est  clair  que  ce  principe  donne  les  équations  né- 
cessaires pour  résoudre  le  problême;  équations  qu'il 
appartient  à  l'analyse  de  développer  ultérieurement, 
pour  en  tirer,  suivant  les  différents  cas,  les  formules 
les  plus  simples  et  les  mieux  adaptées  au  calcul  loga- 
rithmique. 
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r.xxvii.  Puisque  le  principe  tient  nous  parlons  est 
absolument  général ,  il  doit  renfermer  tous  les  autres 
principes  relatifs  aux  triangles  sphériques,  et  notam- 
ment le  principe  du  n"  lxxv.  C'est  ce  qu'il  est  facile 
de  vérifier. 

„        ^p      , ,  ,  .  „  ros  c  —  il  cos  a  cos  h 

hn  eiiet  l  équation  cos  Ci  zzr -, ^ — ; 

^  sm  a  un  b 

donne  R^  —  cos  '  G  ou  sin"^  G  =z 

n  '  sin  '  a  sin  '  i—  El  '  co.s^a  cos  '  ^  +  2  R  '  cos  a  cos  h  cos  c— R  *  cos  '  c 

s  in' a  sin^  b 
Or  sin'  a  sin'  Z>  =  (R'  —  cos'  a)  (R^  —  cos'  b)  rir 
R* — R'  cos""  a  —  R'  cos*  b-\-cos'  a  cos'  b.  Donc  en 
substituant  et  extrayant  la  racine,  on  aura 

R 

j  ^  __ \^'  (V».'' —2t.*  cos'  a—\k'  cos'  b—K^  cas'  c-^iKcos  a  cos  hcosc) . 

sin  a.  sin  b 

Soit  pour  abréger  Z  = 
j//R< — K' cos' a  —  R'coi'  b  —  R'  cos'  c-\-i  Wcosacosbcosc)-, 
on  aura  donc 

RZ  sinC  RZ 


sin 


G  =1— —r—;  ,  OU 


sin  a  sin  h  '         sin  c         sin  a  sin  b  sin  c 

Les  valeurs  de  cos  A  et  de  cos  B  donneraient  sem- 

blablenient 

sin  A R  Z  .««  R  _  R  Z 

sin  a        sin  a  stn  b  sin  c  '  sin  b        sin  0  sin  b  sin  c 

car  la  quantité  Z  ne  change    pas,   lorsqu'on   fait  la 

permutation  entre  deux  des  quantités  a,b,c\  donc 

sin  A        sin  B        sin  C  .  ,  .      .  , 

on  a—: —  rzr -^ — -  =r — ■. —    ce  (  ui  est  le  principe  du 
sin  a         sin  b         sin  c  -  '  ^ 

n°  LXXV. 

Lxxviii.  Les  valeurs  que  nous  venons  de  trouver 
pour  cos  G  et  sin  G,  peuvent  servir  à  trouver  les 
angles  d'un  triangle  sphérique  dont  on  connaît  les 
trois  côtés  5  mais  il  existe  d'autres  formules  plus  com- 
modes pour  le  calcul  logarithmique. 

En   l'Ilot,  si   dans   la   formule   R'  —  R  cos  G  = 


sPHÉRiQXJiî.  '6yy 

j»  sîn'-C^  on  substitue  la  valeur  de   cos  C,     on   aura 

a  sin  '  \  C  coy  C        cos  a  cos  b-\-sin  a  s  in  h  —  Rco^  c 

R"  R  i7"«  «  Ai«  è 

Le    numérateur    de     cette    expression    se    réduit   à 

Il  cos   (a — b')  ■ — R    cos  c  ;  or,  d'après  la  formule 

U  coj  ^7  —  il  cos /?  11=  2 5m ^  {p-\-^)  sin-  {p  —  7 ) *^  o" 

trouve  R  C05  (rt — ^) — Rcoj>c  =  2    sin^  [c  —  b-\-a) 

sin^  {c — a  +  Z»)  ;  donc 

.     /c-i-b  —  a\     .     /^c-\-a  —  h\ 
sin  {  )  sin  { ) 

\     a     y      \     2     y. 


sin 


—  sin —  I 


ou  sin^  C=  R  l/ 

'  sin  a  sin  h  ' 

Il  est  évident  qu'on  aurait  des  formules  semblables 
pour  exprimer  sin- A  et  sin~;B^  par  le  moyen  des 
trois  côtés  a^  b ,  c. 

Lxxix.  Le  problême  général  de  la  trigonométrie 
phérique  consiste  ,  comme  nous  l'avons  déjà  dit  , 
à  déterminer  trois  des  six  quantités  A ,  B ,  C , 
a ,  b ,  c ,  par  le  moyen  des  trois  autres.  11  est  né- 
cessaire, pour  cet  objet,  d'avoir  des  équations  entre 
quatre  de  ces  quantités,  prises  de  toutes  les  manières 
possibles  5    or  ,    six    quantités    combinées    quatre    à 

6.5 
quatre  ou  deux  à  deux,  donnent  — -  ou  i5  combi- 
naisons, ainsi  il  y  aura  quinze  équations  à  former; 
mais  si  on  ne  considère  que  les  combinaisons  essen- 
tiellement différentes,  ces  quinze  équations  se  rédui- 
sent à  quatre. 

En  effet,  on  a,  i"  la  combinaison  abc  A,  qui 
«omprend  par  la  permutation  des  lettres,  abcA^ 
tt  ^  6  B ,  c  Z»  c  G  ; 

2"  La  combinaison  a^AB,  d'oii  résultent  aZ»AB, 
hcJi(\,  acAG; 
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3"  La  ooni])inaison  aZ»  AC,  qui  comprend  les  six 
rt^AC,  fl^BC,   acAB,   acBC,  Z»cAB,   ^cAC; 

4^*  Enfin,  la  combinaison  aABG,  qui  comprend 
les  trois  aABG,  bABC,  cABC. 

Il  y  a  donc  en  tout   quinze    combinaisons,  mais 

il  n'y  en  a  que  quatre  essentiellement  différentes. 

_  , ,          .                  .          R  ^  cos  a  —  R  cos  b  cos  c, 
Lxxx.  L  équation  cos  A  =  : — ; — -. 

'■  sin  b  sin  c 

représente  déjà  la  première  combinaison  abc  A  et 
celles  qui  en  dépendent. 

Pour  former  l'équation  qui  répond  à  la  combi- 
naison aZ>AB,  il  faut  éliminer  c  des  deux  formules 
qui  donnent  les  valeurs  de  cos  A  et  cos  B  ;  mais  l'éli- 
mination a  déjà  été  faite  (lxxvii),  et  le  résultat  est 
sin  A  sin  B 
sin  a        sin  b 

La  troisième  combinaison  se  forme  de  la  relation 
entre  a,  b,  A,  C;  pour  cela  ayant  les  deux  équa- 
tions 

cos  A  sin  b  sin  c  =  R'  cos  a  —  Il  cos  b  cos  e, 
cos  G  sin  b  sin  a:=zK'  cos  c  —  R  cos  b  cos  a, 

on  en  éliminera  d'abord  cos  c,  ce  qui  donnera  R  cos  A 

sin  c  -+-  cos  G  sin  a  cos  b  =:h.  cos  a  sin  b  :  mettant 

,  11       •   i  1  •  sin  a  sin  C 

ensuite  dans  celle-ci  la  valeur  sin  c=i :-— — ,  on 

sin  A 

aura  pour  la  troisième  combinaison 

cot  A  sin  G  -f-  cos  G  cos  b  =: cot  a  sin  b  (i). 

(  I  )  Pour  retenir  aisémeut  cette  formale  et  la  retrouver  aa  besoin  , 
voici  une  règle  de  Mnémonique  : 

1°.  Avec  un  côté  a  et  l'angle    opposé   A, 
Avec  un  autre   coté  h   et  l'angle  adjacent  C, 

formez  l'équation  fictive  cota  cotA=:i  cotb  cofC,  en  observant  de 
mettre  le»  petites  lettres  avant    les  grandes. 

a°  Mnlliplier  de  part  et  d'antre  par  sin  b  finC,  en  suppu.saut 
'e  rajou  K  :^  i  ,   vous  aurez 
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Enfin ,  pour  avoir  la  relation  entre  A ,  B ,  C ,  a , 
j'observe  que  dans    l'équation  précédente    le  terme 

.     ,        „  iin  b        „  sin  B      , 

cot  a  sin  c>  =  K  cos  a.  —. — =  rx  cos  a  — — -  :  donc , 
sin  a  sin  A 

en  multipliant  cette   équation  par  sin  K,  on  aura 
R  cos  A  sin  C  rzr  R  cos  a  sin  B  —  sin  A  cos  C  cos  b. 
Si  dans  cette  équation  on  permute  entre  elles  les  let- 
tres A  et  B ,  ainsi  que  aet  b^  on  aura 

R  cos  B  sin  C  =  R  cos  b  sin  A  —  sin  B  cos  C  cos  a. 
Et  de  ces  deux-ci  on  tire ,  en  chassant  cos  b , 
R  "  C05  A  5Ï/2  C  4-  R  C05  B  5m  G  cos  G  iz=  cos  a  sin  Bsin""  G 
Donc  enfin 

R  '  cos  A  -h  R  cos  B  cos  C 

cos  a=: ■    p    ■    ^, . 

sin  R  scn  C 

C'est  la  relation  cherchée  entre  A,  B,  G,  at,  ou  la 
quatrième  deS'  équations  nécessaires  pour  la  résolu- 
tion des  triangles  sphériques. 

Lxxxi.  Cette  dernière  équation  entre  A,  B,  G,  a, 
offre  une  analogie  frappante  avec  la  première  entre 
a,  b,  c,  A:  et  on  peut  rendre  raison  de  celte  ana- 
logie par  la  propriété  des  triangles  polaires  ou  sup- 
plémentaires. En  effet,,  on  sait  que  le  triangle  dont 
les  angles  sont,  A^  B,  C,  et  les  côtés  opposés  a^b^  c, 
répond  toujours  à  un  triangle  polaire ,  dont  les  côtés 
sont  200°  —  A,  2oo° — B,  aoo*^ —  C,  et  les  angles 
opposés  200"  —  a,  200^*  —  Z>,  200° — c.  Or  le  prin- 
cipe de  l'article  lxxvi  étant  appliqué  à  ce  dernier 
triangle ,  il  en  résulte 


cot  a  sin  b  cot  A  sin  C  "^zcos  b  cos  C. 
3*  Dans  le  premier  membre ,  séparez  les  petites  lettres  des  grandes, 
en  mettant  à  celles-ci  le  signe — vons  aurez  l'équation  vraie 

col  a  sin  b  —  cot  A  sin  C  =:  cos  b  cos  C  , 
laquelle  étant  homogène   aura    lien,  même   s.ins  supposer  R  3=   i. 

26 
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R ' to.y (20o°-A)-Rco,v (20o"-B)co.y;^2oo"- € 

'  ,«/î('20()     —  B)^f/i(200"  — C) 

ce  qui  se  réduit  à 

R  '  cos  A  +  R  cos  B  cas  C 
s  in  li  sin  C 

ainsi  que  nous  l'avons  trouvé  par  une  autre  voie. 

Cette  formule  résout  immédiatement  le  cas  où 
l'on  veut  déterminer  un  côté  par  le  moyen  de  trois 
anoles  ;  mais ,  pour  avoir  une  formule  plus  com- 
mode pour  le  calcul  logarithmique,  on  substituera 

la   valeur    de   cos   a   dans    l  équation    i —  = 

'i.sjn'^  ^a  .    ,  sin'-^a 

i— ,  ce  qui  donnera  — ç— —  = 

R'       '         1  R' 

sin  R  ."■/?  C  -  cos  B  cos  C  -  R  cos  A -  R  co^  (B  -}-  C)  -R  cos  A 

7,  sin  B  sin  C  2  sin  B  sin  C 

Et  parce   qu'on   a  en  général*  K  cos  p -\- "^  cos  q  :=■ 
2  cos  ^  ( T'  +  7  )  C05  ^  {p  —  7)7   oette    équation   se 
réduit  à 
sin'  i  «  __  —  co^T  (  A  +  B  +  C  )  co"  j  (  B  +  C  —  A), 

R^  sin  R  sin  C 

OÙ  il  faut  observer  que  le  second  membre  ,  quoi- 
que sous  une  forme  néj^ative ,  est  néanmoins  tou- 
jours positif.  Car  on  a  en  général  sin  [x  —  100^')  = 
sin  X  cos  100" —  cos  x  sin  100° 


R 


cos  X    donc 


—  cos\  (A  +  B-+-C)=5m(^-tLl±^_,oo°^ 

quantité  qui  est  toujours  positive ,  parce  que  A  H-  B 
+  C  étant  toujours  compris  entre  200°  et  600°,  l'an- 
gle ^(A  +  B-f-C)  —  loo"  est  compris  entre  zéro  et 
îiiOG^j  d'ailleurs  cos^  (B  H-  C— -  A)  est  toujours  po- 
sitif, parce  que  B  +  C  —  A  ne  peut  pas  surpa-rser 
200°  j  en  effet  dans  le  triangle  polaire  le  côté  200** 

—  A  est  plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres 
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200''  —  B ,  200"  —  G  ;  donc  on  a  200"  —  A  <  400^'  —  B 
—  G,  ou  B  +  G  —  A<20o". 

Etant  ainsi  assuré  que  le  résultat  sera  toujours 
positif ,  on  aura ,  pour  déterminer  un  côté  par  le 
moyen  des  angles,  la  formule 

L  A  +  B  +  C         B4-C  — A) 

/  1  —  cos  — — — —  cos f 

sm  ^  a  =z  K  \/  <  7.  7.  ^ 

'  sin  B   sin  C  } 

Lxxxii.  Avant  d'aller  plus  loin,  nous  remarquerons 

que  de  ces  formules  générales ,  on  peut  déduire  celles 

qui  concernent  les  triangles   sphériques   rectangles. 

Pour  cet  effet ,  on  fera  A  :=  1 00" ,  tant  dans  les  quatre 

formules  principales  que  dans  celles  qui  en  dérivent 

par  la  permutation  des  lettres.  Et  d'abord  l'équation 

cos  A  sin  b  sin  c  =:::  R'  cos  a  —  R  cos  b  cos  c,  donnera 

par  cette  substitution 

Kcos  a:rzzcos  b  cos  c.  (i) 

Les  dérivées  de  î'équation  générale  ne  contiennent 

point  A,  et  ainsi  ne  donnent  aucune  relation  non*. 

velle  dans  le  cas  de  A:^::  loo». 

_ ,  .         sin  A        sin  B       ,  ,  , 

L  ecfuation =rz donne   dans    le    cas   ue 

^  un  a        sin  f? 

Ar=  lOO», 

R  sinB  .  ^ 

=  -r— 7.  (2) 

s  in  a        sin  b  ^   ' 

_,    ,      ,  ,  .    ,     sin  A        sin  C      ,  •     ,     , 

ht  la  dérivée  — — =: ,  donnerait  également 

sin  a        sin  c  ^ 

R  sinC  •         11       •  11  *  i  ,  •     > 

— —  ::=  —. —  ;  mais  celle-ci  est  elle-même  une  denvee 
stn  a        sin  c 

de  l'équation  (2), 

L'équation  cot  A  sin  C  -|-  cos  C  cos  b  =  cot  a  sin  b  , 

donne  dans  le  cas  de  A  =  100°,  cos  G  cos  bz=  cot  a 

sin  b,  ou 

cos  G  tang  a  r=:  R  tang  b.  (3) 

La  dérivée  cot.  G  %in  A  -f-  cos  A  cos  b=zcot  c  sin  b^ 

donne  dans  le  même  cas,  R  cot  C  =  cot  c  sin  b,  ou 

R  fang  c=zsin  b  tang  G.  (4} 
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Enfu!  la  quatrième  équation  principale  sin  B  sin  G 
cos  a  =  R"  cos  A  +  R  cos  B  cas  G ,  et  sa  dérivée  sin  A 
sin  C  cos  i  =  B.'  cos  B  4-  R  cos  A  cos  G ,  donnent  dans 
le  cas  de  A  =  loo",  sin  B  5m  C  cos  û— .-  Rco5  B  co5  C 
et  sin  C  co5  ^  m:  R  co5  B ,  ou 

cot  B  cot  G  =r:  R  cos  a,  (5) 

sin  G  C05  ^  =r  R  co5  B.  (6) 

Ce  sont  les  six  équations  sur  lesquelles  la  résolution 
des  triangles  rectangles  est  fondée. 

Lxxxiii.  Nous  terminerons  ces  principes  par  la 
démonstration  des  Analogies  de  ISéper ,  qui  servent 
à  simplifier  plusieurs  cas  de  la  résolution  des  triangles 
sphériques. 

Par  la  combinaison  des  valeurs  de  cos  A  et  cos  G 
exprimées  en  a ,  h ,  c ,  nous  avons  déjà  obtenu 
l'équation  *  ^ 

R  cos  A  siji  c  m:  R  cos  a  sin  b  —  cos  G  sin  a  cos  h. 
Gelle-ci  donne  par  une  simple  permutation  : 

R  cos  B  sin  c  =  R  cos  h  sin  a  —  cos  G  sin  b  cos  a. 

Donc  en  ajoutant  ces  deux  équations,  et  réduisant, 

on  aura 

sin  c  {cos  A  -h  cos  B)  =  (R  —  cos  G)  sin  (a  +  b). 

T--  .  .  sin  c        sin  a        sin  h 

Mais  puisque  -r-  .,  =  — — -  =  -^ — =r ,  on  a 
^         *       sin  L        sin  A        sm  B 

sin  c  [sin  A-{-  sin  B )  :=: sin  G  ( sin  a  -+-  sin  b  ) 

et  sin  c  {sin  A  —  sin  B)  =  5/«  G  {sin  a  —  sin  b). 

Divisant  successivement  ces  deux  équations  par  la 

précédente,  on  aura 

sin  A-^sin  B sin  C         sin  a --{-sin  b 

cosA-\~cosB        R  —  cos  C'  sin{a-[-b) 
sin  A — sin  B  sin  C  sin  a  —  sin 


cos  A 4- cos  B        R  —  cos  C  *  sin{a-\-b) 

Et  en  réduisant  celles  -  ci  par  les  formules  des  arti- 
cles xxix  et  XXX ,  il  viendra 
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t:ans~(k~{-  '&)=LCot{C  ''- — ~ — -^x 

Donc  étant  donnés  les  deux  côtés  a  ei  h  avec  l'angle 

compris  G,  on  trouvera  les  deux  autres  angles  A  et  B 

par  les  analogies , 

cos\  [a  -\-  b)  :cos^{a  —  b)  ::  cot^C:tang{{A  +  B) 

sin  ^  (a  -\-  b)  :  sin^  (a  —  b)  :  :  cot{  G  :  tang^  (A  —  B) . 

Si  on  applique  ces  mêmes  analogies  au  triangle  po- 
laine  du  triangle  ABG,  il  faudra  mettre  200°^ — A,* 
200" — B,  200"  —  a,  200°  —  b,  200°' — c,  à  la  place 
de  a,  Z>,  A,  B,  G,  respectivement,  et  on  aura  pour 
résultat  ces  deux  analojîies 

C05  ^  (  A  +  B)  :  cos  ^  (A  —  B)  :  :  tang\  c  :  tang  -^[a-\-b) 
sin  ^  (A  +  B)  :  sin  \  (A  • —  B)  :  :  tang  '-  c  :  tang  ~{a  —  ^) , 

au  moyen  desquelles,  étant  donnés  uîi  côté  c  et  les 
deux  angles  adjacents  A  et  B^  on  pourra  trouver  les 
deux  autres  côtés  a  et  b.  Ges  quatre  proportions  sont 
connues  sous  le  nom  A^ Analogies  de  Néper. 

Résolution  des  triangles  sphériques  en 
général. 

La  résolution  des  triangles  sphériques  comprend 
six  cas  généraux ,  que  nous  allons  développer  suc- 
cessivement. 

PR£MI£R    CAS. 

Lxxxiv.  Etant  donnés  les  trois  côtés  a,  b,  c, 
on  trouvera  un  angle  quelconque,  par  exemple^ 
l'angle  A  opposé  au  côté  a ,  par  la  formule  : 


tA  =  11\/ 


•c    .    a-\-c — /> 

—  sin 


iin  b  sin  c 
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DEUXIÈME    CAS. 

i.xxxv.  tétant  donnés  deux  côtés  a  et  b  avec 
V angle  A  opposé  à  l'un  de  ces  côtés,  trouver  le 
troisième  côté  c  et  les  deux  autres  angles  B  ef  C, 

I"  L'angle  B  se  trouvera  par  l'équation  sin  6:= 
sin  A  sin  b 

sin  a 

2"  Pour  avoir  l'angle  C  ,  il  faut  résoudre  l'équation 
cot  A  sin  C  -I-  cos  C  cos  b  =:  cot  a  sin  b. 
Soit  pris  pour  cet  effet  un  angle  auxiliaire  9  de  ma- 

1  •  ^         ^o.v  b  tansr  A  . 

nieie  qu  on  ait  tans,  ?  = — - — ^- " — ,  ou  cot  A  m 

cos  b  cos  9 

- — T—- — ;  cette  valeur  de  cot  A  étant  substituée  dans 

sm  <p       ' 

(équation  a  résoudre,  donne  -: — -  (cos  ?  sin  L  -h 
'  sin  9    ' 

.vm  9  cos  G  )  =  co/^  a  i/«  Z»^  d'où  l'on  tire 

.     /  ^  N         tane;^  b  sin  <p 

Sin  (C  +  9)  — -. 

Par  cet  artifice,  on  voit  que  les  deux  termes  inconnu* 

dans  l'équation  proposée  se  réduisent  à  un  seul ,  d'om 

il  est  facile  de  tirer  l'angle  C. 

3"  Le  côté  c  se  trouvera  par  l'équation 

sin  a  sin  C 
Sin  c:=z  ^ — - — . 

sin  A 

On  peul  aussi  le  déterminer  directement  par  la  ré- 
solution de  l'équation  : 

R  cos  b  cos  c  -\-  cos  A  sin  b  sin  cz:=R'  cos  a. 

-,                     _             .              A       •      I         ^  cos  b  sin^ 
Foui   cet  eliet,  soit  cos  A  sin  b  :=^ ,  ou 

cos  A  tang  b 

— '■ —  [cos  c  cos  9  -f-  sin  c  sin  9)  =::  R  cos  a.  Donc,  ck 

cos  9  ^  ^  ^  ^ 

«iherclîant  d'abord  l'auxiliaire  9  par  l'équation  tang^^ 


tang  9  z=. — ^^— ,  on  aura 
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cos  A  tansr  b  i       *    >  n  / 

:^ — 2—,  OU  aura  le  cote  c  par  l  équation 


,  ,         cos  a  cos 

COS  (  C ^)=z 


cos  b 

Ce  second  cas  peut  avoir  deux  solutions ,  ainsi  que 
le  cas  analogue  des  triangles  rectilignes. 

TROISIÈME    CAS. 

Lxxxvi.  Étant  donnés  deux  côtés  neth  a^'ec 
r angle  compris  C,  trouver  les  deux  autres  angles 
A  et  B  et  le  troisième  côté  c. 

1"  Les  angles  A  et  lî  se  trouvent  par  ces  deux 
équations 

.  cet  a  sin  b  —  cos  C  cos  b 

cor.  A  = . — . 

sin  C 

_         cot  b  sin  a  —  cos  C  cos  a 

cot  R  =1 , 

sin  C  ' 

dans  lesquelles  les  seconds  membres  pourraient  être 

réduits  à  un  seul  terme ,  au  moyen  d'un  auxiliaire; 

mais  il  est  plus  simple ,  dans  ce  cas ,  de  se  servir  des 

analogies  de  Néper,  qui  donnent 

A — -B  ,^    sin\(a  —  b\ 

taUB  =:  COt-L..  -T—r-, rr 

2  sin\\^a-\-b) 

A-f-B  ,  ,,    cos\[a  —  b\ 

tans =  co/^-C<.  -, ■—. 

^         1  '        cos^{a  +  b) 

2"  Connaissant  les  angles  A  et  B,  on  pourra  cal- 
culer  le  troisième  côté  c    par   l'équation   sin  c  =z 

sin  C  .  ,  ,  .  ,. 

Sin  a .  — -;  mais  pour  déterminer  c  directement,  on 

sin  A  * 

a  l'équation 

R"  COS  C  =  sin  a  sin  b  cos  C  -+-  R  cos  a  cos  b. 

Soit  pris  l'auxiliaire  ?,  de  manière  qu'on  ait  sin  b 

cos  C  tan^  h 
cos  c  —-  cos  b  tang  <p  ,  ou  tang  <p  = ,  on 

aura 

i:os  b 

cos  c  =z cos  [a  —  *  ! . 
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QUATRIÈME    CAS. 

Lxxxvii.  Étant  donnés  deux  angles  A  e?  B 
avec  le  côté  adjacent  c ,  trouver  les  deux  autres 
côtés  a  e?  b,  et  le  troisième  angle  C. 

1°  Les  deux  cotés  a  et  b  sont  donnés  par  les  for- 
mules 

cot  A  sin  B  -f-  cos  B  cos  c 


COt  a  rrr 


cot  b  :=: 


sin  c 
cot  B  sin  A  +  cos  A  cos  c 


mais   on   peut  les  calculer  plus  facilement   par   les 
analogies  de  Néper,  savoir: 

.    A-hB       .     A  — B  .  a  —  h 


sin 


:  sin :  :  tang  -  c  :  tang 


2  2  ^   '  '^  2 

A  +  B            A  —  B                 ,                 a-\-b 
cos :  cos :  :  tang-c:  tang . 

2°  Connaissant  a  et  b,  on  trouvera  G  par  l'équa- 

_,         sin  c  sin  A 
t'on  sin  t.  = : ;  mais  on  peut  aussi  trouver 

sin  a  ^ 

C  directement  par  l'équation 

R"  cos  C  =  cos  c  sin  A  sin  B  —  R  cos  A  cos  B. 

Soit  pris  l'auxiliaire  9,  de  manière  qu'on  ait 

.     _,               _,                             ^        cos  c  tang  B 
cos  c  sm  B  ■=!  cos  B  cot  <p ,  ou  cot  <p  r= , 

on  aura 

^m(A  — ?) 

cos  Cl  =  cos  B  . ^^-T-rr -. 

Sin  <p 

Ce  cas  et  le  précédent  ne  laissent  aucune  indéter- 
mination. 

CINQUIÈME    CAS. 

Lxxxviii.  Étant  donnés  deux  angles  A  et  B 
avec  le  côté  a  opposé  à  l'un  de  ces  angles,  trow- 
ver  les  deux  autres  côtés  b,  c,  et  le  troisième 
angle  C. 
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i"  Le  côté  b  se  ti-ouvera  par  réquation  sin  h  z:z=. 

sin  B 

sm  a  .  —. — r. 

sin  A. 

2"  Le  côté  c  dépend  de  l'équation 

cot  a  sin  c  — cos  B  cos  c  =  cot  A  sin  B. 

_,    .  r,cos  <p  ^         cos  B  tang  a 

hoit  cot  a  z=cos  13-^— -ou  tau^  ?  = ^ 

««  cp  ^  R  ,  on 

ro5  B  .        ,  Al, 

aura (  sin  c  cos   9 — cos  c  sin  9  1  =  cot  A  sin  13  : 

.sin  9  ^  ^  ^  ^  ' 

donc 

.    ,         ,.        tans^B  sin^. 

si/i  (c  —  9)  =  — ' 

tang  A 

3»   L'angle   C    se   trouvera   par   la    résolution    de 

l'équation 

cas  a  sin  B  sin  G  —  R  cos  B  cos  C  r=  R'  cos  A. 

,,    .  et.  ,     „         R  cos  B  cos  9 

Soit   pour    cet    eiiet  cos  a  sin  a  =z —, ,  ou 

^  sin^         ^ 

cos  a  tang  B  cos  B    .    . 

cot  9  =:- ,  on  aura  -: — -  [sut  C  cos  9  — 

cos  C  sin  9  )  =  R  cos  A  ;  donc 

.     ,  „  .         cos  A  sin  9 

sm  (C  —  9)  = -—^. 

^         ^  ^  cos  y: 

Ce  cinquième  cas  est,  comme  le  second,  susceptible 

de  deux  solutions,  ainsi  que  cela  a  lieu  dans  le  cas 

analogue  des  triangles  rectilignes. 

SIXIÈME    CAS. 

Lxxxix.  Etant  donnés  les  trois  angles  A ,  B , 
C,  on  trous'era  un  côté  quelconque,  par  exem- 
ple ,  le  côté  opposé  à  V angle  A ,  par  la  Jorniule 

,_co^i.(A  +  B  +  C)coi^(B  +  C— A)\ 

sin-aT=i\x\/  { -^ ; )• 

\  sin  B  sin  C  J 

On  peut  remarquer  que  de  ces  six  cas  généraux 
Jes  trois  derniers  pourraient  se  déduire  des  trois  pre- 
miers ,  par  la  propriété  des  triangles  polaires  :  de 
sorte  qu'à  proprement  parler ,  il  n'y  a  que  trois  cas 


fie-  ''^• 
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difiérents  dans  la  résolution  générale  des  triangles 
sphériques.  Le  premier  cas  se  résout  par  une  seule 
analogie,  comme  les  triangles  rectangles;  le  troisième 
se  résout  d'une  manière  presque  aussi  simple,  au 
moyen  des  analogies  de  Néper.  Quant  au  second, 
il  exige  deux  analogies  ;  et  d'ailleurs ,  il  admet  quel- 
quefois deux  solutions ,  tandis  que  le  premier  et  le 
troisième  n'en  admettent  jamais  qu'une. 

xc.  Pour  distinguer  dans  le  second  cas  si ,  pour  des 
valeurs  particulières  données  de  A^  a,  b,  il  y  a  deux 
triangles  qui  satisfont  à  la  question  ou  seulement  un; 
.«supposons  d'abord  l'angle  A<ioo",  et  soient  pro- 
longés les  deux  côtés  AG,  AB  jusqu'à  ce  qu'ils  se 
rencontrent  de  nouveau  en  A'.  Si  on  prend  l'arc  AG 
<  loo"  et  qu'on  abaisse  GD  perpendiculaire  sur  AB, 
les  côtés  AD,  GD  du  triangle  rectangle  AGD,  seront 
tous  deux  plus  petits  que  loo",  la  ligne  GD  sera  la 
distance  la  plus  courte  du  point  G  à  l'arc  AB,  et  en 
prenant  DB'r=:DB,  les  obliques  GB',  GB  seront  égales 
et  d'autant  plus  longues  qu'elles  s'écarteront  plus  de 
la  perpendiculaire.  Soit  AG^^^  GB==a^  on  voit 
donc  qu'un  triangle  dans  lequel  on  a  A  <  ïoo",  b< 
loo",  et  a<  b,  a.  nécessairement  deux  solutions  AGB, 
AGB';  mais  si,  en  supposant  toujours  A  et  ^  plus 
petits  que  lOO",  on  a  a>  b ,  alors  le  point  B'  passerait 
au-delà  du  point  A,  et  il  n'y  aurait  qu'une  solution 
représentée  par  ABC. 

Soit  ensuite  AG'  >  loo",  si  on  abaisse  la  perpendi- 
cidaireG'D'  sur  ABA',onaurademèmeG'D'  <  A'G', 
et  l'arc  G'B'"  mené  entre  D'  et  A',  sera  >G'D'  et 
>G'A';doncsion  fait  AG' =  Z»,  GB"  =:G'B"'rrr  a, 
OTi  voit  que  la  supposition  A  <  loo"  et  b>  loo»  don- 
nera deux  solutions  si  a-\-  b  <  300",  et  n'en  donnera 
qu'une  si  a  ~{- b  >  0.00'^  parce  qu'alors  le  point  B'" 
passerait  au-delà  de  A'.  Discutant  de  la  même  manière 
le  cas  où  l'angle  A  est>  100",  on  pourra  établir  ainsi 
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les  svmptônies  qui  déterminent  si,  dans  le  cas  ii,   la 
question  admet  deux  solutions  ou  n'en  admet  qu'une. 
\a>h  une  solution. 

A<  ioo**,/'<  loo**  j  ^<;^,  deux  solutions. 

i  a-^b  >  200**  une  solution. 
A.  <  1 00°,  6  >  1 00**  j  ^_^f,  ^  ^j^qO  ^Yean  solutions. 

I  a-\-b  >  200"  deux  solutions. 
A  >  ooo*>,  h  <  1  oo**  j  ^_j_^  ^  ^oqO  ^^g  solution. 

\a>l>  deux  solutions. 

A.>  ioo",è>ioo°  j^^  j  une  seule  solution. 

Il    n'y   aura    qu'une   solution   si    on    a   A  ^=   100",   soit  az^l>t 
soit  a  -+-  b'^Z.  200°.  Il  T  en  aura  deux  si  on  a  A  :=  100". 

xci.  Ces  mêmes  résultats  peuvent  s'appliquer  au 
cas  cinquième  par  la  voie  du  triangle  polaire  ,  et  on 
en  tirera  les  symptômes  suivants,  qui  feront  connaître 
si  pour  des  valeurs  données  de  A ,  B,  a ,  il  y  a  deux 
triangles  qui  satisfont  à  la  question  ,  ou  s'il  n'y  en  a 
qu'un. 

o  T>  o^^<^  une  solution. 

a>ioo  ,B^ioo    ^^^B  deux  solutions. 

o  „  )  A-l-B -c  200°  une  solution. 

CI  >  100  ,B<ioo    JA.+B>2ooMeux  solutions. 

o  f>^  o  \  AH-B<  aoo^'deux  solutions. 

a<ioo, B>ioo       .    '  o  1    .• 

'  A-l-B  >  200    une  solution. 


a< 


o  ïî  ^        oiA<B  deux  solutions. 

ioo",B<  100"^  .  "-„  ,     . 

/A>B  une  solution. 


Il  n'y  aura  qu'une  solutiou  si  l'une  des  égalités  suivantes  a  lieu  ajnsoo" 
A— B,  A-|-Bz:.aoo".  Il  y  eu  aura  deux  si  B=iioo°. 

xcii.  Dans  tous  les  cas  ,  pour  écarter  les  solutions 
inutiles  ou  fausses,  il  faut  se  rappeler,  i"  que  tout 
angle  on  tout  côté  doit  être  plus  petit  que  200"  ; 

2"  Que  les  plus  grands  angles  sont  opposés  aux 
plus  grands  côtés,  en  sorte  que  si  on  a  A  >  B,  il  faut 
qu'on  ait  aussi  a>  b ,  et  -vice  a^ersd. 

Exemples  de  la  résolution  des  triangles 
sphériques. 
xciii.   Exemple  1.  Soient  O ,  M  ,  N  trois  points  H-  •^• 
situés   dans   un   plan  incliné  à  l'horizon  ;   si    «le  ee^ 
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trois  points  on  abaisse  les  perpendiculaires  OD ,  M  rn, 
N  n,  sur  le  plan  horizontal  DEF,  les  objets  situés  en 
O ,  M ,  N  devront  être  représentés  sur  le  plan  hori- 
zontal par  leurs  projections  D,  7?^,  n^  et  l'angle  MON 
par  mD  n.  Cela  posé ,  étant  donné  l'angle  MON  ,  et 
les  inclinaisons  de  ses  deux  côtés  OM  ,  ON  sur  la 
verticale  OD ,  il  s'agit  de  trouver  l'angle  de  projec- 
tion m  D  n. 

Du  point  O  comme  centre  et  d'un  rayon  =  i , 
décrivez  une  surface  sphérique  qui  rencontre  en 
A,  B,  G,  les  côtés  OM,  ON  et  1?  verticale  OD,  a'ous 
aurez  ui:  triangle  sphérique  ABC  ,  dont  les  trois  côtés 
sont  connus;  on  pourra  donc  déterminer  l'angle  C 
égal  à  ?n  D  n  par  la  formule  du  premier  cas. 

Soit  par  exemple,  l'angle  MON  =  AB=:64"  44' 60"; 

l'angle  DOM^AC^pS"  12',  et  l'angle  DONr=BC= 

lof)"  4^',  on  aura  par  la  formule  citée 

sin  28°  57'  3o"  sln  35^*  87'  3o" 

^/«'4-C  =  R'.  : — ; — : 7Z~7~, 

sin  98     12  sin  loj    42 

Valeur  que  Ion  calculera  ainsi  : 

L..un  28°  57'  3o"... 9. 6373966     L..v/«98°  12'. .,9. 9998106 

L.  .un  35'*  87'  3o"... 9. 7276561     L.^7"«io5'*/,2'...9.99842A2 

somme  H-  2  LR.     39.365o5i8  19.998234H 

19.Q982348 

iL.si/ijC 19.3668170 

L.  sin^C 9.683/lo85      j    '  ç'Z  q^    ^  i^^ 

Donc  l'angle  64"  44'  ^o",  mesuré  dans  un  plan  in- 
cliné à  l'horizon,  se  réduit  à  64"  9'  4i%  lorsqu'il  est 
projeté  sur  le  plan  de  Thorizon. 

Ce  problème  est  utile  dans  l'art  de  lever  les  plans, 
lorsque  les  points  qu'on  veut  déterminer  sont  situés 
à  des  hauteurs  sensiblement  différentes  au-dessus  d'un 
même  plan  horizontal. 
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xciv.  Exemple  II.  Connaissant  les  latitudes  de  deux 
points  du  globe,  et  leur  différence  en  longitude, 
trouver  leur  plus  courte  distance. 

On  imaginera  un  'triangle  sphérique  A  C  B  formé 
par  le  pôle  boréal  G,  et  les  deux  lieux  A  et  B  dont  il 
s'agit;  dans  ce  triangle  on  connaîtra  l'angle  au  pôle 
AGB  ,  qui  est  la  différence  en  longitude  des  deux 
points  A  et  B,  et  les  deux  côtés  compris  AC,  GB, 
qui  sont  les  compléments  des  latitudes  des  points  A 
et  B.  On  déterminera  donc  le  troisième  côté  AB  par 
les  formules  du  cas  m. 

Soient,  par  exemple,  A  et  B  les  observatoires  de 
Paris  et  de  Pékin  ;  la  latitude  boréale  de  l'un  de  ces 
lieux  est  de  54"  26'  36",  celle  de  l'autre  est  de  44" 
33'  73",  et  leur  différence  en  longitude  est  de  126" 
80'  56".  Ainsi  on  aura 

a=   45^73 '64" 

Z>z=   55  66  27 

G=ïa6  80  56. 

D'après  ces   données   on    aura    pour  déternunei-    c^ 

,       ,.  ,  ,,         cos  c  tamr  b 

les  lorniuies  taiig  y  = 5 — - —  ,  cox  c  :=: 

cos  b  cos  (a  —  9)      ,  ••111 
^^ —.  dont  VOICI  le  calcul 

cos  (p  ' 

L.  coA  C  .   .   .   .     g.6n/{352 
li.tangb.   .   .    .    10.0776707 

h.tang-^.  .  .  .  9.689J059 
L'angle  <p  que  donnent  les  tables  par  le  moyen  de  ce 
logarithme -tangente  est  28°  94'  23".  Mais  il  faut 
observer  que  cos  G  est  négatif,  et  qu'ainsi  tan^  cp 
étant  négatif,  on  doit  prendre  <p  =r  —  28"  g4'  23",  ce 
qui  donnera  a- — •  9=3:74°  67'  87".  Gela  posé,  en  ob- 
servant que  cos  ( — ?)  ^=:cos  ?,  on  achèvera  ainsi  le 
calcul 
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L.  mv  (a  — <p)  .   .     9.5880938 
I-.  ros  h 9.8071953 

19. 3952891 
L.  cos  «p 9.9534823 

L.  rov  f 9.4418068 

Donc  la  distance  cherchée  c  m  82^  16'  o5".  Cette 
même  distance  peut  s'exprimer  en  myriamètres  par 
821.605  ;  car  un  myriamètie  est  la  longueur  d'un 
arc  de  dix  minutes ,  et  un  mètre  est  celle  d'un  arc 
d'un  dixième  de  seconde. 

xcv.  Exemple  111.  Pour  donner  un  exemple  du 
cas  cinquième ,  proposons-nous  de  résoudre  le  trian- 
gle sphérique  dans  lequel  on  connaît  les  deux  angles 
A  :::=  ^S*'  5o' ,  Brr:  54^*  o ' ,  et  le  côté  opposé  à  l'un 
d'eux  ûii^yj)*^  20'  l'j'' .  Au  moyen  de  ces  données, 
on  trouve  d'après  le  tableau  de  l'art,  xci,  qu'il  ne 
doit  y  avoir  qu'une  solution  ,  paixe  qu'on  a  tout  à 
la  fois  a  <  ioo°,  B  <  ioo°  et  A  >  B.  Voici  le  calcul  de 
cette  solution. 

i*'  Le  côté  b  se  trouvera  par  la  formule  sin  b  z=z 

sin  B 

sin  a  — — -' 

Mri  A. 

L.  sina 9-9999^59 

L.  sin  B .      9.8751256 

10  —  h.  sin  A .      0  025*52  5 

L.  sin  h 9.9003440 

Ce  qui  donne  Z>rrr58^  5o'  i4'  ou  son  supplément 
i4i°  49'  ^6  j  niais  puisque  l'angle  B  est<  A,  il  faut 
que  le  côté  b  soit  <  </,  ainsi  la  première  valeur  est  la 
seule  qui  puisse  avoir  lieu. 

2*^  Pour  avoir  le  côté  c  on   doit  faire  tang  <p  =:^ 

cos  B  tanir  a       .     ,  ^  ,         tans  B  sin  o 

— *-  ,  sin  {c  —  9)  =  — f --^= 

R  ^  tang  A 

(nnf^  U  cot  A  sin  Cp 
— 
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I^-  ^^^  ? 9-9999*2" 

ï..  (OS  B 9.8204063     L.  tan^B  —  LR  0.0647193 

L.  lang  a  —  hR     1.9016731      L.  cot  A. 9.5455ii36 

L.  tang^  .  .  .  .    11.7220794     L.  sin  (c  —  <p),  .  g.ôooifi^çj 

9^98"  79'   28".  8        c  — Cp=r  26'*   7'   70".  5. 

Ici  on  a  encore  le  choix  de  prendre  pour  c — ç  la 

valeur  26°  7' 70".  5,  ou  son  supplément  178°  92' 29".  5i 

mais  en   prenant   cette  seconde    valeur ,    on    aurait 

c  >  200",  ainsi  il  faut  s'en  tenir  à  la  première,  qui 

donne  c=i24°  81'  99".  3. 

3"  Enfin  ,  pour   calculer    directement  l'angle   C , 

1              1        f            1             ^1          f^os  a  tans  i^ 
nous  prendrons    les  lormules  cot  v^  ■=. ^ —  , 

,  „         ,  .  cas  A  sin  iL 

^  ^  '  cas  B 

L.  «■«'} 9-9999563 

L.  cos  a 8.0982928     L.  cos  A  ....  .  9.5^02711 

V,.  tangB  —  LR  0.0547193     L.  R  —  L  co.y  B.  0.1796937 

L.  cot  i^ 8.i53oi2i     L.  sin  (C  — ij;)  9.6998211 

^  -  99°  9'  45"  .  C  —   ;  rrr  33»   4o'  54".  5 

^  .      99      9    45  .5 

Crr:  i32  5o  0.0 
On  n'a  pas  pu  prendre  pour  C  —  tj;  le  supplément 
de  33°  40'  54  •  5,  parce  qu'il  aurait  ùoimé  pour  C 
une  valeur  plus  grande  que  200".  Ainsi  on  voit  qu'en 
effet  le  problème  proposé  n'est  susceptible  que  d'une 
solution. 

Nota.  Si  on  fait  usage  de  l'ancienne  division  du  cercle 
pour  le  calcul  de  ces  exemples,  les  angles  donnés  ou  cal- 
cules seront  exprimés  comme  ij  suit  : 

Exemple  l.  Angles    donnés.  MON  r=:  58°  o' 5'' 

00^1  =  88"  18' 28", 8,  DON:=94"52'4o",8.  Angle  cal- 
culé   C  z=:57"4i'  4", 9. 

Ex.  II.  Angles  et  côtés  ||4i  donnés.  «"9'46'  ,  .  .  . 
femSo"  5'  47",C=ii4"7'  3o".  Côtéconclu.  c=73"4fi'4o", 

fx.  III.  Angles  et  côtés  donnés.  A=:  70"  3g',  Brr:48°36' 

=^891*6'  53", 5.  Angleset  côtés  calculés.  b-=:z  52''39'4"5, 
=  i2i*'20'  16",  6,  C=  119°   i5'    o". 
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APPENDICE 

Contenant  la  résolution  de  divers  cas  particuliers 
de  la  Trigonométrie. 

xcvi.  \-A  A  résolution  des  triangles  ,  telle  qu'on  vient  de 
l'exposer,  ne  laisse  rien  à  désirer  du  côté  de  la  généralité- 
Il  est  néanmoins  quelques  circonstances  où  l'on  peut,  avec 
avantage ,  substituer  des  solutions  particulières  aux  solu- 
tions générales ,  soit  pour  abréger  les  calculs  ,  soit  pour  en 
rendre  les  résultats  plus  exacts  et  plus  indépendants  de 
l'erreur  des  tables.  îS'ous  allons  résoudre  quelques-uns  de 
ces  cas  particuliers  ,  en  choisissant  ceux  qui  sont  de  l'usage 
le  plus  fréquent ,  ou  qui  conduisent  aux  fornjules  les  plus 
remarquables. 

Nous  continuerons  de  désigner  par  A  ,  B  ,  C ,  les  angles 
du  triangle  proposé,  rectiiigne  ou  sphérique,  et  par  g,  ^,  c, 
les  côtés  qui  leur  sont  respectivement  opposés.  Nous  sup- 
poserons de  plus  le  rayon  des  tables  ::==:  i  ,  ce  qui  n'altère 
pas  la  généralité  des  résultats.  Les  angles  A,  B,  C,  sont 
exprimés  dans  le  calcul ,  soit  par  les  degrés  ,  soit  par  les 
longueurs  absolues  des  arcs  qui  les  mesurent ,  ces  arcs  étant 
pris  dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  i.  Si  un  angle  ou  un 
arc  X  est  très-petit     on  pourra  mettre,  au  Heu  de  sin  x  et 

cos  X,  leurs  valeurs  en  séries  ;  savoir  :  sin  x=.t- h  etc. 

1.2.3 

cosx=i \-  etc.  ;   mais  alors  x  doit  être  exprimé  en 

i.a 

parties  du  rayon.  Un  arc  étant  trouvé  en  parties  du  rayon , 

pour   avoir  sa  valeur  eîi  minutes  ,   il    faut  le  multiplier 

par  le  nombre  de  minutes  comprises  dans  le  rayon  ;  ce 

20000 

nombre  est z=.  6366.1977237  ,   et    son  logarithme 

=r3. 8o388()i  2297. 


I 
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§  I.  Des  inangles   rectilignes  dont  deux  angles   sont 
très  -petits. 

xcvii.  Supposons  que  les  angles  A  et  B  soient  trrès-petits 

et  par  suite  C  très-obtus  ,  on  pourra  faire  sin  A  =  A  —  ^  A*, 

sin  B  =  B-iB%  et  J^/^  C  =  ^i«(A4-B)r=  A+B- |-(A-|-B)\ 

Si  donc  on  connaît  le  côté  c  avec  les  angles  adjacents  A  et 

B,  on  trouvera  les  deux  autres  côtés  par  les  formules  n-=. 

c  sin  A  c  sin  B  . 

h  z=z  — — —  ,  lesquelles  ,  en  substituant  les 


sin  (A+B)  sin  (A+B) 

valeurs  précédentes  et  réduisant ,  deviennent 
c  S.    /         2AB-|-B'\ 

A4-BV  6         y 

cB    /         A'  +  2AB\ 

*  =  XTb('+ T-)' 

et  de  là  résulte  a-\-b — czzr^c  AB.  Ces  valeurs  sont  exactes, 
aux  termes  près  qui  contiennent  quatre  dimensions  en  A 
et  B. 

xcviii.  Supposons  en  second  lieu  qu'on  donne  les  deux 
côtés  a  et  è,  avec  l'angle  compris  C=  tc  —  0  ,  6  étant  très- 
petit.  On  aura  d'abord  c''=^a^-^b^-\-iab  cas  (}^=a*-\-b''  +  2af> 
(i — tô')=(«  +  ^)' — ab(i'-y  donc 

abQ^ 

cz=.a  A-  h  —  1 .  

'    a-{-b 

a 
Ensuite  l'angle  A  se  trouvera  par  l'équation  sinA.-=:z-sinC=z 

c 

a 

-sin  0 ,  d'où  l'on  tire ,  en  substituant  la  valeur  de  c  et  celle 
c 

a     f  a  b        ^  \  afl 

Aesin^.sm^- ^U-f-^    —_^^(,^  _!(,')_ 

a-^b\  {^a-\-by  /        a-\-h 

/         ab  —  a' — 6'     6'\ 

V+    {^a-^by    •6"y' 

a  6         ab(a — é)  6^ 

Honc  K:zzisin  A.-\-^ sin   h.z=z 1 .    De   là 

a  +  è        {a~\-by     6 

on  déduirait  la  valeur  de  B  en  permutant  entre  elles  les 
lettres  a  et  6;  mais  A  étant  connu,  on  a  immédiatement 
B  =  Q  -  A.  Si  ô  est  donné  en  minutes  ,  pour  avoir  A  exprimé 

27 


4l8  TRIGONOMÉTRIE. 

aussi  en  minutes  ,  il  faudra  ,  dans  les  formules  précédenlcs^ 

A     fi 
substituer,  au  lieu  de  Aet  Q,  les  rapports— ■>—  ,  R  étant  le 

R    R 

nombre  de  minutes  comprises  dans  le  rayon.  On  aura  ainsi 

y 


«4-A  VR. 


'*^  — a  +  ôL         6(a  +  è)'VRy  J 


xcix.  Pour  donner  un  exemple  de  ces  formules  ,  soitrt  = 
looo'",  6=2400'",  C=:i99°32'ouQ=r68'  on  aura  a-{-l/-c=z 

1200000    /68\>  o    0    /;    j.    .  11      m      c         ,     u^ 
I—  )  =0.037806,  d  ou  c=33g9,  902194.  £.n- 

3400      \R/ 

•        .       »        «6 
suite  on  a  par  une  première  approximation  A^i ■  n:2o  ,  et 

B  r=  6  —  A  ^  48';  mais  la  formule  entière  donne  Arr:  20  ' 
r         24ooXi4oo/'68\a'j  ,  00     o 

V  ~  "ëWo^ A  R  ;  J  =  '^  •  999^^9^^'  ''  P^^  ""^^ 
B=:48'.  0001  io54  ?  valeurs  qui  doivent  cire  exactes  jusque 
dans  la  dernière  décimale. 

§.   II.   Resolution  du  troisième  cas  des  triangles  rectilignes 
par  la  voie  des  séries. 

c.  Etant  donnés  les  deux  côtés  a  et  6  et  l'angle  compris  C, 

pour  trouver  Tangle  B ,  on  a  la  proportion  b  '.  a  '.:  sin  B  : 

sin  (B-4-C),  laquelle  donne  a  sin  8  =  6  {^sin  B  cos  C  -f- 

,  sin^  bsinC 

cos  B  sin  C) ,  et  par  conséquent =. .  Si  dans 

^'       ^  ^  cojB       a  —  bcosC 

celte  équation  on  met  à  la  place  des  sinus  et  cosinus  leurs 

valeurs  en  exponentielles  imaginaires  * ,  on  aura 

^V-i        -^V—i  ,f   C>/-i        —CV—i 

e  — e  j-  f  - 


d'où  l'on  tire 


^,B^-i^^— *^ 


— CV^-i 


[  —  be 


CV— I 


Prenant  les  logarithmes  de  chaque  membre  et  développa»} 
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le  second  en  série  d'après  la  formule  connue  L  (  a  —  .r)rr: 


.V               X                    .T 

L  ft etc.,  on  aura 

a       1  a^       "i  a^ 

a                    %  a^                     i  a 

-»-|-etc. 

-»— etc. 

Donc  en  divisant  par  i\/ —  i  ,  et  observant  que  <?"*  '  _ 

^     b  h  b'  b'     , 

B=-  sinCi-\ -sin  i  C  +  - — -sin  3  C-H sint^  C  +  etc. 

a  2  rt  3  <z  4  ^* 

C'est  la  valeur  de  l'angle  B  ,  exprimée  en  parties  du  rayon, 
par  une  suite  dont  la  loi  est  très-simple  ,  et  qui  sera  d'au- 
tant plus  convergente  que  b  sera  plus  petit  par  rapport  à  a. 
La  valeur  qu'on  vient  de  trouver  doit  satisfaire  aussi  à 

a-\-b 
l'équation  fa/îg'(B-|--;C)= tang^Ç.,  qui  est  la  même 

a  —  b 

a  —  b 
que  tang^  (A  —  B)  = Tt^o/fC,  et  qui  ne  diffère  que  par 

sin  B  b  sin  C 

la  forme,  de  l'équation nz 

cos  B       a  —  b  cos  C 

Cl.  L'angle  B  étant  connu,  on  aura  le  troisième  angle 
A=:aoo'* — B — C.  Quant  au  troisième  côté  c  ,  il  dépend  de 
l'équation  c^z=za^  —  i.ab  cos  C~\- f'^ ^  laquelle  donne  par  l'ex- 
traction de  la  racine, 

f^'      .      ..        l^' 

c=za — b  cos  C-\ sin^  C-\ .«/«'  C  cos  C  —  etc. 

7.a  art' 

Mais  cette  série  n'a  pas  une  marche  régulière  ,  et  ne  peut  pas 
être  continuée  à  volonté.  Au  contraire,  on  peut  trouver  une 
série  fort  simple  pour  la  valeur  du  logarithme  hyperbolique 
de  c.  En  effet,  il  est  facile  de  voir  que  la  quantité  a' — lab 
cof  C-|-6'=r(a — èe"^^"  0  (a — be~-^'^ --^) -, c&r  \e  produit 
développé  de  ces  deux  facteurs  donne 
■a'—ab  (eC^_i_j_g— Cv/-i;_|_^.  ^  on  a' —%ab cos C-^h\ 

On  adoncc'=:(a  — èe^^-0  (a— è^— ^^— Oî 
prenant  les  logarithmes  de  chaque  membre  ,  il  viendra 

av. 
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iLc 

—  l.a 

— . 

Cv/_ 

2  a^ 

/■iCV , 

3^ 

^-ïCv^_x 

— 

ïîtC. 

H-La- 

b 

-e- 
a 

_Cv/~i_ 

^'^ 
-.a^' 

-2CV/-1 

b^ 
3«' 

^-3Cv/-, 

etc. 

Donc   en   réduisant   de   nouveau   à   l'aide   de    la   formule 

emC\/~ï   ,      _/raC\/— I  ^ 

-\-€  zn  1COS  m  C,  on  aura 

b                   b'                        b''  ^ 

L  czrzha  —    cos  C cas  2  C co.y  3  C  —  etc. 

îiérie  non  moins  élégante  que  celle  qui  donne  la  valeur  de 
B:  il  faudra  multiplier  les  termes  algébriques  par  le  moduh 
0.43429448  ,  si  on  veut  que  les  logarithmes  soient  ceux  des 
tables  ordinaires. 

§   III.  Résolution  du  troisième  cas  des  triangles  sphcriques 
par  la  voie  des  séries. 

cil.  On  a  fait  voir  dans  le  paragraphe  précédent  que  la 

.    ,  , ,  .  m-\-n 

valeur  de  x  tirée  de  l'équation  tang  v:=:z tang  {  C, 

m  —  n 

peut  s'exprimer  par  cette  série 


4  C  H sin  C  -J- 


sin-i.C-\-- -^/«3  C-|-etc. 

2  /«'  3  ni 


Or  dans  un  tiiangle  spliérique  où  l'on  connaît  les  deux 
côtés  a  et  A  et  l'angle  compris  C ,  on  a  par  les  analogies  de 
&XXXTI.  Néper  *. 

A  —  B sinl^-^a-\-^b) 


cot- 


-" —  tang^  C 

sin{^\  a —   4 

sin  4  a  cos  \b-\-  cos  '-  a  sin  4  b 

sin  ^  a  cos  ^  b  —  cos  ^  a  sin  4  b 

A  +  B       cos^^a-^-^b) 


tans  -  C 


cot- r=        ,, 

2  cos  (^   ;  « -O  ) 


tang\ C 


cos\  acos  ^b  —  sin~asin^b 

'^^ . .  /    . : 77  tang-  C 

cos  -  a  cos  -b-{-  sin  -  a  sm  -b 

Donc,  en  vertu   de  la  formule   précédente  et    supposant 
toujours  b>a,  on  aura 
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—  loo"  —  -  C ^-^—  sin  C —  •"''  ^  ^ 

2  tangua  'itang'-n 

lang^  -■  h       .    „  , 

— sin  3  C —  etc. 

3  fa/ïg^^  \  a 

A  +  B  tan£r\b  tans' -^  h  ^, 

—  I  oo"  —  -  C  H 2.^—  sin  C .       ««  2  C 

2  '  co?  \  a  1  cot  -  a 

H ^     '      ^.  /?  3  C  —  etc. 

3  co/    7  « 

Suites  dont  la  loi  est  très-simple,  et  qui  seront  tVautaut  plus 
convergentes  que  b  sera  ])lus  petit.  La  première  est  tou- 
jours convergente  ,  puisqu'on  suppose  ^<  a;  la  seconde  le 
sera  aussi ,  si  on  a  fang ^  b<i  cot^  a  ,  ou  a-\-b<  200**.  Elle 
serait  divergente  et  fausse  si  on  avait  a-\-b>  200**,  mais  ce 
cas  peut  toujours  s'éviter  ;  car  la  résolution   du  triangle 
BCA  dans  lequel  on  aurait  CA4- CB>2oo'*,  se  réduit  tou-  lig.  n. 
jours  à   celle  du  triangle  A'C  B'  dans  lequel  on  a  C  A'  + 
CB'<20o".  Au  reste,  la  seconde  série  est  dans    sa   plus 
grande  convergence ,  lorsque  a  et  b  sont  tous  deux    très- 
petits  ;  alors  >c  troisième  côté  c  est  très- petit  aussi,   puis- 
qu'on doit  avoir  c<a-^b ,  et  le  triangle  sphérique  diffère 
très-peu  d'un  triangle  plan  ;  dajis  ce  cas  l'excès  de  la  somme 
des  trois  angles  sur  deux  angles  droits ,  s'exprime  ainsi  : 
AH-B-|-C-20o'*=y  tang  ;  a  fang  ~  b  sin  C-  7  tang""  ^  a  tang'  ^  b  sin  2  G 
-|- 1  tang^  f  «  io,ng^  \  b  sin  3  C  —  etc. 
cm.  Pour  trouver  le  troisième  côté  c  du  triangle  proposé, 
on  a  l'équation  cos  czzzcos  a  cos  b  -f-  sin  a  sin  b  cos  C  ,  de  | 

laquelle  il  est  aisé  de  déduire  les  deux  suivantes  :  * 

s/n'-^c=:sin'^acos^~b—'Âsin^acos^hcos-axin^bcosC-\-cos'',^it  sin  ^ff 
cos^  -c-.szcos'' ^acos"^ \b-'t-'i.  ros!^cos^bsin^asin~bcosÇA-\-sin'^\o.  sin''\b 
Par  la  forme  de  ces  valeurs  on  voit  que  sin  7  c  peut  être 
regardé  comme  le  troisième  côté  d'un  triangle  rectiligne 
dans  lequel  on  aurait  les  deux  côtés  connus  sin  ^  a  cos^  b, 
cos  \  a  sin  ^  ^  et  l'angle  compris  C  ;  de  même  cos  7  c  est  le 
troisième  coté ^ d'un  triangle  rectiligne  ,  dont  deux  côtés 
seraient  cos  \  a  cas  '-  b  ,  sin  ~  a  sin  ^  b  et  l'angle  compris  200" 

-  i\.  Donc  or.  a  par  la  formule  trouvée  pour  1rs  triangles 

...»  '  '1, 

rectilifi'nes  . 
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log  sini^c:=ilàg{sin~acos\h') cosC cosiC  —  etc. 

tang\  a  ^tang'^a 

îang\b  lang*\h 

Iqscos ^c-=ilog{cos\a  cos\ b)-\ co^C cos  aC  -\- etc. 

cot\a  1  cot'^a 

Il  est  à  remarquer  ultérieurement  que  comme  chacun  des 
triangles  rectilignes  dont  nous  venons  de  parler  peut  se 
résoudre  par  le  moyen  d'un  triangle  rectiligne  rectangle , 
on  peut  directement  réduire  la  résolution  du  triangle  sphé- 
rique  proposé  à  celle  d'un  triangle  rectiligne  rectangle. 

On  trouve  par  ce  moyen  que  sinj  c  est  l'hypoténuse  d'un 
triangle  rectangle  dont  les  côtés  sont  sin-  (^a  +  b)  si/i-^C  et 
st'/i^  (a — b)  cos  {  C.  De  même  cos  ^  c  est  l'hypoténuse  d'un 
triangle  rectangle  dont  les  côtés  seraient  cov-^- (a— è)  cov-j  C 
et  cos  j  («-}-/>)  sin  ^  C. 

De  plus  ,  si  on  appelle  M  l'angle  qui  dans  le  premier  trian- 
gle est  opposé  au  côté  sin  \  (a — b)  cos^  C,  et  dans  le  second, 
N  l'angle  opposé  au  côté  cos  4  (a — />)  cos  ^C  ,  il  résulte  de» 

A-B               A+B 
analogies  de  jNéper  qu'on  aura  — =zM,  et :=  IN  ou 

A+B  .  ,  „         A+B 

r.-200  — N  ;  savoir  : =1  N  si  a  +  4»<  200    ,  et 

2  2 

—  200° — N  si  a-^b>  200".  Donc  dans  tout  triangle  sphé- 

rique  où  l'on  connaît  deux  côtés  «2  et  6  et  l'angle  compris  C  ^ 

on  peut  trouver  directement  chacune  des  quantités  v  c, 

A  +  B    A— B  .,,.,, 

,  ,  par  la  resolution  d  un  triangle  rectiligne 

2  2 

rectangle  où  l'on  connaît  les  deux  côtés  de  l'angle  droit. 
Il  résulte  aussi  de  là  qu'après  avoir  trouvé  l'angle  M  ou 

A  —  B  si/t ^  (a  —  b) 

par  la  formule  tangM  =  — —  cot  ^  C  ,  on 

2  ■*■'«  7  (  «  + 1>  ) 

peut  calculer  le   troisième  côté  par  la  formule  sin  ^  c  = 

sin  -^  [a  —  6)  cos  -^  C sin  ^  (a  +  ^)  sin  4  C 

sin  M  los  M 

N.  B.  Le;-  formules  trouvées  tians  ce  paragj-aphe  s'appliqueront 
aisénienl  à  la  résolution  du  cinquième  cas  des  triangles  sphériques, 
puisque  celui-ci  peut  se  rapporter  au  troisième  par  la  propriété  dti 
triaoglii  polaire. 
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§  IV.  Résolution    d'un  triangle  sphérique  dont  deux  côtés 
sont  peu  différents  de  loo". 

civ.  Soient  a  t\.b  les  deux  côtés  donnés  peu  différents 
de  100°,  on  propose  de  déterminer  l'angle  C  par  le  moyen 
des  trois  côtés  a ,  b ,  c. 

Si  les  côtés  a  et  b  étaient  exactement  égaux  à  100**,  on 

aurait  C=:c;  donc  a  el  h  différant  très-peu  de  loo**,  l'angle 

C  aura  pour  mesure  un  arc  très-peu  différent  de  c.  Soit  a  = 

ioo°-f-a,  é  =:  I oo^-f- g ,  C  =  c-f-jT;  si  on  substitue  ces  va- 

cos  c  —  cas  a  cos  b 

leurs  dans  l'équation  cos  C  = : : — ; ,  on  aura 

sin  a  sin  h 

cos  c  —  sin  a.  sin  g 

cos  {^c-\-x)  zr  .  Mais  puisque  a  et  g  sont 

cos  a  cos  g 

supposés  très-petits  ,  on  peut  en  négligeant  seulement  les 

termes  où  a  et  g  montent  au  quatrième  degré,  faire 

a'        g' 

sin  a  sin  g  :=i  a  g ,  cos  a.  cos  Q  :=.  i ,  ce  qui  donnera 

2         2 

cos  c  —  a  g 

cos{c-{-.v)zzz  ; — ; — T^C'  H-Ta'+TÊ J  cosc  —  ocg. 

I  —  7  a*  —  7  S' 

Or,  en  négligeant  le  quarrédex,  on  a  cos  (c-f-j:)  =  cos  c  — 
X  sin  c  ;  donc 

a  g — ^  (a'-f-g*)  cas  c 

sin  c 

Et  puisque  .r  est  du  second  ordre  par  ra})port  à  a  et  g ,  on, 
voit  qu'il  n'y  a  de  négligées  dans  cette  valeur  que  les  quan- 
tités du  quatrième  ordre.  Soit  ^  (a-f-g)  z=^p  ^\  (a— g)  =  q , 
ou  a=/>  +  <7,  Zr=zp—q^  on  aura  sous  une  forme  plus  simple 

f\  —  cosc\  f\-\-cosc\ 

Tz=:zp    (  ; )~7'  (  — )^=p^  tangue— q*cot\c. 

\    sin  c    y  \     sin  c     J 

Cette  valeur  est  exprimée  en  parties  du  rayon  ;  mais  comme 
dans  la  pratique  p  eX.  q  sont  données  en  secondes,  si  l'on 
veut  que  .r  soit  exprimé  aussi  en  secondes  ,  il  faudra  faire 

.r.=z~tang-c  —  —cot-Cy 

R  étant  le  nombre  de  secondes  contenues  dans  le  rayon , 
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nombre  dont  le  logarithme  z=z  5  .  8o388oi.  Connaissant  x, 
on  aura  l'angle  cherché  C   ::=  c-)-x. 

La  formule  que  nous  i^enons  de  trouver  est  utile  dans  les 
opérations  géodésiques  pour  réduire  à  l'horizon  les  angles 
observés  dans  des  plans  inclinés;  elle  est  plus  expéditive  et 
demande  des  tables  moins  étendues  que  la  formule  du  cas 
premier  des  triangles  sphériques ,  dont  nous  avons  donné 
un  exempJe  (n**  qS).  Cependant,  si  les  élévations  ou  dé- 
pressions a  et  g  étaient  de  plus  de  2  ou  3  degrés  ,  il  serait 
plus  sûr  de  se  servir  de  la  «léthode  générale. 

§.  V.  Résolution  des  triangles  sphériques  dont  les  côtés  sont 
très-petits  par  rapport  au  rayon  de  la  sphère. 

cv.  Lorsque  les  côtes  a.,  b ^  c ,  sont  rès-petlts  par  rap- 
port au  rayon  de  la  sphère  ,  le  triangle  proposé  est  peu 
différent  d'un  triangle  rectiligne  ;  et  ,  en  le  considérant 
comme  tel ,  on  peut  en  avoir  une  première  solution  appro- 
chée ,  mais  on  néglige  de  cette  manière  Texcès  de  la  somme 
des  angles  sur  200°.  Pour  avoir  une  solution  plus  appro- 
chée ,  il  faut  tenir  compte  de  cet  excès ,  et  c'est  ce  qu'on 
peut  faire  très-aisément ,  au  moyen  d'un  principe  général 
que  nous  allons  démontrer. 

Soit  rie  rayon  de  la  sphère  sur  laquelle  est  situé  le  trian- 
gle proposé ,  si  l'on  imagine  un  triangle  semblable  tracé  sur 
la  sphère  dont  le  rayon  est  i  ,  les  côtés  de  ce  triangle  seront 

a  h        c 

,  cos cos  -  cos  - 

abc  r  r        r  ,  , 

y  -,-,  et  on  aura  cos  A.=z .  Mais  puisque 

r    r    r  h    .    c 

sm  -  s  in  - 
r        r 

est  fort  grand  par  rapport  à  « ,   h  ,  c ,  on  aura  d'une 
xxxv.   nianière   très  -  approchée  '  cos  -r=r  i  — »  — ^  -f 


2  r^         2.3.4''* 

b  b^  6*  c  c'  c* 

4 


3.4>^''  ^  f^r*        2.3.4/'' 

1:         c  c' 

Substituant   €♦-.. 


b'  c        c  c' 

2.3;'  '        '         2.3 
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valeurs  dans  l'équation  précédente,  et  négligeant  les  termes 
de  plus  de  quatre  dimensions  en  a ,  è ,  c ,  on  aura 

è'+c'  —  a'       a*  —  b*  —  c*       b' c^ 

— : 1 

a  r*  a4  r*  4  r* 

cos  A  r= 


c/  b'         c'\ 


Multipliant  les  deux  termes  de  cette  fraction  par  i  -+ — 

6  r' 

et  réduisant ,  on  aura 

è'-f-c* — a*       a*-^b*-\-c*—^a^b'—7.a'c'—ib^c^ 

cosA= [ — — . 

20c  i[\  o cr 

Soit  maintenant  A'  l'angle  oppose  au  côté  a ,  dans  le  trian- 
gle rectiligne  dont  les  côtés  seraient  égaux  en  longueur  aux 

b^-^-c"^ — a' 

arcs  a,  6,  c;  on  aura  cos  A  := : et  4  b^c''sin*A' 

2  bc 

=  2a'  è*-f-2a*c'-4-2è*  c* —  a* —  b* —  c* .  Donc 

bc 
cos  A'^:  cos  A'  —  ——  sin'  A^. 
or" 

Soit  Az=z  A'  -{-  a: ,  on  aura  en  rejetant  le  quarré  de  jt, 

bc 
cosA=2cosA' — :r  ««  A',  d'où  l'on  voit  que:rizz — sinA'y 

,  ^       c    . 
et  puisque  .r  est  du  second  ordre  par  rapport  à  -  et  _ ,  il 

s'ensuit  que  ce  résultat  est  exact  aux  quantités  près  du 
quatrième  ordre.  On  aura  donc 

bc 
A  =  A'-h-—sm  A'. 
or' 

Mais  ^  bc  sin  A'  est  l'aire  du  triangle  rectiligne  dont  a  ,  b ,  c 
sont  les  trois  côtés  ,  laquelle  ne  diffère  j)as  sensiblement  de 
celle  du  triangle  spliérique  proposé.  Donc ,  si  l'une  ou  l'autre 

aire  est  appelée  a,  on  aura  AcziA'H ,  ou  A'nzA . 

3  r'  3r' 

On  aurait  semblablemenl  B'zz.B ,  C  nr  C ,  et 

3  /•'  3  '•' 

il  en  résulte  A' +  B'HC'  ou  ?.oo"  —  A  f  B -f-C — — .  On 
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a 

l'eut  donc  considérer  —  comme  étant  l'excès  de  la  somin* 
r' 

des  trois  angles  du  triangle  sphérique  proposé  sur  deux 

angles  droits.  Cela  posé ,  on  a  ce  théorème  remarquable  qui 

réduit  la  résolution  des  triangles  sphériques  très-petits,  à 

celle  des  triangles  rectilignes. 

Etant  propose  un  triangle  sphérique  dont  les  côtés  sont 
très-petits  par  rapport  au  rayon  de  la  sphère  ,  si  de  chacun 
de  ses  angles  on  retranche  le  tiers  de  V excès  de  la  somnie  des 
trois  angles  sur  deux  droits  ,  les  angles  ainsi  diminués  pour- 
ront être  pris  pour  les  angles  d'un  triangle  rectiligne  ,  don- 
les  côtés  sont  égaux  en  longueur  à  ceux  du  triangle  sphé- 
rique proposé ,  ou  en  d'autres  termes  : 

Le  triangle  sphérique  très-peu   courbe    doni  les  angles 

:>onl  A  ,  B  ,  C  ,  P/  /e^  côtés  opposés  a  ,  b  ,  c ,  répond  toujours 

il  un  triangle  rectiligne  qui  a  les  côtés  de  même  longueur 

a  ,h  ,  c  ,  et  dont  les    angles  opposés  sont  A —  j  S  ,  B  —  \  6 

Q  —  j6  ,  e  étant  l'excès  de  la  somme  des  angles  du  triangle 

sphérique  proposé  sur  deux  angles  droits. 

»,        »  *  .  .  I    <    Il  •        I 

cvi.  L  excès  £  ou  ^  ,  qui  est  proportionnel  a  1  aire  du 

/•' 

triangle,  peut  toujours  se  calculer  a  y?r/o/-i  par  les  données 

du  triangle  sphérique  considéré  comme  rectiligne.  Si  deux 

côtés  i,  c,  sont  donnés  avec  l'angle  compris  A,  on  aura 

l'aire  arzi^è  c  sin  A  ;  si  on  donne  un  côté  a  et  les  deux 

sin  B  sin  C 

an<rles  adjacents  B  ,  C  ,  on  aura  l'aire  a  =  '-  a^ 

"  •'  '      '  'sin  (B+C) 

Ensuite  onaura  e  =:: —  R  ,  R  étant  le  nonabre  de  secondes 
r^ 

comprises  dans  le  rayon  ,  et  de  cette  manière  £  sera  exprimé 

en  secondes. 

Pour  appliquer  ces  formules  aux  triangles  tracés  sur  la 

surface  de  la  terre,  considérée  comme  sphérique  (i),  il 

(i)  Dans  les  opérations  géodésiques  les  triangles  sont  le  plus  son- 
vent  formés  entre  trois  stations  inégalement  éloignées  du  centre  de 
l;i  terre;  mais  ,  par  des  réductions  convenables  ,  on  substitue  aux 
triangles  observés  les  triangles  qni  résultent  de  la  projection  des  sta.- 
lions  sur  une  même  surface  sphérique  perpendiculaire  à  la  direction, 
de  la  pesanteur. 
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Caudru  supposer  que  les  côtés  a ,  b,  c ,  ainsi  que  le  rayon  de 
la  terre  r  sont  exprimés  en  mètres.  Or,  puisque  le  quart 
du  méridien  ^TT  rest  égal  à  looooooo  mètres,  on  en  conclut 
logr:==.  6.  8o388oi  ;  d'un  autre  côté  le  rayon  R  exprimé  en 
secondes,  a  pour  logarithme  5,8o388oi .  Donc  si  au  loga- 
rithme de  l'aire  «  exprimée  en  mètres  quarrés,  on  ajoute 
le  logarithme  constant  2.19611g,  et  qu'on  retranche  dix 
unités  de  la  somme,  on  aura  le  logarithme  de  l'excès  e 
exprimé  en  secondes. 

Connaissant  s  on  retranchera  ou  on  supposera  retranché 
jE  de  chaque  angle  du  triangle  sphérique  proposé,  et  alors 
dans  le  triangle  rectiligne  formé,  par  les  côtés  a  ,b ,  c ,  et  les 
angles  A'=A'  — 1£,  B'  =  B  —  |  e,  C'=C  —  7  e,  on  aura 
les  données  nécessaires  pour  en  déterminer  toutes  les  par- 
ties. Ainsi  on  connaîtra  en  même  temps  celles  du  triangle 
sphérique  proposé. 

cvii.  Exemple,  Soient  donnés  l'angle  C  et  les  deux  côtés 
a  el  b ,  savoir: 

C=  123'  19'  99"  .  23 
log  a  =:z  fi.  5891603 
/og' é  :^r  4.  5219271 
la  quantité  ^  a  b  sin  C  qui  représente  l'aire  de   triangle, 
aura  pour  logarithme  8.78065,  à  quoi  ajoutant  2. 19612, 
on  aura  log  e=  0.97667  ,  partant  £  =  9".  48  et  ^£.:z.3".  16. 
Cela  posé,  il  faut  résoudre  le  triangle  rectiligne  dans  lequel 
on  a  les  deux  côtés    a  et  b  comme    ci-dessus,  et  l'angle 
compris  C'=  123"  ig'  96''  .  07.   Pour  cet  effet,  nor.s  sui- 
vrons la  méthode  du  n^  56  , 

a 4.589i5o3       to/zg-  (cp  — 5o'') 8.8878392 

b 4.5219271  cot  {  C Q.838i  1 10 

/rt/ï^ç.  ..  0.0672232  A'  —  B' 

tang 8,7259502 

^      2 

-p  —  54"  90'  74"  .  72  A'  —  B' 

îoo"    c'^Gi   59  98    .o3  -^ ^   ^"  "^^   '^y      •  ^7 

7  c'  :;=  38   40      ï     •  97  a' 


f-B' 

2 

A'    =    41    78   41 
B'  =::   35      1    62 

•  97 
.24 

•  7t> 

428  TRIGONOMETRIE. 

II  resU;  à  délerniiiier  le  troisième  côté  c,  ce  qui  se  fora  par 

.  ^'  •''ifi  C,' 

1  équation  c  ^ 

sin  A' 

a 4- 58qi5o3 

sin  A'  •  •  •      <)•  785489^ 

différence     4  •  So366 10        4  •  8o366 1  <» 

,*ï«  C  •    •      9-97o5oo8         xiri  B' •  •  •      9-7182661 


logc^=...      4-7741618         /o^  ^  =:       4-5219271 

Donc  dans  le  triangle  sphérique  proposé,  les  éléments  qu'il 
falîait  trouver  sont  : 

Ar=4i°78'  44"  .40 
Br=:35     I   65    .86 
log  c=4.774i6irt,ou  r  =  59451™  a56. 

iV.  li .  La  méthode  donnée  dans   ce  paragraphe  peut  servir  aussi  à 

''■       '     lésondre  les  triangles  dans  lesquels  deux  côtés  seraient  très-peu  difte- 

reats  de  200°  et  le  troisième  très-petit.  Car    en  prolongeant  les  grands 

côtés  A'C,  A'B,  on  aura  un  triangle  sphérique  BCA ,  dont  les  trois 

côtés  seront  très -petits. 

§.  VI.  Des  triangles  sphériques  dont  deu.r  angles  sont 
très -aigus. 

Bg-  '7  cviii.  Soit  ABC  le  triangle  sphérique  proposé  dans  lequc  I 

A  et  B  sont  deux  anj;les  très-aigus  ,  soit  LMN  son  triangle 
polaire,  de  sorte  qu'on  ait  M N=  200°  — A  et  LN:«=20o"— E. 
Si  ou  prolonge  les  arcs  IVM ,  NL,  jusqu'à  leur  rencontre  en 
K,  il  est  clair  qu'on  aura  KM=rA  ,  et  KLzizB,  le  triangle 
LKM  aura  donc  ses  côtés  très-petits  ,  et  il  sera  dans  le  cas 
d'être  résolu  par  la  méthode  du  paragraphe  })récédont. 
Soient  A',  B',  C',  les  trois  angies  et  «',  //,  c'  les  trois  côtés 
du  triangle  LKM  ,  ou  aura 

A'  —  MLK  =  «  a'  =  KM  =  A 

B'  ~  LMK  =  h  h'-—  LK  =  B 

C  —  LKM  —  200*'^  c       <•'  z=.  LM  --  2.>u°  —  C. 

iJouc  trois  éléments  connus  dans  le  triangle  ABC  en  tlou 
neront  trois  dans  le  trianf;le  l.KM  ,  et  par  consécpient  trois 
aussi  dans  le    triangle  rectiligne  aiuiuel  le  triatiglc  LKM 
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peut  être  ramené:  or  celui-ci  étant  résolu,  on  aura  la 
solution  du  triangle  LKM  ,  et  de  là  celle  du  triangle  pro- 
posé ABC. 

cix.  Soit  par  exemple,  Azr:3'*,  B=2°  et  le  côté  adjacent 

c::=i5o**,  les  données  du  triangle  LKJM ,  ou  plutôt  A'B'C, 

seront  a' :=r3*',  b'  z=%^  ,  et  l'angle  compris  C'=n5o*'    Par 

le  moyen  de  ces  données,  on   trouve  l'excès  sphériqiie   £ 

i  a'  b'  sin  C 

= r:z333".2i  ,  et  le  tiers  de  e  étant  retranclié 

R 

de  C,  le  reste  sera  49°  98'   88 ".93.  Il  faut  donc  résoudre 

un  triangle  rectiligne  dans  lequel  on  a  les  deux  côtés  «'izr 

3oooo",&'=2oooo",etrariglecomprisC"=z:49''98'88".93. 

On  trouvera  les  deux  autres  angles  A"  =z:io3*'  64'  86". 33, 

B"-.i=46°  36'  24"  .75  ,  etle  troisième  côté  c'=z:2i244''-^6; 

ajoutant  donc-j£  aux  angles  A"  etB"  du  triangle  rectiligne, 

-'(fin  d'avoir  les  angles  A',  B'  du  triangle  sphérique,  on  aura 

pour  la  solution  cherchée 

A'  :=  a  =  io3"  6^ '97".  40 

^'  =h—     46    37   35   .82 

0^^200*^  —  c'z=.  197    87  55  .64 

§.   VII.  Du  polygone  régulier  de  dir.-sept  côtf's. 

ex.  Nous  terminerons  ces  applications  du  calcul  trigono- 
raélrique  en  donnant,  d'après  l'excellent  ouvrage  de  Causs 
cité  page  112,  la  manière  d'inscrire  le  jiolygone  régulier  de 
17  côtés  par  la  simple  résolution  des  équations  du  second 
degré. 

Soit  1  arc ^  <pi  je  dis  d'abord  qu'on  aura  l'équation 

17 

cos^-\-cosV^-^cos^<^-\-cùS')'^-^coi<ff-\-cos  1 1  (p-4-co.v  1 39+coj  1 5<P=  4. 
Car  si  on  appelle  le  premier  membre  P  ,  et  qu'on  multiplie 
tous  ses  termes  par  2  cos  9  ;  qu'ensuite  on  change  chaque 
produit  de  deux  cosinus  en  cosinus  d'arcs  simples  d'après 
la  formule  : 

2  cos  A  co.y  Bm  cos  (  A  -f-  B  )  -f-  cos  (A —  B  ) 
on  aura 
•iPco,v9=:i-|-2co.»-29-|-2to^4<p-f-2co^6<P -i-2royi4<P^coJl5<^ 
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Or  puisque  1 7  <?  =  200°,  on  a  cox  i<f=:cos{  200*  —  1 5  <p)  := 

—  cas  I  5  9  ,  cos  4  <P  =  ros  (200°  —  1 3  9  )=  —  (^^-^  1 3  ^ ,  et 

ainsi  de  suite  jusqu'à  co.v  16  <pr= — roi  <p.  Donc 

•2  P co^9=  1— 2  ro^  1 5  <p— 2  cos  1 3  9—2  co.y  1 1  <p...  — 2  co^  3  ^—co.\  9 

ou  2  Pmî  <p  z=  I  H-  cos  9  —  2  P  ,  ou  2  P  (  1  +  co.v  9)=i+co\  9. 

DoncPrz:^. 

Cela  posé,  je  partage  la  somme  des  termes  (jui  composent 
P  en  deux  parties,  savoir: 

:c  =z:  C05  3  9  -h  co^  5  9  +  t'o.s-  7  9  -f-  co^'  1 1  9 
y  =  eus  9  H-  cos  9  9  H-  <^o.v  1 3  9  H-  ^«■^   1 5  9- 

J'aurai  donc  d'abord  Jc  -\-y=z^;  je  multiplie  ensuite  les 
quatre  termes  de  x  par  les  quatre  termes  de  y,  et  chan- 
geant les  produits  de  cosinus  en  cosinus  d'arcs  simples, 
j'obtiens,  toutes  réductions  faites, 

X  y=.     2  (  cos  29+  ^^•*"  4  ?  +  <^os  6  9  .-  -h  cos  169) 
ou  X  x^rr  —  2  (  cos  i59  +  '^'«•S  ï3  94"  '^«•^  n  9  —  H"  <^»*  ?  ) 
ou  enfin  x  y  -=1  —  i. 
Au  moyen  de  ces  équations  on  trouve  • 

x=-j-+-^v/i7;     r=I  — ;i/»7- 

Maintenant  si  l'on  partage  de  nouveau  les  sommes  ^  et  y 

chacune  en  deux  parties,  savoir; 

x  z=is-\-t  y  =:u-\-  Z 

s  =  cos?><^  +  cos  59      «  =^  cos  9  -f-  cos  1 3  9 

tz=zcos  7  9  -h<'os  119      z  =  roJ99H-  cos  1 5  9 , 

on  trouvera  sembablement 

De  sorte  qu'on  pourra  déterminer  les  quatre  nombres  s,  t, 
u ,  Zy  a  l'aide  de  deux  nouvelles  équations  du  second  degré 

Enfin  connaissant  cos  9  +  cas  1 3  9=  «  et  cos  9  cos  i3  9 
=  {{cos  12  9H-<:w  14  9)  =  -7(tw  3  9-|-6Yw5  9)=.--i^, 
on  obtiendra,  par  une  (piatrièine  équation  du  second  degré, 
la  valeur  de  cos  9,  et  de  là  celle  du  côté  du  polygone  pro- 
posé ,  laquelle  est  2  sin  9  ou  2^/(1  —  co^  '  9 ). 

Quant  à  la  méthode  qui  a  dirigé  le  partage  de  ces  di- 
verses équations,  elle  tient  à  une  théorie  très -délicate, 
fondée  sur  lanalyse  indéterminée  ,  et  dont  il  faut  voir  le 
développement  dans  l'ouvrage   même  de  Gauss,  ou  dans 
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%' Essai  sur  la  théorie  des  nombres,  deuxième  édition.  On  y 
trouvera  la  démonslration  complète  de  ce  théorème  très- 
beau  et  très-général  : 

«  Si  le  nombre  n  est  premier ,  et  que  n —  i  résulte  du 
«  produit  des  facteurs  premiers  2*  3  5  ,  etc.  la  division 
w  du  cercle  en  n  parties  égales  pourra  toujours  se  réduire 
"  à  la  résolution  de  a  équations  du  deuxième  degré  ,  ê  du 
«  troisième  ,  y  du   cinquième  ,   et    ainsi  de  suite.  » 


FIN. 


'S'Vpogkaphïe  i)e  firmin  didot  frèrks,  fils  kt  c'^, 

RUE    JACOB,    w"    56. 
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